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4. Metoda Keller — Box

4.1. Preliminarii

Metoda Keller — Box este o metoda care utilizeazd diferente finite, problemele de
rezolvat reducandu-se la rezolvarea unor sisteme de ecuatii algebrice. Metoda a fost
introdusa de Keller (1970) si aplicatd apoi de alti autori in problemele de strat limita
laminar si turbulent. Metoda a fost popularizatd odata cu aparitia cartii lui Cebeci si
Bradshaw (1984). Ea este folosita de un timp relativ scurt in tara noastrd si o descriere
foarte amanuntita a ei se gaseste 1n cartea lui Pop si Postelnicu (1999), Postelnicu (1999)
si Alexandrescu si Alexandrescu (2001). Metoda Keller — Box este deosebit de eficienta
in rezolvarea ecuatiilor diferentiale ordinare si a ecuatiilor cu derivate partiale de tip
parabolic. Astfel de ecuatii sau sisteme de ecuatii apar si in modelarea curgerilor cu strat

limitd, convectiei, fenomenelor de transport, etc.

Pentru a rezolva ecuatiile diferentiale ordinare sau cu derivate partiale folosind metoda
Keller — Box vom introduce schema iterativd Newton — Raphson (vezi Coman, 1995) de

rezolvare a ecuatiilor si sistemelor de ecuatii algebrice neliniare.

Astfel, daca avem o ecuatie algebrica neliniara de forma f(x) = 0, vom considera iteratia
necesara aflarii raddcinii

Xn+1 = Xn T &y (162)
unde X, este aproximatia radacinii la pasul n, iar €, este eroarea de calcul la acelasi pas.

Apoi, pentru a afla valoarea lui &,, dezvoltam 1n serie Taylor functia f(x) in punctul X,;:

0 = f(Xn+1) = f(Xn + €n) = f(Xn) + &nf “(Xn) + ... (1.63)
unde f’ reprezinta derivata functiei f i pastrdnd doar termenii de ordin intéi in €, avem:
f
£, i) (1.64)
f'(x,)

Intru cat &, este cunoscut, folosind relatia (1.62), putem gasi iteratia care ne va conduce la

aflarea radacinii:
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f(x,)

) (1.65)

X, =X, t€, =X

n+l

Putem generaliza acest rationament §i in cazul unui sistem algebric neliniar de N ecuatii

cu N necunoscute:

f(X,X,,00, Xy ) =0
f,(%,,X5,0,Xy) =0 (1.66)

(X)X, Xy) =0

Consideram acum iteratia (1.62) pentru aflarea radacinii, scrisa in forma N -
dimensionala:

(X1, X2, oo X))V = (%1, X2, oo x0) ™+ (1, €2y ey €)™ (1.67)

si in continuare dezvoltam sistemul (1.66) in serie Taylor:

(n+1) (n+1) (n+1) (n) (n) (n) & of " (n)

n+ n+ n+ n n n ] n

Oz’fj(xl Xy e Xy )zfj(xl 3 Xy s Xy )+ E = g,
i=1 i

i=LN

unde necunoscutele ai(“), i=1,2,..., N se pot determina rezolvand urmatorul sistem:

[of,  of, of, 1™
ox, 0x, OX e | £, 7"
of, of, of,
- €, e
0x, O0X, OX =— (1.68)
ofy  ofy of Ex fx
| Ox,  OXx, oxy |

Sistemul (1.68) fiind liniar poate fi rezolvat cu o rutind de tip Gauss. Totusi, nu este usor
sd gasim toate solutiile sistemului (1.66) si nu vom obtine solutie pentru orice alegere
initiala, x;. Pentru evaluarea derivatelor din matricea sistemului (1.68) putem folosi
diferente finite si, chiar daca nu avem o eficienta atat de mare, scrierea codului poate fi
generalizata pentru functii foarte complicate. Astfel, de exemplu, avem:

of. fj(xl,...,xjfl,xj +8,xj+1,...,xN)—fj(xl,...,xjfl,xj,xjﬂ,...,XN)

L~ 1.69
. 5 (1.69)

1

unde & este un numir mic (= 10”) si nu neapdrat pozitiv.
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In cazuri extreme putem folosi un factor de relaxare, o, pentru a subrelaxa corectiile si
pentru a preintampina o posibila divergenta:
(X1, X2, ..., XN)(HH): (X1, X2, ..., XN)(H) + (e, &, ..., 8N)(n) (1.70)

unde 0 < ® < 1, metoda Newton — Raphson corespunzind cazului in care o = 1.

4.2. Aplicarea metodei Keller — Box in cazul ecuatiilor diferentiale ordinare
neliniare

Vom ardta In continuare cum se aplica aceastd metoda pe un caz concret, problema lui

Blasius:
f'”+lf‘f”:0 (1.71)
2
cu conditiile la limita:
f(0)=0,f(0)=0,f(0)=1 (1.72)

In aceastd metoda se reduce ecuatia (1.71) la un sistem de ecuatii diferentiale ordinare de
ordinul unu facdnd urméatoarele notatii

a=f,b=f‘c=f" (1.73)
Inlocuind in (1.71) si (1.72) obtinem

a-b=0
b'—c=0 (1.74a)
o1
c'+—ac=0
2
iar conditiile la limita (1.72) devin:
a0)=0
b(0)=0 (1.74b)
b(0)-1=0

Definim o retea de puncte 1y, N2, ..., N (M1 = 0, NN = M), pasii putand fi inegali, adica h;
= Mir1 - Mi. Pentru discretizarea derivatelor de ordinul intdi folosim diferente finite

centrale $i vom nota a; = a(n;). Aproximarea pentru a’(n) in
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_ _ Nig TN,
N=Mitp= ——
2
este
' o Gl -4
A= h
iar pentru a(mj+12) vom avea
A, T3

~

a. ~
i+1/2
2

Dupa discretizare, considerand cd avem un pas echidistant, ecuatiile (1.74a) devin

. -3 by +b

i+ i i+1 0
h 2
b, b, c.i+¢
w b Cte 0 (1.75)
h 2
Ci,, —C;
%4_%((314-1 + a'i )(Ci+1 + Ci ) =0

pentrui=1, 2,..., N-1, avand 3N — 3 ecuatii pentru 3N necunoscute. Numarul ecuatiilor
se completeaza cu conditiile pe frontiera (1.74b) care, discretizate, se vor scrie:
a;=0,b;=0,bx-1=0 (1.76)
Pentru a rezolva sistemul (1.75) — (1.76) folosim iteratia Newton — Raphson, a" = g™
+ 8a;™ si utilizim expresii similare si pentru b si c. Inlocuind aceste expresii in (1.75) si

(1.76) si pastrand doar termenii de ordinul intéi in 8, rezulta:

Sa,, —8a, &b, +3b, [a,—a b, +b |"
i lh i i 12 — _|: lh _ 12 j| (17721)
(n)
8bi+1h ob; 8Ci+12+ oc; _ _{bmh b, Ci+12+ Cij| (1.77b)
@ + %(aiﬂ + ai )(&Hl + &i )+é(ci+l + Ci )(§ai+l + §ai )
Ciy—C  A+1 " (1779
= _{ 4 (@ +a)e, +¢ )}
h 8
Conditiile la limita (1.76) devin:
da;=-a1™ , 8b;=—b,", 8by=1-by" (1.78)
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Putem scrie sistemul (1.77) — (1.78) sub forma matriciald (1.79), unde valorile pentru (r;);

sunt date de relatiile:

(rl )i _ _|:ai+1 —a; b, +b, ]

(r,), = —{% + %(ai+1 +a,)c,, +¢ )}

Prin rezolvarea sistemului (1.79) de mai jos, obtinem marimile 8a;™, 8b;™, 8¢, i =1, 2,
..., N si astfel putem calcula urmatoarele iteratii a;™™" , b;™™", ™V, iar acest procedeu se
continud pand la obtinerea acuratetii dorite. Existd mai multe metode de rezolvare a
sistemului algebric liniar (1.79) si in continuare vom prezenta metoda elimindrii
blocurilor descrisa in cartea lui Cebeci si Cousteix (1999), deoarece matricea sistemului

are o structurd tridiagonala de blocuri.
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i 0 0 1 (a1 [-a]”
0 1 0 &, ~b,
_1 _1 0 1 _1 0 o, (rl)l
h 2 h 2 (r2)1
0 _l _l 0 l _l (r )
h 2 h 2 e
_(C2+C1) 0 _(a2+a1)__ _(C2+C1) 0 _(a2+a1)+_
X =
1 1 0 1 1 0
h 2 1 h 2 1
0 % 2 0 % 2 (r s
1 §aN (rz)Nfl
_(CN +CN—1) 0 _(aN +aN—l)_ (CN +Cy 1) 0 _(aN +aN—1)+_ ébN (r})N_1
: 0 : 0 Do by |9
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4.3. Metoda eliminarii blocurilor

Pentru a putea aplica metoda elimindrii blocurilor trebuie ca blocurile de pe diagonala
principala sa fie nesingulare si in acest scop vom schimba intre ele liniile corespunzatoare

ecuatiilor (1.77a) si (1.77b). Dupa ce facem aceastd schimbare introducem urmatoarele

notatii:
r 1 0
0 0 h 2
A = > A = (Ci+1 +Ci) 0 _(am +ai)+_ >
1 1
“h 2 o -+ -1
i h 2 ]
1 1 0
h 2
A, = é(cN +Cy,) 0 —(ay+ay,)+—| 2<i<N-2
1 0
b1 0
h 2
Bi,i = l(Ci+1+ci) 0 l(anﬁai)_l , 1<i<N-1
8 8 h
0 0 0
0 0 O
C,=/0 0 0| I<i<N-I (1.80)
1 1
0 — ——
h 2
da,
o, =|0b,|, 1<i<N
dc

-4 (rl )N—l (rl )i—l

h=|-b | r= (r3)N—1 » = (r3)i71 , 2<1<N-1
(r2 )1 1- bN (rz )i

Cu notatiile (1.80) sistemul (1.79) se poate scrie acum in forma matriciala:
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Al Cl 81 I‘l
B2 A2 C2 62 r2
B, A, C, x| 8, |=| t (1.81)

By, Ay Gy Oy To
By Ay [N Iy

In continuare rezolvam sistemul (1.81) folosind metoda eliminarii blocurilor si pentru
inceput vom afla marimile I'; si A; din formulele recursive de mai jos:
A=A
A =Bi, 1=2,3,...N (1.82)
Ai=Ai-TiCi, 1=23,...N
unde I'; are aceeasi structurd ca si blocul B;, apoi vom calcula w; dupa formula:
Wi =T
wi=r1-I'iwiy, 1=2,3,...N (1.83)
In cele din urma, putem afla valorile &; necesare calcularii iteratiilor pentru pasul urmator:
ANON = Wy
Ai6; = wi - Cidi+1, ) = N-1,N-2, ...,1 (1.84)
Metoda eliminarii blocurilor este o metodd generala care poate fi utilizatd pentru
rezolvarea oricarui sistem liniar de ecuatii algebrice cu structurd de blocuri tridiagonala.
Complexitatea acestui algoritm depinde de ordinul matricelor A;, B;, C;. Cand ordinul
acestor matrici este mic atunci sistemul (1.81) se poate rezolva relativ usor fara folosirea

unor cantitdti mari de resurse.



Capitolul I. Metode numerice in teoria transferului de caldura convectiv

Programe Matlab

%Keler box Blasius

x1=0; x2=7;

h=0.01;

N=(x2-x1)/h+1;
a=ones(N,1);b=zeros(N,1);c=zeros(N,1);

for i=1:N
b(1)=0+i/N;
end;

err=1;
nr_iter=0;
while abs(err)>=1le-6
[A,B,C,r]=init_matrix(a,b,c,N,h);
delta=elim_bloc(A,B,C,r,N);
err=max(max(delta));
[a,b,c]=reeval (delta,a,b,c,N);
nr_iter=nr_iter+1;
end;
plot(x1:h:x2,b);
fprintf("\n iteratii:%d (0)=%\n",nr_iter,c(1))
function [a,b,c]=reeval(delta,a,b,c,N)
for i=1:N
a(i)=a(i)+delta(l,i1);
b(i)=b(i)+delta(2,i);
c(i)=c(i)+delta(3,i);
end

function [A,B,C,r]=init_matrix(a,b,c,N,h);
%initializam blocurile matricei sistemului si matricea coloana a
%termenilor liberi
%initializam termenii liberi
rl=zeros(N-1,1);r2=zeros(N-1,1);r3=zeros(N-1,1);
for i=1:N-1
ri(i)=-((a(i+1)-a(i))/h-(b(i+1)+b(i))/2);
r2(i)=-((b(i+1)-b(i))/h-(c(i+1)+c(i))/2);
r3(i)=-((c(i+1)-c(i))/h+(a(i+1)+a(i))*(c(i+1)+c(i))/8);
end;
r(:,D=[-a(l);-b(1);r2(1];
for 1=2:(N-1)
r(z,1D)=[r1(i-1);r3(i-1);r2(i)];
end;
r(:,N)=[r1(N-1);r3(N-1);1-b(N)];

%initializare blocurile A

A(:,:,1D=[1 00 ;01 0;0 -1/h -0.5];

for i=1:(N-2)

A(z,:,i+1)=[1/h -0.5 0;(c(i+1l)+c(i))/8 0 (I/h)+((a(i+l)+a(i))/8);
0 -1/h -1/2];

end

A(:,:,N)=[1/h -1/2 0;(c(N)+c(N-1))/8 0 (1/h)+((a(N)+a(N-1))/8);
01 0];

%initializare blocurile B
B(:,:,1)=zeros(3,3);
for 1=1:(N-1)
B(:,:,i+1)=[-1/h -1/2 O;
(c(i+D)+c(i))/8 0 (-1/h)+((a(i+1)+a(i))/8);0 0 0];
end

%initializare blocurile C

C(:,:,1)=zeros(3,3);

for i=1:(N-1)
C(:,:,1)=[0 0 0;0 O 0;0 1/h -0.5];

end

function delta=elim_bloc(A,B,C,r,N)

%se rezolva sistemul prin metoda eliminarii blocurilor

Y%parametrul returnat delta reprezinta solutia sistemului

dd(:,:,1)=A(:,:,1);

w(,D=r(:,1);

for i=2:N
gamma(:,:,1)=B(:,:,D)*inv(dd(:,:,i-1));
w(:,D)=r(:,1)-gamma(:z,:,i)*w(:,i-1);
dd(:,:,1)=A(:,:,1)-gamma(:,:,1)*C(:,:,i-1);

end

delta(:,N)=inv(dd(:,:,N))*w(:,N);

for i=N-1:-1:1
delta(:,1)=inv(dd(:,:,1))*w(:,1)-C(:,:,i)*delta(:,i+1));

end



