Note de curs (in format PDF):
www.math.ubbcluj.ro/~tgrosan/Infostud.htm/Mecanica.htm

Numim forta centrala o forta F a carei directie trece in orice moment printr-un punct
fix O, numit centrul fortei.

v
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% / . - "
Fie O centrul fortei F' ce actioneaza asupra unui punct material M (m) de vector de

e
.. —_— A A w . . .
pozitie 7 = OM fata de O. Fie (r,#) coordonatele polare ale punctului M. Atunci avem

v = (,78) (in raport cu (€,, €4))

— —
r ¥
Fie p = = = versorul vectorului de pozitie 1. Deci avem
¥ T
— r
—
E" — Fp — E* j
r

_}

unde [’ este marimra a.l_gebrlca a fortei F'.
e Daca ' > 0 = I repulsiva.
ot ﬁ . (=
e Daca F'< 0 = I atractivd.

Exemple: Forta gravitationala, forta lui Coulomb
m 143
p=g F=k—2

r? r
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. =t . o
e Daca FF < (0 = F atractiva.

—
d-l[{[] ey R d oy

— M N _f: =
g =Moy(F)=71r x F =0 rezulta dt(r 3

mv) = 0. Prin urmare, obtinem integrala prima a ariilor

Din teorema momentulul cinetic

- = — —
r X v =¢=T7TgX Uy

— — —> —
r (t(]) = Tog, V (t[)) = V.
Viteza areolara a punctului M este:

dA 1
== (T XT) =

a2

Yt > t. (3)

]

deci viteza areolara este constanta. _
Prin urmare, miscarea punctului M(m) sub actiunea fortei centrale F are loc astfel
tncat momentul cinetic st viteza areolard sunt constante vectoriale, ¥ t > t.
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e Sa presupunem ca
4.
¢ = (c1,c2,c3) # 0.

T T — . — —
Din T X% =7C=TogX Uorezultd 7 - (T o X Uy) =0sau 7 - ¢ = 0. Asadar,
xey 4+ yca + ze3 =0 (4)
. . . I G o i . —— .
si deci miscarea punctulur M este plana si are loc in planul determinat de vectorit 1o §i

—_ T — — —>
vo (normala la acest plan fiind ¢ = 7o x v'g).

Fie Ozy planul miscarii punctului M(m). Fie (r, ) - coordonatele polare ale lui M.

Avem P

r 3k _
TxT=|z y 0 |=(@—-yi)k =r¥%.
@ w 0
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- —
—_ = — . — 5 Ay . — —_ —

Deoarece € = T o X Ug =130y k (deci ¢ _L planul miscarii), obtinem (7o X Tg= ¢ =

— — '

r X )

rld=c, Vit>t. (5)

1
(5) este integrala ariilor (deoarece 5 / r*(0)df - aria descrisi de M in planul zO0y).

Constanta aritlor ¢ din (5) se determina din conditiile initiale:
— s i
c= |79 X V| =rovpsina

si deci T
20 ot SHTLA =
e =120y =rovpsina, a=(To, Vo) (6)

e Daca ¢ =0 = miscarea punctului M este rectilinie.

—_—

= ; 7 - — —_— M ; - i e Y
In continuare admitem cA ¢ = rpx vy # 0 (constanta ariilor este diferita de zero).
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Determinarea miscarii in planul ei

Fie Ozy planul miscarii punctului M si (r, 8) coordonatele polare ale punctului M.
Ecuatia diferentiala a migcarii punctului M este:

d*r

= o

m— .
dt? T

T (to) = To, U(te) =T (7)

. ~ — . as . W * w — o — . . A W (0,
Proiectand (7) pe directiile (radiala si transversald) € . si € 4 si tinand cont ca fata de

TBLYTY
v ) acceleratia are componentele @ = (f — g2, _E(rzﬁ))
rdt

2, | mMiF—reT)=F (8)

A 8
e m d o |
€g: md a2 _ o

y r dt( )
z’r’,
TN ry
Ozl \ ..... 0 |

X
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Din (8)y rezulta integrala ariilor:

r’f = c, (9)
unde . .
C= 'T'SH(] = T'oUp sin x; a = (?U: _,‘>0) (IU)
Din (9) rezulta
r 91 ;
r?(6)df = cdt = r2(0)df = c(t, — ty),
o

si deci descrie arii egale 1n intervale de timp egale. Aceasta este legea ariilor.
Prin urmare, miscarea punctului material sub actiunea uner forte centrale este pland
si respecta legea ariilor.
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(i) S& presupunem mai Intai ca forta centrala nu depinde explicit de timp, deci
— —

F=F((7,7).

Eliminadm timpul ¢ din (8); utilizand integrala ariilor (9). Avem:

.,__dr_d-rg_cd-r_ d (1
"Tdt T do r2de Cde \r

o d d 1 . d d 1 9 B 62 d? 1
"Ta\ W \r)) T A\ \r))~=" "r2de2 \;

Prin urmare, ecuatia (8); devine:

me? [ d? 1 I d {1 C
— — A —\=Flel —t—|—).— i i |
r {(192 (r) Tt r} (r, " cdﬁ (T) ’r’l) (L)
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Daca forta depinde numai de pozitia (r, f), ecuatia (11) are forma

mer [de {1 1
_?“—2 [@ (;) + ;] = F(T? 9) (12)

e Ecuatia (11) (sau (12)) se numeste ecuatia lui Binét si reprezinta ecuatia diferentiala a
traiectoriei punctului sub actiunea unei forte centrale ce depinde explicit numai de pozitie
si viteza.

e Conditiile Cauchy (initiale) adaugate ecuatiei lui Binét (11) (sau (12)) (rezulta din

conditiile initiale 7 (to) = 7o, 7 (tg) = v) au forma

o—g, = ——Clg a. (13)

Jacques Philippe Marie Binet
(February 2, 1786 — May 12, 1856)
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Intr-adevar, avem

d (1) 1 dr 17 1 74
A\ ] |e=te = 335 - § =37
—_—
1 pr+, Vo 1 1 )
= -5 — = ——y)ptosa=————1pcosa = ——cig a,
o 2 4 roUp S111 ¢ ro
o

si deci obtinem

d (l) 1ctg
—_— — — et i (]{
] | 6=6
Din ecuatia Binét (11) (sau (12)) si conditiile initiale (13) rezulta ecuatia traiectoriei

in coordonate polare

7 =(). (14)
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Din legea ariilor 720 = ¢ = 72(0)df = cdt, adica

g
AT — = / r2(6)df (15)
g

0
si deci
g =8(L) (16)
Din (14) si (16) obtinem r = r(¢), deci avem

#=pt), 8=0[%L), t€ kT,

to > 0, T" < oc. Prin urmare miscarea este complet determinata.

Observatia 2 Formula (11) (sau (12)) poate fi utilizata si la determinarea fortei centrale
F' daca se cunoaste traiectoria punctului M, r = r(0).
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Asadar, problema miscarii sub actiunea unei forte centrale se poate reduce la
ecuatia lui Binet:

20 42 |
mc™| d° (1) 1
- S| = |+ =2 (r,0) (7)
r i d6’ r r semn ,+* pentru forta repulsiva

- semn ,—“ pentru forta atractiva

cu conditiile initiale:

| | d (1 1
— = —|= =——clga (18)
7 |t=0 7 do\ r )i=0 7,
(6=0,) (0=6,)
unde c este constanta ariilor:
2, .
c=r,6,=ry,sinx (19)
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Daca forta F depinde doar de raza vectoare r (F = F(r)) atunci ca o alternativa la
ecuatia lui Binet se poate aplica teorema energiei:

dT =0 L

unde D)
T = dl
2 — =2
SL=F-di=Fr.gi=25.ar =L T |= Far
v v v 2
Utilizand teorema energiei se obtine:
2 2 2
d " |=Fdr = T2 =[ F(r)dr
2 2 2 o
Deci )
- p: = —j F(rydr+h—_ - (20)
m constanta energiei
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Tinem cont ca:

Deci:

unde h se determina din conditiile initiale: V02 — 2.“ F(V)d?‘ + h
m
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o

|

Vv =7 4+ r°0*

r

)

>:>v2=cz<

a
PL

|

1

r

J

>:2j F(r)dr+h
m

(21)

15



e Deci, daca F = F(r), determinarea miscarii se reduce la integrala energiei (21) si
integrala ariilor r*6 = c = r=r(t), § = 0(t).

Probleme

Problema 1. Un punct material M (m) descrie un cerc de raza a, fiind atras de un
punct fix A al acestui cerc. Sa se determine forta de atractie si viteza punctului material
in functie de distanta r dintre M si A.

Solutie.

Ecuatia cercului facta de reperul Axy este:

Y

(z—a)+y" =a".

Y

A(0,0)
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Fie r gi # coordonatele polare ale punctului M (m)

T =rcost ;

_ = (rcosf —a)’+r°sinf =a
Yy = rsinf

= r*+a’*—2racos =a* = r(r—2acosf) =0
=% = QoicaRg.

r # 0 (punctul descrie cercul)

Asadar, ecuatia cercului in coordonate polare are forma:

r = 2acosb.

De aici obtinem

90 cosf o d (1 d | 1 sinf
r = 2a cos — -] = = —

df \ r df \ 2acost 2a cos? 6
a’_.2 E _d 1 sind 1 | cos 0 N 2sin®# 1 cos® @ + 2sin” 6
dez \r ) dfd \2acos26) 2a |cos26 cos3f | 2a cos> 6 '
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Inlocuind In ecuatia lui Binet, obtinem

me* [ d? /1 1 me2 [ 1 cos?6 + 2sin?6 1
F = = -— + — | = _I_ =

r2 (dg? \ r r r2 | 2a cos® # r
me® [ 1 1 2 — 2cos’f 1 me? [ 1 2 1 1
= 9 . ER T T —| = 2 30 ol
r 2a \ cosb cos® ¢ r r 2a \cos®>f cosf r
_ mec® | 1 i 1 N 1 _ me? [ 8a? | _ 1 _ 8mela’
o2 [ 2a | o rl 2 |3 o r| 9
L Rg3 2a ]
8' .42 .2
- =2t
.rﬂ'
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In plus, avem

. iy h d 1 2 | 1 1—cos®8 1
2 .9 2 A2 2 2
v =72 4+ 202 = ¢ = b | =4 ",
‘ : d ¢ [(0'9 (’r)) r2] ¢ {4(12 cost ?‘4

1 1 1 1 4a?c?
= (32 — + — | =
4a? \ r+/(16a*) 7r2/(4a?) i pd

2ac
— S — —
r
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Problema 2. Sa se determine miscarea unui punct material M de masa m = 1 aflat
sub actiunea unei forte centrale atractive invers proportionala cu cubul distantei de la
punct la centrul fortei. In momentul initial £ = 0 avem:

90 = U: N = 2 Up = 1/2 a = (?U:?U)

Coeficientul de proportionalitate este k& = 1.

Solutie.
mc? d? 1 1 1 )
— == I}, wfp == = =
72 df? \ r r 73
1
-

L@ vl 1
1 a/2 2 ¢ = slgml=]F=}=
C = TrovysSina = QQ\Qf = \g 2 (d92 (T) ?")
=1 )
d“ /1 1 1
= e [ S ) =) 2 L = e
d6? (r) r r e rge
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1 1 1
GL=0 = = 3 o= = 58_9 = r = 2¢? ecuatia traiectoriei
r
Din legea ariilor 726 = ¢ = £ 4e%0 = Q = 4e2df = th
2 2 2
; 0 2 ; 2
= 2d(e*) = idz‘=>229 £f=>629—l=£t
2 0 2 4
" 2 : ’ : |
= %—1= \gt = PP =244 = 4P =244 = = 1(\/§t+4)
. 2
V2 = —In it T+ 1
= 20 =1n 1+Tt = < 2 4
= (V2t +4)'/?
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Arvem .
e - do = poc=-{BdE
m [T

A \ " _

e S = \————

‘,‘[F_.uh_r__%_u_.?}— -P%-—

b—ﬂ.U'-‘- 6— .i—’L = CL“LH'."\'E-’V‘- ( *K i .-i.:)

la =0 8-0
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