Note de curs (in format PDF):
www.math.ubbcluj.ro/~tgrosan/Infostud.htm/Mecanica.htm

Problema directa a mecanicii consta in determinarea legii de migcare a unui punct
material M de masa m, fata de un sistem de referinta cartezian Oxyz, cunoscand starea
inifiala a punctului material {pozitia ™ si viteza Ty la momentul initial ) si rezultanta
F=F (7, U, t) a fortelor care actioneaza asupra lui din partea altor corpuri (puncte ma-

teriale). z 4
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Aceasta problema revine la aceea a integrarii ecuafiei diferenfiale de ordinul al doilea

T =
m g2 = F(?', v !T'j:- te (tﬂrtlj (]-j

la care se adauga condifiile inifiale:

T (tg) = To, V(ty) = T, (2)

T, Up fiind constante vectoriale date, t; > 0, t; < +0no. Proiectand (1) si (2) pe axele
reperului Oryz obtinem problema Cauchy:

d*x i d?y . d* 2 . _
-m.ﬁ=h, m'ﬁ=}-‘ mﬁ=2’, t € (to, 1), (3)
x(to) =z, y(to) = yo. 2(fo) = 20
(4)
@(tg) = To. Ylto) = Wo. (o) = 2o,
unde F = (X, Y. Z), Fo = (20, Y. 20), To= (%0, U0, 20) (fata de reperul Oxyz).
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Exista insa situatii in care este mult mai convenabila inlocuirea unora dintre ecuatiile
diferentiale (3) cu anumite functii depinzand de necunoscutele sistemului si de variabila
independenta ¢, continue impreuna cu derivatele lor partiale de ordinul intai si care se
reduc identic (pentru orice £) la constante, daca necunoscutele sunt solutii ale sistemu-
Ini de ecuatii. Posibilitatea existentei unor astfel de functii, numite integrale prime ale
miscarii, rezulta din teoremele generale ale mecanicii, acestea fiind consecinte directe ale

principiilor newtoniene. Avantajul existentei integralelor prime decurge din faptul ca aces-
tea sunt ecuatii diferentiale de ordinul intai, care necesita doar o singura integrare pentru
determinarea solutiei problemei de miscare.

Agadar, avem:
Definitia 1 O relatie (functionala) de forma

Fley, 20,0, 2t) =ce R, Vi =t (5)

T
<1
=
\.
4
=

daca functiile
r=a(t), y=ylt), ==-=0) (6)

satisfac sistemul de ecuatii diferentiale (3), si F € C', se numeste integrald primd a
miscarit (a sistemului de ecuafii diferentiale ale miscarii).
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1 Teorema impulsului

Definitia 2 Impulsul A al punctului material este produsul dintre masa si viteza sa 7

—

H = m. (7]

Din ecuatia diferentiala (1) si axioma de conservare a masei, ob{inem

d _. = dH -
—(mv)=F = —=F, 8
") i (8)
si deci ecuatia tmpulsulut:
dH

Aceasta exprima
Teorema impulsului. 'n orice moment al miscarii unui punct material, derivata impul-
sului in raport cu timpul este egald cu rezultanta fortelor care actioneaza asupra punctulus.
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La ecuatia (8) se adauga conditia initiala H (ty) = H,.
Prin proiectie pe axele reperului Oxyz obtinem:

d : oo : Lod o
—(mi) =X, —(mj) =Y, —(m2) =Z.

Integrale prime

e Daca F = 0, atunci impulsul punctului material se conserva, adica

—

H =7, (10)

cp fiilnd o constanta vectoriala. Ecuatia {10) reprezinta o integrala prima a migcarii, numita
legea de conservare a impulsului.
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Din conditia inifiala #{fy) = 7 si din ecuatia (10} rezulta

ﬁ:tj =i, Vit=t,.

—

Prin urmare, miscarea punctului material izolat (' = 0] este rectilinie si uniforma cu
viteza 7 (punctul este in repaus daca Ty = 0). Acest rezultat exprima tocmai esenfa
principiului inerfiei.

Integrand ecuatia ¥(t) = ¥, obtinem legea miscarii punctului material i forma

m(t) = To(t — fo) + T, (11)

—

unde 7{ty) = 7.

e Daca I = 0, dar proiectia lui F pe o directie fixa de versor i este nula,

—

F-i=0, (12)
atunci din ecuatia (9) obtinem integrala prima

H - 7 = constant, (13)
care exprima conservarea proiectiei impulsului (deci gi a vitezei) pe directia considerata.
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2 Teorema momentul cinetic

Definitia 3 Momentul cinetic Ko al punctului material fata de originea O este produsul
vectorial dintre vectorul de pozitie si impulsul punctului material

Ko =F % mf. (14)

In proiectie pe axele reperului Oryz obtinem

K, =miyz —z2y), K,=m(zt—x2), K,=mry—ys) (15)
dio 427 F -
Utilizand egalitatea = 7 % m——= si ecuatia Iui Newton m—— = F, obtinem
, = dt a2 ® ¢ dt?2 » O%
ecuatia vectoriala
{f_f‘?g —
=7ix F 16
o (16)
sall "
d F s —
= Mp, 17
—2 = o, (17)
nnde
Mo=7xF (18)
este momentul fortei F fata de originea O.
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Ecuatia (17) exprima
Teorema momentului cinetic. In orice moment al misedrii unui punct material,
derivata momentului cinetic in raport cu timpul este egald cu momentul rezultant al
fortelor care actioneaza asupra punctului material, ambele momente fiind evaluate in ra-
port cu acelast punet O,

Integrale prime

e Daca My = 0 (adica I/ = O sau F' || 7), atunci momentul cinetic al punctului material
se conserva in timpul miscarii, adica

— —

Ko=7Fxmi= 7, (19)

—_
i

unde @ = 75 x mip. Ecuatia vectoriala (19) este o integrala prima a miscarii, numita legea
de conservare a momentului cinetic.
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In cazul particular in care forta F' este centrala, adica directia ei trece in orice moment
prin punctul O (vectorii F si #sunt deci coliniari), miscarea punctului material este plana.
Intr-adevar, din infegrala prima (19) rezulta egalitatea

Fx U= ?Tg X E_'::.
[nmultind scalar aceasta egalitate cu 7, deducem

I:ﬁj ot 'ﬁﬂ - F = ﬂ,

adica vectorul de pozitie 7 se afla in orice moment in planul determinat de vectorii 7 si
Tig.

e Daca My = 0, dar exista o directie fixa de versor i astfel incat

Mo -@#t=(Fx F)-@T=0, (20)
atunci avem integrala prima
(7 T) - @ = (Fo % T) - . (21)
Curs 8. Teoreme generale ale 9

dinamicii punctului material



Definitia 4 Numim witeza areolara a punctului material marimea vectoriala

dA |
E = §T 0. (22)
Din (14 si (22) deducem
1 = dA
—|Kp| = , 23
2-m| o | dt ' (23)

adica cele doua marimi | Kg| si sunt proportionale.

— a

In concluzie, daca F' || 7, miscarea punctului material se face astfel incat vectorul viteza
dA

areolara este constant, iar daca are loc condifia (20), proiectia vectorulus pe directia

dt
de versor i este constanta.
In particular, daca o 0, atuneci miscarea punctului material este rectilinie.
i ;
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3 Teorema energiei cinetice

Definitia 5 Marimea scalara
1
2

T = Smv (24)
se numeste energie cinefica a punctului material.
inmul’gind scalar ecuatia m‘fo = F cu dF si utilizand egalititile
d*F d*F  dr dr di
M——di =Mm— - —dt =m—-d | — | = dT,
dt? di? dt dt ( dt ) '
deducem
dl" = dL, (25)
unde
oL =F-di (26)

este luerul mecanic elementar al fortei F efectuat pe o deplasare infinitezimald dF a punc-
tului material. Simbolul & precizeaza faptul ca, in general, forma diferentiala

—

F . dif = FJ_I'.’E;'{Tl + ng‘;?[?g + ng;rg

nu este o diferentiala totala exacta.
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Ecuatia (25) exprima
Teorema energiei cinetice. Miscarea punctului material se face astfel ineat, in orice
moment, diferenfiala energiei einetice este eqala cu luerul mecanie elementar efectuat de
rezultanta fortelor care actioneaza asupra punctului.

Integrand ecuatia (25) in raport eu timpul, intre dona momente 4 si t5, cand punctul
material parcurge o portiune finita C a traiectoriei sale, ntre punctele A( ;rgu, ;r%”, ;ETE:I] g
B(zY, ;rm, ;rgfj'), obtinem

B

B
Tlftg‘,'l — T(tljl = [ .!‘:_1 -l = / FLEII] + ng;?g + ng.'rg. I:QT:'I
A

A

Ecuatia (27) este forma integrala a teoremer energier einetice. Membrul drept al acestei
ecuatii este lucrul mecanic al fortei F cand punctul material parcurge portiunea finita C
a traiectoriei sale. In general, lucrul mecanic depinde de drumul urmat intre punctele A
si B, de momentele £, si f5 si de viteza cu care punctul material parcurge acest drum.

Exista diferite metode de evaluare a integralei curbilinii din (27), cea mai frecventa
revenind la utilizarea reprezentarii parametrice a curbei C.
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3.0.1 Camp conservativ de forte
Definitia 6 Un camp de forte F' = F(x,f) se numeste potenfial daca exista un camp
scalar V(T t) cu acelasi domeniu de definifie ca si F', astfel incat pentru orice ¥ si 1 sa

avern ) )
ﬂl‘f — i(_‘:j-[f — ﬂl‘f — )

—

F(F,t) = —gradV(F t) = — ( (28)

—

i; fiind versorul axei Ox;, 1= 1,2, 3.

Are loc urmatorul rezultat:

Fie D C B* un domeniu simplu conex, to = 0 si T > ty doud constante date. Un
camp de forte F : D x [ty,T] — R3, F = F(7.t), este potential dacd si numai dacd el este
wrotational, adica
rotF =V x F =0 (29)

in orice punct din domeniul D.
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Definitia 7 Un camp de forte F' = F(7) se numeste conservativ daca exista un camp
scalar V(7) cu acelagi domeniu de definitie ca gi F', astfel incat in orice punet din domeniul
de definitie al campului de forte sa avem satisfacuta conditia

F(7) = —gradV (7). (30)

Au loe urmatoarele rezpultate echivalente cu definitia unui camp conservativ de forte
definit pe un domeniu simplu conex:

Teorema 8 Fie D C R?* domeniu simplu conex. Atunci urmdtoarele conditii sunt echiva-
lente:
o Un cimp de forte F:D —R3 F = ﬁ(fj, este conservativ daca si numar daca
el este irotational, adica
rotF =V x F =0
in orice punct din domeniul de definitie al campului de forte,
o Ciampul de forte F = F (7) este conservativ daca gi numat daca are loc condifia

f F.-dr =0, (31)
I a

=XNdr+Y dy+2d=

oricare ar fi curba inchisa I' din D.
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o Campul de forfe F' = F(T) este conservativ daca st numai daca lucrul sau mecanic
nu depinde de drumul de integrare, adica

/F-df':/ F.dr, (32)

ortcare ar fi curbele C st C' ce unese punctele arbitrare A st B din domeniul de definifie
al campului de forte.

cf
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e Condifia necesard si suficientd pentru ca F = F(F) sd fie camp conservativ este ca
forma diferentiala (lucrul mecanic elementar)

—

F.drf = Flt’ffl + Fg!i‘.?g + ng;l.‘g

sa fie o diferentiala totala exacta, adica sa fie indeplinite conditiile

dF) dFs dF; B dF; O F5 B OF, -
dry  dry’ Ows  Owy’  Ory  Ors’ |

F; fiind proiectia lui F pe aza Oz;, i = 1,2.,3.
Observatia 9 Rezultatele Teoremei precedente au loc si pentru o forta conservativa.
Exemple de forte conservative: greutatea, forta electrica, forta elastica

Exemple de forte neconservative: forta de frecare
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4 Lucrul mecanic al unei forte

Definitia 10 Fie F forta care actioneaza asupra punctului M, veer = OM,
Lucrul mecanic elementar al fortei F' pentru deplasarea elementului d7 a punctului
M, 4L, este marimea scalara

8L =F . df = vde + Ydy + Zd=» (34)

(forma diferentiala de ordinul intai).

—

Sa presupunem ca F' depinde numai de pozitia 7, F' = F(x,y,2) si ca exista U =
Ulz,y, 2) astfel incat

oy alt’ dly
N = , Y =— Z= , 35
dr ay 0z’ (35)
adica
F = gradlU (36)
Functia U se numeste funcfie de forfa, iar V' := —U energie potentiala.

In acest caz F' deriva din functia de forta {7 san F este forti potentiala (conservativa).
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Exemplul 11
= aV dV av

F=myg =—gradV = Fr 0, i 0, 5, ="

= dV =d{mgz)

= V=mgz+e, U=—mgz

= G =m'g fortd potentiald (conservativai)
Mim)

E:mf
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Determinarea functiei de forta in caz plan
Fie F: D —R? F=(X.Y), X =X(z.y), Y = Y(z,y) astfel incat

dX oY .
Ay "~ ox (37)

unde D este domeniu simplu conex (C R?).
Atunci exista o funcfie de forfa U : D — R astfel incat F' = grad UV, adica

_au v ou
Oz’ Oy’

Intr-adevar, integrand (38); (in raport cu z) obtinem

X

Uw) = [ X(s,9)ds + (1), (30)

Ty
unde @(y) se determina din (38)3, adica:
* 9U (s, 1)
— T ds+(y)=Y(x,
| s+ ) =Y
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sau, conform (37),

" OV (s,
| s ') = Y (o),

i
Pin urmare,
Yiz,y) — Yo, y) + &' (y) = Y(z,v)
si deci
P'(y) = Y(zo,y).

El.d ic @L

Y
ply) = / Y (g, u)du 4 const. (40
un
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Conform (39) si (40) obtinem functia de forta (abstractie de o constanta aditiva)

T u
Ulr,y) = / X(s,y)ds —I—/ Y {wg, u)du. (41)
Ig o
e S presupunem acum ci F = F (F) = F (z,¥,2) este potenfiala (san conservativa),
deci ca 3 U = U(x, y, ) astfel incat F = gradlU = —gradV, adica
ol aly el
X = , Y =— Z= :
o’ dy 0z

Atuneci luerul mecanic elementar devine
oL = XNdr +Ydy+ Zdz = dU = —dV

deci o diferentiala totala exacta.
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Lucrul mecanic total (lucrul mecanic al fortei F' de-a lungul unui arc finit de

curba AFE)

Fie AE un arc de curba descris de ecuatiile:

r==z(g), y=ulz), z==z(gq), q= [ q] (42)
: B
T A
o v
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Integrala curbilinie {de speta a doua)

Lap =1L = f F.dv = f Ndr + Ydy + Zd= =f (Xiz(q), ... d={q)+ -
AB AR AB

71

- f (X (x(q), v(q), (a))x’(q) + - - )dg (43)

90

se mumegte lucrul mecanic fotal al forfei F (lucrul mecanic pe arcul AB).
Daca F' = gradll ( F' conservativi), atunci

L=| F.dv¥ =[] dU=U(B)-U(A). (44)
AB AB

Prin urmare, in cazul fortei conservative, lucrul mecanic este independent de drumul care
uneste punctele 4 s1 B 51 este egal cu U{EB) — U/ A).
In caz contrar, avem

— . e L
L=f Fodv =f [(X{x(g), wlg), 2(9))="(g) + .. ]dg (45]
AE 0
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Daca F depinde de vitezdsi timp, s= poate utiliza formula (43), iar pentru a transforma
integrala curbilinie ntr-una simpla trebuie cuncoscute ecuatiile de miscare

r=x(t), v =uylt), == zt).

[ntr-adevir, avem

¢4
L=f .‘{'dr+}’dy+fdﬁ=f X(x(t), .. Jilt) + ... (46)
AR 40
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Exemplu
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4.1 Teorema de conservare a energiel mecanice

Sa admitem acum ca miscarea unul punct material de masa m are loc sub actiunea
unui cimp conservativ de forte F = F(7), deci ci exista campul scalar V = V(7) astfel

incit F = —pradV’. Prin urmare, lucrul mecanic elementar devine o diterenfiala totala
exacti - v v
aV il oV i
5L=F'-df=—(_. dry + — drg+—-it'3)=—tﬂh (47)
a1y B IE'Ig '
iar ecuatia (25) conduce la integrala prima
T+V =h, (48)

numita infegrala energiei. Functia V' se numeste energie potentiald, iar functia £ =T +1V
energie mecanica. Constanta b se determina din conditiile initiale 51 se numeste constanta
ENErgIet.
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Ecuatia (43) exprima
Teorema de conservare a energiel. Miscarea unut punct material intr-un camp con-
servativ de forfe se face astfel incat energia mecanica, adica suma dintre energia cinefica
gi energia potenfiald a punctului, se conservd.

Din (48) se deduce ca energia cineticd scade cand energia potentiala creste si invers.

4.2  Probleme

Problema 1. Un punct material de masa m se misca pe suprafata cilindrului de
ecuatie f = x* + y* — v* = 0. Considerand suprafata cilindrulni absclut netedi {miscare
fara frecare), axa cilindrului verticala descendenta Oz gi luand in considerare forta de

erentate, si se determine miscarea punctului fati de repernl Oxyz i reactiunea K asupra
cilindrului. In momentul initial punctul se afli pe axa Ox si pleaci cu viteza initiald

U (0,19 cos a, vgsina), unde a este un unghi dat, determinat de viteza initialda 7, cu
planul orizontal xOvy.
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Solutie. Fie R = N reactiunea normala la suprafata (miscarea fara frecare). Atunci
ANVETN

y ma =mg + N
f=at4v"—r*=0
O =
. - N = Agradf = A2z, 2y, 0]
i = ) ]
I'\“"---._._|_ .ﬂ-f ?D £ . ]
L v o = (0,1 cosa, vgsin o
e, o, 1
{i (Oz): mZz=mg = 2= Egtﬂ + 1t + 2
’ A(0) =0 = =10
" HO)=gsinay = ¢ = vgsin o
1
il = z= Egtz + v sin ot
S|
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Aplicam teorema momentului cinetic:

E’Ifﬂ — — N
dt )

Proiectam pe Oz

pentru ca:

—
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BE(rxN)=Ak-| 2 vy 2 |=A2xy—-2zy)k -k 4+0=0

2r 2y 0
= Ko, =c=const, Ko, =10 =
rPp=c=|ToxmTo| = Zolo — Yoo = rupsina
2 . . N .
= rp =rigsina = o= —ygsina = @ = —ysinat 4+ g
i T
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L
el0)=0 = =0 = p= —vgamr_’rt

-
T =1 Cos ( g 511 r:rt)
Y = rsin (—'i-‘g si11 r:rt)
r

#2
z —gz ~+ vg sin ot

I

%,

. ma m 1 | 1 —3
mi =2\r = A= — = ———tgme — g sin af = N = Agradf
2r 2 re r |
rcos | —vgsin af
-F'I-
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Problema 2. Pe partea exterioara a unei parabole cu axa orizontala Oz, de ecnatie
y? = 2z, se rostogoleste (fara frecare) o sfera grea punctiforma. Viteza initiala a sferei
este nula, iar ordonata sa initiala vy = 2. In ce punct va sari sfera de pe parabola?

Solutie. B = N (miscare fara frecare)
2
4 = 2r

— ]

f=0, N=0, ma=mg+N
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. dv o — . .
(T ): m.? = —mgsin# +0 (N reactiunea normala)
dt
— v? A . . o om?
(n): mp = —mg cost + Ny =N —mgeostd = N = TR + mg cos ¢
(Tj 0=04+ Ny, = Ny=0 = N =N, (componenta normala)
1 fH .
=V2r, y=f(z) = == == —(2r+1)73? 49
y=V2r, y= f(z) R g o ( ) (49)
tg =1y'(z)= ! =
2T
05t = 50
Cos 711 (50)
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Teorema energiei:

dl'=d0L=m7qg -d7v + N .d7 = —mgdy = d ( %) = d(—mgy)
= v? — g =29y + 2950 =29(2 - y), =0 =
v? =2g(2 —y) (51)

(49)+(50)+(51) =

v om2g(2—y) v
= N=—Fm T3 =Y

Yy = '-.g'"lﬁ

= V2r(3+422)=4 = z=1/2, y=1
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