Analiza dispersionala

Analiza dispersionala

[n literatura anglo-saxona analiza dispersionala este demmmita ANOVA
(de la ANalvsis of VAriance).

Ne vom ocupa in continuare de testarea ipotezelor referitoare la mai mult
de doua medii, de exemplu

H.;.:m]=m-g=m3=m4 = 1Ty,
Utilizand tehnicile intalnite pana acum am putea testa pe rand ipotezele
Hmimlzmg Hﬁg:m-]:mg Hng:m1=m4 Hm:m]:m-g

Hus . Tha Mz Hﬁalm-1=m4 Hn*rlmg=m5 Hﬂg:m3=m-4
Hm} Tz = My Hmn . My = Ty,



Acceptarea lm Hy Inseamna acceptarea tuturor celor 10 ipoteze, 1ar respin-

cerea lnl Hy respingerea a cel putin una din ele. Aceasta metoda este foarte
laborioasa, 1ar eroarea totald este posibil si fie mal mare decat eroarea de

cenul I, a, asociata cu un singur test. Tehnicile ANOVA ne permit sa testam

ipoteza mula (toate mediile egale) in raport cu ipoteza alternativa (cel putin
o pereche de medii difera), la un prag de semnificatie .

Introducere i1n tehnicile analizei disper-
sionale

Exemplul Se crede ca temperatura dinfr-o intrepridere poate afecta
productivitatea. Datele din tabelul 11.1 sunt numerele x de unitafi produse



pe ora, peniru pericade de o ora selectate aleator, cu procesul de produciie
desfasurat la 3 nivelur: de temperaturd. Datele din selectiile repefate se
numese replict. Pentru doud din temperaturi au fost obfinute § replici sau
valori pentru date, iar pentru cea de-a treia temperatura 5 valori. Sugereazd
aceste date faptul ca temperatura are un efect semnificativ asupra producti-
vitatii la un nivel de 0.05¢

Selectie Selectie | Selectie
13° 157 167
10 T 3
12 i 3
10 [ D
0 & 4
T
Total pe | ) =41 Cy =235 | C3=15
coloana | x; =10.25 | T =7.0 | T3 = 3.7T5

Tabela 11.1: Nivelul si influenta temperaturn



Nivelul productiel este masurat prin valoarea medie; T; indica productia
medie observati la nivelul i, unde i = 1, 3 corespunde temperaturilor de 13,
15 g1 respectiv 167, Exista o anumita variatie intre aceste medin. Deoarece
mediile de selectie nu se repeta neaparat cand se 1au selectll repetate din-
tr-o populatie, sunt de asteptat anumite variatii. Vom urméri in continuare
problema: ..este variatia intre valorile ¥ datorata sansel sau se datoreaza
efectulul temperaturil asupra productivitati;’

Solutie. Ipoteza nula pe care o vom testa este
Hy i myz = my5 = myg,

adica productia medie este aceeasi pentru fiecare nivel de temperatura testat.
Cu alte cuvinte, temperatura nu are un efect semnificativ asupra producti-
vitatil. Ipoteza alternativa este

H, 1 myg # myz V myg #F Myg V Mys 7 My,

adica nu toate mediile sunt egale. Vom respinge ipoteza nula daca datele ne
arata ca una san mail multe medii difera semnificativ de celelate. Decizia de
acceptare san respingere a lul Hy se 1a utilizand distributia si statistica F.
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Reamintim cid valoarea hn F' este raportul a doua dispersii. Procedura de

analiza dispersionala va separa variatiile pentru intreaga multime a datelor in
doua categorili. Pentru a realiza separarea vom lucra cu numaratorul expresiel

TE

2 ;‘:1{Ii — )
— .
n—1

Numariatorul acestei fractii se numeste suma patratelor (sum of squares).
Vom ecaleula suma patratelor, dar fara a utiliza pe

2
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n
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In cazul nostru avem

Y =10 +122 4100+ P+ T+ 6+ T+ + T+ P+ 3 574 47
i=1

— 731,

) i=10+12+10+9+7+6+7+8+T7+3+3+5+4=01
i=1

012
SS(total) = 731 — —= = 94,

In continuare valoarea SS (total)=94.0 va fi separata in doua parti, SS5(temp)
datorata nivelurilor de temperatura si S5(eroare) datorata erorilor de re-
plicare. Aceasti separare se numeste partitionare, deoarece SS(temp) +
SS(eroare) = SS(total). Suma patratelor SS(factor) (in cazul nostru
S5S(temp)) care masoara variatia intre nivelurile factorilor (temperaturi) se
obtine cu formula



" 2
5*5[;m:ﬂ=(i+i—f+i—:+ )—%(EI;) __ 2
=1

in care (; reprezinti totalul coloanei 1, k; reprezinti numarul de replici pentru
fiecare nivel al factorului, iar n reprezinti volumul selectiei (n = 3 k).

Datele au fost aranjate astfel incdt fiecare coloand re-
prezmm un nivel diferit al factorului care wrmeazd a fi testat. Putem gdsi
S55(temp) pentru exemplul nostru cu ajutorul formulei (2)

417 357 15° 912

S50t = — | —— =845,

(temp) ( 1 + - + 1 ) 3

Suma patratelor 55(eroare) care masoari variatia in interiorul linii-
lor se determini cu formula

. El s
S5 (eroare) E 1‘ ( T -~ La + - ) 3

i=1



Din (1), (2) s1 (3) cemlti SS(temp) + SS(eroare) = SS(total).
Este convenabil sa utilizam o tabela ANOVA pentru a inregistra sumele
de piitrate gi a organiza restul caleculelor. Formatul unei tabele ANOVA este

urmatorul
Sursa S5 gl MS

factor
ETOATE
Total
Numarul de grade de libertate gl. asociat cu fiecare din cele trei surse se
determina dupa cum urmeaza:

gl factor) = e — 1, 4

unde ¢ este numérul de niveluri pentru care factorul este testat (in
cazul nostru numéarul de coloane);

gl(total) =n — 1, 5

unde n = k; + ks + k3 + - - - (k; este numiirul de replici pentru fiecare
nivel ), n este volumul selectiei;
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3. gl{eroare) este suma gradelor de libertate a tuturor nivelurilor testate
(coloane in tabelele de date); fiecare coloani are k; — 1 grade de liber-
tate, deci

gl(eroare) = (ky — 1) + (kp — 1) + (ks — 1) + - --

gl(eroare) = n — c. 6

In cazul nostrn avem

glitemp)=c—1=3—-1=2
gf[tﬂtﬂi]:ﬂ—l:lﬂ—]:lz

glieroare) =n —c=13—-3 = 10.



Intotdeauna se verifici urmiitoarele conditii

S55( factor) + 55(eroare) = 55(total),
gl( factor) + gl(eroare) = gl(total).

2
8

Mediile patraticedin ultima coloana a tabelului, M 5( factor), pentru facto-
rul de testat gi respectiv M S(eroare), pentru ercarea de replicare, se ob{in
impartind suma patratelor la numarul corespunzitor de grade de libertate:

MS5( factor) =

S55( factor)

gl( factor)

S55(eroare)

MS(eroare) =

10

gl(eroare)

9

10




Pentru exemplul nostru avem

84.5
MS(temp) = —~ = 42.25

MS(eroare) = l—; = 0.95.

Tabelul anova complet este

Sursa 55 gl MS
temperatura #4.5 22 42325
eroare 95 10 095
Total 940 12

Testul utilizeaza cele doua medi patratice ca masura a dispersilor. Sta-
tistica testului este

_ MS(factor)
b= MS(eroare) 11
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Pentru exemplul nostru se obfine

42, 25
F = —= 44 4T = F*.
(.95

Decizia de a respinge Hp san de a o accepta se la comparand valoare cal-
culati F* cu valoarea critici unilaterali dreapta a distributiei F (cuantila
Tati Im],.g!.[,m..,“_n}. In cazul nostru F* = 4.7 > fa10,005 = 4.10, deci vom
respinge ipoteza muli (vezi figura 11.1). De aceea concluzionam ci tempera-
tura inciperii are un efect semnificativ asupra productivitatii.

S

F

k

Figura 11.1: Regiune critica ANOVA
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Logica ANOVA

Multe experimente se realizeazi pentru a determina efectul pe care un
factor de test il are asupra unei variabile de raspuns. Factorul de test ar
putea fi temperatura (ca in exemplul anterior), fabricantul unui produs, zina
din saptamana 51 asa mal departe. In esenti proiectarea unui test ANOVA cu
un singur factor consta in a obtine selectii independente pentru fiecare nivel
al factorului care trebuie testat. Apoi vom lua o decizie statistici asupra efec-
tului nivelurilor factorului de test asupra variabilei de rispuns (observate).
Pe scurt, ratiunea acestel tehnici este urmatoarea: pentru a compara nive-
lurile factorilor de test, masura variatiei dintre niveluri (intre coloanele
sau liniile tabelei de date in functie de modul de organizare). M S( factor) va
fi comparatd cu masura variatiei in interiorul factorilor, M 5(eroare).
Daca M5( factor) > MS(eroare) in mod semnificativ, vom trage concluzia
ci mediile nivelurilor factorului care urmeazi a fi testat o sunt identice. De
aici rezulti ca factorul care urmeazi a fi testat are un efect semnificativ asu-
pra variabilei de raspuns. Daca M S( factor) mu este semnificativ mai mare
decit MS(eroare), nu vom putea respinge ipoteza nuli conform céreia toate
mediile sunt egale.
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Exemplu Ne permit datele din tabelul 11.2 sd afirmdam ca enstd o
diferenfd intre medide a trei populafsi mg. meg, myg ¥

Nivelurile factorului
melectia pentru  Selectia pentru  Selec{ia pentru

nivelul F nivelul nivelul H
3 -.'.l &
2 3 T
3 a T
4 a &
Total coloane Ce=12 o=21 Oy =30
f}.’.— = ﬂﬂ f{; = -.'.I_EF:I fH = T--:ln
X F (G H
212
31819 Tr = 3.0
414 _ -
= - L = J.fe)
ﬁl tl ﬁl o f = .ﬂ
G |:-j H = 1.l
T TI7
5 I

He constatd ca existi o variatle mica in interiorul selectiilor si o variatie
mare intre selecfii.
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Aplicatii ale ANOVA cu un singur fac-
tor

Inainte de a continua discutia sa sistematizam notafglile utilizate. Toate
datele sunt dublu indexate: primml indice indica nivelul factornlui de test
(in cazul nostru coloana). iar al doilea numirul replicii (linia). C; semnifica
totalul pe coloana 2, iar T totalul general.

Nivelurile tactorilor

Replica | selectia  Selectia selectia selectia

din din din din

nivelul 1 nivelul 2 nivelul 3 ... mnivelul ¢

k=1 Iy Iz I3.1 ‘s Tel
k=2 I3 I3z I'3o ‘o Lr2
k=3 13 T2 g I3z “a s L3
Totaluri Yy (s 'y . L T
coloane = Totalgen= 3% Y xi; = > C
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Pentru ANOVA cu un singur factor modelul matematic este dat de
ecuatia
Ty = m+ Fy + ey,

pe care o putem interpreta astfel:

1. m este media tuturor datelor, fird a tine cont de factorul de test:

2. F; este efectul care factorul de testat il are asupra variabilel de raspuns
la fiecare nivel diferit [

3. Exqy este eroarea experimentali ce apare printre cele k replici din fiecare
¢ coloane.

Exemplu Un club de tir realizeaza un erperiment pe un grup se-
lectat aleator de trdagdtori incepdtori. Scopul erperimentului este de a de-
termina dacd precizia tragerii este influentatd de metoda de ochire utilizata:
cu ochil drept, cu ochiwl stang saw cu ambit ochi. Au fost selectaji alea-
tor 15 tragatori incepdtor: si imparfifi in 3 grupun. Fiecare grup are aceigt
pregatire 51 experienid, diferind doar metoda de ochire . Dupd anirenarea
completd fiecare tragator a primit acelagi numadr de carfuge 51 1 s-a spus sa
tragd la {intd. Punctajul apare in tabela 11.53. Se poate afirma la nivelul de
semnificafie (.05 cd aceste metode de ochire sunt echivalente?
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Solufie. In acest experiment factorul este metoda de ochire, 1ar nivelurile
sunt cele trel metode de ochire. Replicile vor fi scorurile obtinute de tragatori.
Ipoteza nula este ,cele trei metode an acelasi efect (mediile obtinute pentru
cele trei metode sunt aceleasi) ™.

oD 05 A0
12 10 16
10 17 14
18 16 16
12 13 11
14 20
11

P1. Hﬂ - Mpp = Mg = M z0-

P2. Hy : mpp # mas V Mpp #F Mag V Mas F Mags (nu toate mediile
sunt egale).
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P3. Statistica testului este datd de | (11) . a = 0.05, gl(metoda) =
3—1=2 glleroare) = 15— 3 = 12, fi1200; = 3.89. iar regiunea critica
apare in figura 11.2.

P4. Totalurile pe coloane sunt Cpp = 66, Cps = 56, Cyp = 98,
¥y x.; = 2204 EZIEJ = 3392

AVEIL: 2902

S8(total) = 3392 — = 165. 33,

il i 51:1 OR*
Eﬁ[meiﬂdu} = (?: + Tj + T) — 3226.67 = 29.2).
L 3

S5(eroare) = S5(total) — 55 (metoda) = 136.13.

T 1|'|_l,.l.|_.l—-1.




Mediile patratice sunt

= 14.60

20.20
MS(metoda) = —

136.3
MS(eroare) = BT 11.35.

Rezultatele caleulelor apar in tabela ANOVA de mai jos:
Sursa 55 gl MS
metoda 2920 2 14.60
eroare 136.13 12 11.35

Total 165.33 14
Statistica testului este

1460

= = 1. 286 = F".
11.35

P5. Deoarece F* = 1.286 < f312p05 = 3.89 (vezi figura ). i putem
respinge Hy.
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Examples excpand all
» One-Way ANOWVA

Create X with columns that are constants plus random normal disturbances with mean zero and standard deviation
one.

X = meshgrid(l:53);
rng{"default'}) % For reproducibility
¥ = X + normrnd{(0,1,5,5)

K =
1.5377 0.6923 1.e501 3.74950 2.6715
Z.8330 1l.56c4 o.0340 3.8750 3.7825
-1.2588 £2.3426 3.7254 5.48387 5.7172
1.8622 S.o2784 2.93689 S5.40890 6.6302
1.318%8 4.7694 3.7147 5.4172 2.4889
Perform one-way ANOWA
p — anowval (X}
P =
0.0023
ANOVA Table
Source 58 df M= F Prob=F -
Columhns E3_7E38 4 12,4309 &_ 05 o.ao0z3
Error 44 408 Z0 Z.ZE04

Total S8.1318 z4




