Teoria estimatiei. Teste statistice
1 ° IntrOducere (Metode statistice, Radu Triimbitas)

Statistica
e metoda de a colecta s1 afisa volume mari de informatie numerica
e modalitatea de a lua decizi1 in conditi1 de incertitudine
Statistica
e descriptiva (colectarea, prezentarea si descrierea datelor)
e inferentiala (sau analiticd)- se refera la tehnica de interpretare a
valorilor rezultate din tehnicile descriptive s1 apoi utilizarea lor la

luarea deciziilor.



Are drept rol

estimarea parametrilor unei populati
testarea 1potezelor de cercetare

Indicatori | Parametri
Media m u
Dispersia s? o’
Abaterea standard § o
Coeficientul de corelatie Pearson r p
Coeticientul de corelatie Spearman F, Py

Fiecare indicator "reprezinta” (estimeaza)
parametrul corespunzator la nivelul populatie1
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Terminologie

1. Populatia — o mulfime de indivizi, obiecte sau masurdtorl ale caror
proprietatl urmeaza a fi analizate. Pentru a forma o populatie o mnl-
fime de elemente trebuie sA aibA o caracteristicA comuna. Concep-
tul de populatie este una dintre notiunile fundamentale ale statisticii.
Populatia in cauza trebule sa fie foarte atent definita 51 este considerata
complet definitd numai atunci cand se poate da lista tuturor elemen-
telor el.  Mulfimea studengilor unel universitati este un exemplu de
populatie bine definita. In mod tipic gandim o populatie ca o colecfie
de oameni. Totusl In statisticd populagia poate 1 o colecfie de animale,
de obiecte mamufacturate sau de masuratori. De exemplu, multimea
valorilor numerice care sunt inaltimi ale plopilor din judetul Cluj con-
stitule o populatie. Un element al uneil populatii se numeste individ.

2. Egantion sau selectie — o submulfime a unei populatii. 0 selectie
trebuie sA Indeplineascd urmétoarele conditii:

(a) sa& fe aleatoare (orice selecyie sA aibd sansa de a fi aleasd — sansa
poate fi caleulata):



(b) toate elementele colectivitifii si aibd aceiagi probabilitate de a fi
alese;

(e¢) structura selectiel s fie cat mail apropiati de structura populatiel,
acicd selecfia s he reprezentativa:

(d) volumul selectiel sé fie suficient de mare.

3. Variabila — o caracteristicd cantitativa de interes a fiecarul element

al unel populatii sau selecfil. Ca exemple, am putea da varsta umu
student la intrarea in facultate, indlgimea s.a.m.d. Variabilele pot fi
discrete sau continue.

4. Atribut - o caracteristicd calitativd de interes a flecirui element al
unel populatil san selectili. Culoarea parulul sau a ochilor studengilor
de la o facultate, calitatea unor piese de a fi corespunzitoare sau neco-
respunzatoare sunt exemple de atribute.
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Data — valoarea unei variabile asociate cu un element al unei populatgii
san selectil.

Date — nmultimea valorilor colectate ale unei variabile pentru fiecare
element din selectie. Exemplu: mul{imea mal{imilor fieciruia din cei
25 de studengi ai unei grupe de 25 de studenti.

Experiment — o activitate planificatd al carei rezultat este o multime
de date.

Parametru — o caracteristicd numeric a unel intregi populagii. Varsta
medie la admitere a studengilor sau proportia celor peste 21 de ani
dintre cel admisi sunt exemple de parametri ai uneil populatgii. Un
parametru este o valoare ce descrie Intreaga populatie.

Statisticd — o caracteristicA mumericd a unel selectil



Masurabilitate s1 variabilitate. Intr-o mulgime de date experimentale
ne asteptam intotdeauna sd apara variagil. Daca apar foarte putine variatii
sau deloc, ne gandim ca dispozitivul de masurare este defect sau insuficient
de precis. Daca ludm o cutie de carton ou table de ciocolata de 100 de grame
g1 cantarim fiecare ciocolata, constatdam o abatere de, si zicem, +£2 grame.
Grentatea (masa) unei table de ciocolatd va fi o variabild. Nu conteaza ce este
sau ce reprezinta variabila: va fi variabilitate daca instrumentele de mésura
sunt suficient de precise. Un oblectiv primar in analiza statisticd va fi acela
al méasurarii variabilitagii.

Comparatie intre Calculul probabilitatilor si Statistica. Calculul
probabilitatilor 1 Statistica sunt doud domenii separate ale matematicii, dar
strans inrudite. Caleulul probabilitatilor este vehiculul statisticii, céct fara
legi de probabilitate statistica nu ar fi posihila.

Urna probabilistica ||Urna statistica

5 albe, 5 rosii, 5 albastre || 777




58 ilustrAm relagia dintre cele dound ramuri ale matematicil printr-un
exemplu, Avem doud urne (una probabilisticd st una statisticd, vezl figura
6.1). Urna probabilistica contine 5 bile albastre, 5 rosii i 5 alhe. Subiec-
tul Caleulul probabilitagilor incearca sa raspunda la Intrebédn de genul: daca
se extrage o bild sau mal multe din urna, care este probabilitatea si avem o
anumitd configuratie de culori? Pe de alta parte urna statisticd are o configu-
rajie necunoscutd. Extragem o selectie de bile 51 facem ahrmatih despre ceea
ce credem ca ar i in urna. Observatl diferenta: caleulul probabilitdgilor cal-
culeazd sansa ca ceva (o selectie) si se intample cand se cunoagte populatia,
Statistica cere sd se extragd o selectie. descrie selectia (statisticd descriptivi)
51 apol face inferente asupra populagiel bazandu-se pe informagia géisitd in
selectie (statistica inferentiald).



Selectie
Fie datele de selectie x,x5,...,7,. Numarul n se va numi volummul
selectiel,
Datele de selectie vor fi considerate valori ale unor variahbile aleatoare

Xi...w Xy, munite variabile de selectie: in cazul unel selectil repetate ele
sunt identic repartizate cu caracteristica de studiat X,

Variabila aleatoare
EJ] - hﬂ[:-':{’.: -:{E: s aes —}fn:

unde h, : B" — K este mdsurabild se va numi functie de selectie sau statis-
bied;, for e =l T, )] 5¢ va numi valoarea functiei de selectie.



Statistica

—_l¢y
A—;Zlk

k=1

se va numi medie de selectie, 1ar valoarea el valoarea mediei de selectie.

Dacé X are media m = M(X) si dispersia 0@ = D*(X)

atunec:
o

MX)=m s D*X)= 2

L

Daci m = M(X) st 0 = D?(X) atunct

g
g
=

converge in repartifie cdtre legea normald N(0,1) cand n — oc, tar cdnd
X € N(n.o) afirmatia are loc pentru orice n.
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Numim moment de selectie de ordinul k funcfia de selectie

Lo g
My = =— E X5 ar mp=— E T
K L i
i & [ iz
E=l =L

se numeste valoarea momentulul de selectie.

mi= X.
Fie caracteristica X pentru care eristd momentul teoretic
de ordinul 2k, My, = M(X*"). Atunci

3 . 1
_:Ilf':_'mj,_.l:l — _1|.I!rl|,:: .DE[IT?._.!‘.:] — ;f’_‘“rll:: e _Jl.JrEJ.

1ar peniru n — 0O,
mty, = _1|.|.rk
| Moy, — M,

V Ti

-EZ'! —

este asimptotic N (0, 1).
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Numim moment centrat de selectie de ordin k statistica

n

1 -
e =—Y (Xi—=X)".
e

g=1

— 0 ineT — 2
my; = 0, 1ar Wi, = my — my.

Fie X o caracteristicd pentru care eristd momentul teo-
retic M. Atunci pentru momenitul centrat de ordinul al doilea avem

n=1
M(7,) = e,
mn
n=1. ey
D*(mm,) = ——(n = 1)Mys— (n - 30!

unde o = D*(X) s
(AR —
W

Cov(X,7,) = =
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Estimatia-metoda intervalelor de incredere

A da un interval de incredere pentru parametrul unidimensional £ cu
coeficientul de incredere 1 — n revine la construirea pe baza unei selectii
o R T, & umu interval

¢ -
|

1] i WG, S 2 ] p——. 2% |

Pentru determinarea statisticilor & si 6 se cautd o statisticd Z, = Z (X5

..o A, ) care urmeazi o lege de probabilitate cunoscuta (independentd de #),

dar in a cirei expresie intervine parametrul necunoscut #. Pentru a € [0, 1],

mic, se determind un interval numeric (2, 22) astfel inciat P(Z, € (z1,22)) =

] = . De alel, prin operatil algebrice, se obfine o relatie de tipul celel

din conditia (ii) de mai sus. Cu cit intervalul (6, E—J"] este mal mic, cu atat
estimatia este mai buna.
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Intervale de incredere pentru medie

T . " nd 1w T 2y T
Dacd caracteristica X urmeazi legea normald N{m. "), cu m € K necu-
noscut s5i o > () cunoscut, atunci statistica

..j:._—?ﬂ.

a
—
Vi

&=

urmeaza legea normala standard Fie z, cuantila de ordin
rx a repartifiel normale reduse. Deoarece

Plzap <L <2 _ap)=1—0

(vezi figura 8.1), se obfine pentru m urmétorul interval de Incredere 100(1 —

ox )

" T " a
T -+ zal.-g—r LSt S an =
v Al T

sau finand cont €A 2, = —2;_u/, Putem spune cé intervalul are forma

- J
T La /2 1.,_-""?_1'
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0.3

025

0.2

2o Zramwz

= T Iglﬁ T 1 Iitervale detincreders pentru Aledle :

Exemplu Sd presupunem cd avem n = 25 de date, T = 2() 51 cd
o = 5. 5d se determine un interval de incredere de 95% pentru medie.
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Solutie. Deocarece a = 5%, avem z,,», = —1.96, 51 se obtine

3 5
.f—l.gﬁ'T{?ﬁ'ﬁ:f+1..[}]ﬁa_

25 o5’

adica m € (18.04,21.96). Rezultatul obtinut se poate interpreta astfel: in

5

95% din cazuri intervalul (18.04, 21.96) va acoperi media m, san probahilita-
tea ca m si cada in intervalul (18.04, 21.96) este de 95%.

Daci 7 este necunoscut. vomn inlocul o cu estimatia absolut corecta a sa
s, datd de formula

1 1
12 iy 2
5= E ;=T ==
n=—1:¢ n=-—1
£=L
XN =m
| = ———
5
7

urmeazd legea Student cu n — 1 grade de libertate T(n — 1). Dacé ¢, , este
cuantila de ordinul o a repartitiel T(n), rationand ca In cazul precedent se
obtine un interval de incredere pentru medie de forma
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r i

5 &
I == 'Ir.';n_—’_,.:t..-'E = TR T fn—l-l—-:-._.-'E' —
,H.-"]-T ﬁl'.-"']"i'.

Intervale de incredere pentru diferenta a doua
medii

-

=1 i 1a ] et - T Yy .= nr 24

Fie doua populatii cu caracteristicile X, € N{m,o7) 51 Xy € N(ma., g3 ).

. 1 LR R B 2 2440y

Se considera doud selectii repetate de volume n, g respectiv n,. Mediile 51
dispersiile lor de selectie sunt

N ] mni 1 Fi2
Xp=—D X Ze=—3 X
i=1 i=]
ﬁi 1 el ; l (5}
2 Tl e 2 i T
= T ee— Jﬁf o — _;E_ .= = -.-_%.-- - ..}:.
1 o !gr: 1 J} i g HE_]-EJI: 2i ]]'
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(&) Dacd a7 51 g2 sunt cunoscufi, atunci statistica

L‘E X)) = (my — m»)

2
'*’_J....

V

urmeaza legea normala standard. Obtinem urmétorul interval de in-
credere pentru diferenta m; — mio a mediilor

o=

2 L‘“,_-

2 7 [ L

— ' {ZF ] | (i ir
:: 1 2 -5;_- 1 2
Tig \ m Mo

(b) Daca a; 51 g2 sunt necunoscuti 5i ¢; = @2 = 7. atunci ¢ poate fi inlocuit
prin

.II  TER o RS T L A
[(my =118 + (nz — 1)85

I.S' == |
¥ \ Ny =+ Ty — 2
1ar statistica " =
i i'_.:i'l.'_ —_Yg}— (m-_ —Ti".'z}

5 ‘-,,n_, - —
17



este repartizatd Student cu ng < nz — 2 grade de libertate. Expresia
imtervalulul de incredere este analoaga celel de mal sus, cu precizarea ci

in locul cuantilelor legli normale standard se 1au cuantilele repartifiel
R
Tin +ng=—2).

Se compard doud procedee de montaj pentru un dispozitiv,
unul clasic 51 unul nou, care necesitd pentru aplicaren corectd o perioadd de
imstruire de o lund st respectiv 3 sdptdmani. Au fost instruite doud grupuri
de cite 9 muncitori, unul cu metoda clasicd si celdlat cu metoda noud. S-a
inregistrat timpul de montaj (in minute) pentru flecare muncitor, obfindnduse
rezultatele din tabela de mai jos:

Procedura | Timpul
Clasicd 32 37 35 28 41 44 35 31 3
Noud a0 31 20 25 34 40 27 32 3l

Determinati un interval de incredere de 95% pentru diferenta mediilor in
ipoteza cd timpil au distribufia normald 51 dispersiile sunt egale.
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Solutie. Pentru datele din tabelul de mai sus avem

T, = 35.22 Ts= 31.56
lIl'-.l , - 32 'I_ == E 3 = IIIE
E i1l L1 = L1 )" = 195.50 E !-=:_[.1‘g{ = T}

I
—
=
ko
b

Dieci

. [9556+16022 .
'EJ.I'-"' === ]Ilrn'l 1} = 1_} = E = "-L I'].-L-.Fﬂ.

Cum nuemérul de grade de libertate este n; + na — 2 = 16 81 f1g0075 = 2.120)
se obtine un interval de forma

EFIE

3 = % III
I:'rIJ T g = tﬂl*ﬁu—ll—n_ﬁ?* % ¥ AR
[ Tk Tin

de unde prin inlocuire avem

, i1
(35.22 = 31.56) £2.120- 47155 - | [ = + = = 3.66 = 4.7126 =

= (=1.0526, 8.3726)
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(¢) Daca o 51 g2 sunt necunoscufl s o; # g, atuncl statistica

[_1'1_'_ el _}I..FE::I il ':;':"Ti'j — ?ﬁ;,_w-_:l
[ atd s

T ineg s

T =

urmeazi legea Student cu n grade de libertate, unde n este solutia
ecuatiel

1 ¢ (1 =¢)*
no 1 —1 g —1°
1aT ¢ este dat de
F.r!.::
P PSR
fp—1
= ] i
L il L
n1—1I ng—1
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Estimarea unei proportii

Metodele folosite pentru estimarea valorii medii pot i folosite si pentru
a estima proporfia p de indivizi dintr-o populatie care au o anumita ca-
racteristicd {calitativd), de exemplu pentru a estima cu ajutorul unei selectii

proportia de alegdtori care au votat in favoarea unui anmumit candidat. Proporgia

indivizilor dintr-o selectie care au o anumitd caracteristicd poate fi tratatd
ca un caz special de medie, introducand o variabila aleatoare X care ia va-
loarea 1 pentru indivizil care au caracteristica respectiva si () pentru ceilalti
indivizi, Media acestor variabile aleatoare X, are, pentru selectii de volum
mare, 0 repartitie aproximativ normald cu media egald cu p si abaterea me-

. wh o |'I |'-|_— ] - ' s v “
die pAtraticd F= = /22 Faptul cid abaterea medie patraticd depinde de
s bt
'Il_l' ¥
parametrul p necunoscut ingreuneazi calculele, dar totusi putem sa afirmam

CA:

- ki ~ - i k. . 7 -
a) oricare ar fi valoare Iui p € [0, 1], p{1 = p) < +: asadar dacid folosim
0.3/4/n In loc de <=, vom folosi un numdr care nu este mai mic decit

: . L
media patratica:
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b) dacé n este suficeient de mare, eroare ce provine din inlocuirea cantitigii

! o(1—p) = —_r s
Y, E':n_—p cu -.”fa_'u{i — Tn /1 este micA.

&0

Folosind unul din aceste procedee, putem forma intervale de incredere
pentru p in acelasi mod ca si pentru m.

Exemplu La un sondaj organizat in timpul alegerilor, din 1000 de
persoane chestionate, 300 s-au pronunfat in favoarea unui anumit candidat.

Intervalul de incredere de 95% pentru procentul de alegdtort care este pentru
acel candidat este dai de

300 o (0307 300 . [03-07
— | U | — ; — ] L e —
1000 Vo000 =P Tooo V "To00

adicd (). 2716 < p < (L3284,
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Intervale de incredere pentru dispersie si rapor-
tul a doua dispersii

Estimarea lui o cu ajutorul intervalelor de incredere se bazeazi pe repartitia
[ & i i 1 7 b
dispersiei de selectie 5~ (saun 57,

nss  (n—1)s"

X* =

F? as
urmeazd legea hi-pétrat standard cu n — 1 grade de libertate y*(n — 1, 1).

2

Pentru a determina un interval de incredere 1 — o pentru o°, vom determina

' ' L] - s
valorile x7 51 x5 astfel incét
3 2 gh
FI:RI{_T -t:;}:E]I =1 —q.
--. - =Le I di “He .I-L s ._. ] L=
Dacd x- . este cuantila de ordin o a repartitiei x?(n, 1), atunci putem lua
= gﬁ_]:&ﬂ gi ks = xi_l_l_ﬂl_,-z._ Asa cum se aratd in Agura 8.2, Avem

-
s 9

2 . oz 2 :
--'!'i-ﬂ—].-ﬁ:_"E < X7 < ;’Lu—'..]—r::_.-'E = Xn—1a/2 < s -~ Xn—11=a

de unde se obtine
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Figura 8.2: Interval de incredere pentru o
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Exemplu ['n erperimentator doreste sd determine variabilitaten e-
chipamentului pentru mdsurarea volumulul unei surse audio. S-ou efectuat
trei mdsurdtor: independente pentru acelasi sunet st s-au obfinut valorile 4.1,
gl ' A . . - E
5.2 g1 10.2. Dafi un interval de incredere de 90% pentru o=.

Solutie. Presupunénd ci datele sunt normale, avem % = 10.57, a/2
(.05, numéirul de grade de libertate este n—1 = 2, iar cuantilele sunt ¥3 ;s

(n—138% (n—1)s" :

Xn- 11— /2 Xn-la /2

Pentru estimarea raportului a doua dispersii,
deducem cé statistica

m—
(i)

o

=

ale



urmeaza legea F cu ny — 1 51 ny — 1 grade de hibertate (notagiile sunt cele

din sectiunea 8.0.2). Rationand ca mai sus se obtine

2 2 rZ
2 2 . 5
..Fm—l-nz—l'.l—&.."z S5 T3 ..Fﬁj—’.-nu—'.:a,."z o

Exemplu Se compard doud procedee de montaj pentru un dispozitiv,
unul clasic st unul nou, care necesitd pentru aplicarea corectd o perioadd de
insitruire de o lund 51 respectiv 3 sdptdmani. Au fost instruite doud grupuri
de cdte 9 muncitor:, unul cu mefoda clasicd st celdlat cu metoda noud. S-a

inregistrat timpul de montaj (in minute) pentru fiecare muncitor, obtindnduse

rezultatele din tabela de mai jos:

Procedura | Timpul

Clasicd 32 37 35 28 41 44 35 31
Noud 35 31 29 25 34 40 27 32

34
31

Dorem sd deter-

mindm un interval de incredere 95 % pentru raportul dispersiilor.
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Solutie. Avem n; = B, ng = &, cuantilele sunt fggoees = 0.224707,
fasners = 4.45023, 1ar dispersiile de selectie 5'._5 = 24.4444, sf = 20L.0278.

2 - . a . -
Raportul dispersiilor de selectie este %i'g- = 1.22053, 1ar intervalul de incredere

(0.274262, 5.43163). J
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Verificarea ipotezelor statistice

Procedeul de a folosi o selectie pentru a verifica daca o ipoteza este
adevarata (sau falsa) este numit test statistic asupra valabilitatii (sau fal-

sitatii) ipotezei.

Nu exista nici o certitudine ca nu vom comite o eroare. Intr-adevar exista
doua tipuri de erori pe care le putem face. Daca se Intampla ca ipoteza
cercetata sa fie adevarata si noi decidem ca este falsa, facem o eroare de
ordinul I (speta, genul, tipul I). Probabilitatea acestei erori se noteaza cu

a: daca dimpotriva, ipoteza este falsa si noi decidem ca este adevarata,
facem o eroare de ordinul 11, probabilitatea acestei erori notandu-se cu (3.

Frecventa cu care facem o gregeala este, desigur, foarte importanta si vom
vedea ca aceasta frecventa poate fi controlata pana la un anumit grad.

Decizia daca ipoteza va fi acceptata sau respinsa se va baza pe informatia
pe care o detinem facand observatii si pe riscul pe care suntem dispusi sa-l
acceptam 1n a lua o decizie gresita.
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Numam ipoteza statistica o presupunere relativa la legea pe
care o urmeazd o caracteristica X.

Cand ipoteza statistica se refera la parametrii de care depinde legea de
probabilitate a caracteristicii X se obtine un test parametric, iar in caz

contrar un test neparametric.
Pentru testele parametrice vom considera ca § € A = Ay U A;, unde

Ag N Ay = @. Ipoteza Hy: € € Ay o vom numi ipoteza nuli, iar ipoteza
Hi (sau H,): 0 € A; o vom numi ipoteza alternativa. Daca ipoteza
nula are forma Hy: 6 = 6 (ipoteza simpld), putem avea pentru ipoteza
alternativa una din formele: Hy : 6 # 6y (test bilateral), H; : § < #, (test
unilateral stanga), Hy : # > 0y (test unilateral dreapta). Ipoteza nula este
cea asupra careia ne focalizam atentia. In general ea este o propozitie de
forma ,,un parametru al unei populatii are o valoare specificata*™.
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Ipoteza alternativa este o propozitie despre acelasi
parametru al populatiei care este utilizat si in ipoteza nula. In general ea ne
spune ca parametrul populatiel are o valoare diferita de cea data in ipoteza
nula. Respingerea ipotezei nule va implica acceptarea ipotezei alternative.

Decizia Ipoteza nula este
adevarata falsa
Acceptam H, | decizie corecta eroare de ordinul 11
Respingem Hj | eroare de ordinul I | decizie corecta

Construirea unui test revine la obtinerea regiunii critice U’ C R" pentru
un nivel de semnificatie (probabilitate de risc) o dat astfel incat

P ((Xl . .X«”) el Hﬂ) = ¥,
unde X4,...,X,, sunt variabilele de selectie corespunzatoare selectiei de vo-

lum n considerate. Daca (ry1,...,x,) ¢ U, Hy va fi acceptata si daca (z1,
.., Tp) € U, Hy va fi respinsa.
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Exista doua abordari pentru testele statistice: abordarea clasica si abor-
darea bazata pe probabilitate.

a) Abordarea clasica are urmatorii pasi:

Pasul 1. Formularea ipotezei nule.
Pasul 2. Formularea ipotezei alternative.

Pasul 3. Determinarea criteriului de test — consta 1n

1. determinarea unei statistici a testului;
ii. specificarea unui nivel de semnificatie a;

iii. determinarea regiunii critice.
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Pasul 4. Calcularea valorii statisticii.
Pasul 5. Luare unei decizii si interpretarea ei.

Decizia. Daca valoarea statisticii testului cade in interiorul regiunii critice
se respinge Hj, iar in caz contrar se accepta.

b) Abordarea bazata pe probabilitagi. Valoarea de probabilitate, sau ni-
velul de semnificatie P, asupra unei ipoteze este cel mai mic nivel o
pentru care informatiile din selectia observata sunt semnificative, cu
conditia ca ipoteza nula sa fie adevarata. La luarea unei decizii se va
compara F cu valoarea statisticii.

Pasul 1. Formularea ipotezei nule.
Pasul 2. Formularea ipotezei alternative.
Pasul 3. Se determina a.

Pasul 4. Se calculeaza valoarea statisticii z* ca la pasul 4 anterior.
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Pasul 5. Calculul valorii P. Avem trei cazuri in functie de tipul testului
(bilateral sau unilateral).

i. Daca H; este unilaterala dreapta (>), atunci P = P(Z > z¥)
(aria din dreapta lui z*);
ii. Daca H; este unilaterala stanga (<), atunci P = P(Z < z¥)
(aria din stanga lui z*);
iii. Daca H; este bilaterala (#), atunci P = 2P(Z > |z*|).

Pasul 6. Decizia se ia comparand P cu valoarea stabilita anterior pentru
a

i. daca P < a, se respinge Hy;

ii. daca P > a. se accepta H,.
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Teste asupra unei populatii

Testul Z privind media teoretica

Se considera caracteristica X care urmeaza legea normala N(m, c?), unde
m € R este necunoscut. iar ¢ > 0 este cunoscut. Relativ la media teoretica
m = M(X), avem ipoteza nula

Hy: m =my,

1n raport cu una din alternativele:
H1:m # myg (testul Z bilateral);
H1:m > myp (testul Z unilateral dreapta);
H1:m < mg (testul Z unilateral stanga).
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Pentru verificarea ipotezei Hy, In raport cu una din alternativele de mai
sus, se considera o selectie repetata de volum n si un nivel de semnificatie
a € (0.1). Se stie ca statistica

urmeaza legea normala N(0,1). Prin urmare, pentru a € (0,1) putem de-
termina un interval numeric (z, 29) astfel incat

Plzi< Z < 23) = P(z) — B(21) =1 -0

Intervalul (z;, o) nu este determinat in mod unic, dar avand in vedere alter-
nativa f; considerata, adaugam una din conditiile suplimentare:

(i) 21 = —2z9 dacd H1 :m # my, adicd ®(21_40) =1 — a/2;
(ii) 21 = —00, 22 = 21—q, unde ®(21-4) = 1 — @, pentru H1 : m > my;

(iii) 21 = 24, 22 = 400, unde ®(z,) = @, pentru H1 : m < my.
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Corespunzator celor trei alternative definim regiunea critica:

o |U— T
= s yu) e R BT 5 (pentru (i)
L NG
( —_
uw—m
U=1 (ur,.run) eRNEZD > 1, (pentru (i)
3 Vi
( —_
S u—m
U= 4 (lhy...,0:) E R”\TD < B % (pentru (iii))
! Vn

- l T ;
unde 4 = =) ;| Up.
Ipoteza nula va fi admisa daca datele de selectie satisfac conditia (x4, ...,
r,) ¢ U, iar In caz contrar va fi respinsa.

Testul Z se poate aplica si pentru caracteristici care nu
sunt normale, daca volumul selectiei este mare (n > 30) si dacd media este
necunoscuta, 1ar dispersia cunoscutd.
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0.4 0.4
0.35 0.35
0.3} 0.3
0.25 0.25 |
0.2} 0.2}
0.15 0.15
0.1} 0.1}
0.05 |- 0.05 |-
o o
—-1.96 1.96 -1.96 1.96
o —1.204 i —1.204
—0.1 ~0.1 :
-2 0 2 -2 ) 2

Testul Z — abordarea clasica (stanga) si abordarea bazata pe
probabilitati (dreapta)
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Exemplu Biroul de internart al unut spital afirma ca varsta medie
a pacientilor sai este de 42 de ani. O selectie aleatoare de 120 de varste
obtinute din inregistrarile bolnavilor da o medie de selectie de 44.2 ani. Este
selectia semnificativa pentru a afirma ca media este mai mare de 42 de ani.
pentru o = 5% si 0 =207

Solutie.
(C) (P)

Pl. Hy i =42 Pl, Hy: =42

P2. Hy 1m > 42 P2. Hsy ' i > 42

P3. Statistica testului: P3. a=0.05

AR P4 Z=22252_1 905

Ve V120

a=0.05 P5. P=1~39{1.208) =
Regiunea critica: = 1 —10.865489 = 0. 1151

vezi figura (figura dreapta)

P4 7= %}ﬂ__ﬁ = 1,200 P6. P > 0.05, deci se accepta H.

120

P5. 2 < 1.64 deci Hy se accepta. | Nu putem spune ca m > 42.
Nu putem spune ca m > 42,



.45
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Testul t (Student) privind media teoretica

Se considera caracteristica X ce urmeaza legea normala N(m, o), para-
metrii m € R si 0 > 0 fiind necunoscuti. Dorim sa verificam ipoteza nula
HO : m = mg In raport cu una din alternativele

e Hi:m # mg (testul t bilateral),

e H,:m > myg (testul t unilateral dreapta),

Pentru verificarea acestei ipoteze se considera o selectie repetata de volum
n, cu datele de selectie x1,...,x,. Statistica

TZJE'—F'THZX—'TH

g =
——— Trig

v n—1

urmeaza legea Student cu n — 1 grade de libertate
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Prin urmare, pentru nivelul de semnificatie o € (0, 1) dat, se poate de-
termina intervalul (#1,t,) astfel Incat

P(T = (?le,fg)) — Fn.—l(ti) = Fn—l(tl) = ] = &,

unde F,,(t) este functia de repartitie Student cu m grade de libertate. Inter-
valul (#1,%2) nu este determinat unic din statistica de mai sus. In functie de
alternativa aleasa H; se considera suplimentar:

—_—
il
e
o~
'_l
|

—t, to = th—1,1-0a/2, dacd H; : m # my;
(2) L =00 B = tn—l,l—a; daca Hy : m > mo:
(3) t1 =ty_1,4; to = 400, dacd H; : m < my,

unde t,, -, este cuantila de ordin « a repartifiel Student cu m grade de liber-
tate, adica F,,(t,,~) = 7. Corespunzator celor trei ipoteze alternative de mai

!

sus avem regiunile critice:
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= cy [EE— mo
U= {(ul: o 9 u?'a) = Rn‘ ‘ o ‘ > ifr.zl.lu,/ﬁ}
NG

—_
(RN
i

U — Mo
ro__ n - ,
s = (ulr = 50t :?-f*n) e R ‘ o/ = tn—l,l—&- )
vn

) i — myg)
h 5= {(ul‘ R “‘n) & RHJ‘ ‘ o E tnlﬂ} :
v

Ipoteza Hjy este admisa dacd (z1,...,7,) ¢ U, iar In caz contrar este
respinsa.
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Exemplu Autoritatile orasenesti din orasul X afirma ca nivelul de
C'O din atmosfera nu este mai mare de 4.9. Ne permite o selectie aleatoare
de 25 de determinari cu media T = 5.1 g1 8’ = 2.1 sa respingem afirmatia la
nivelul de semnificatie a = 5% ¢

(C) (P)
Pl. Hs:m =49 Pl. Hy: m =49
P2. I i 4.9 P2, Hy :m>4.9
P3. Statistica testului: P3. a=0.05
T =a5n P4. T = 2422 = (. 47619
a=0.05 P5.P = P(T > 0.47619) >
Regiunea critica: > 0.25 (figura )
figura P6. P > 0.05, deci nu se
P4.T = O—lﬁ = 0.47619 respinge Hy — nu putem

25

P5. Nu se respinge Hy — nu afirma ca nivelul de CO> 4.9
avem suficiente dovezi sa afirmam
ca nivelul de CO> 4.9
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0.48

|
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Teste asupra proportiilor

Daca £k este numarul de realizari ale unui eveniment A in n probe inde-
pendente, probabilitatea de realizare la fiecare proba a evenimentului A fiind
p, atunci pentru a verifica ipoteza nula

Hﬂ' - P = Po;
1n raport cu alternativa unilaterala

Hl . P > Do
calculam expresia

P= Z po(1—po)"™"

si respingem ipoteza nula la pragul de semnificatia a daca P > a.
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Daca n are valori mari, putem folosi statistica Z si respingem Hg daca

k—n E_p
g = . N dHa) =T(a).
\/ npo(1l — po) po(1—po)
Exemplu Oficiul pentru protectia consumatorilor afirmd cd 15% din

fasolea dintr-un lot supus controlului are gargarite. Pentru a verifica afirmatia
la nivelul 0.10 se iau 200 de boabe si se gasesc 7 cu gargarite. Avem motive
sa ne indoim de afirmatia Oficiului pentru protectia consumatorilor?

(C)
Pl. Hg i p=0d15(=)

Regiunea critica:
vezi figura

A pn = 1L — s
P4. p' = 555 =0.085

P2. Hl . p < 0.15 s 0.085—0.150 __ —92.5744 = z*

P3. Statistica testului: L0850 '

Z=—Ep _ gk P5. Se respinge Hj. Se pare ca mai
i) " putin de 15% din boabele de fasole

a = 0.10, 2915 = —1.28 au gargarite.
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(P) Po. P=P(Z « ") =
Pl. Ho:p=0.15(>) P(Z < —2.5744) = 0.0047

P2. H, :p<0.15 e |
P3. o = 0.10 P6. P < 0.10. Se respinge H,
P4. p = % = 0.085 Se pare ca mai putin de 15%

oy ~ din boabele de fasole au
Z — 0.085—0.150 Y 5?_14 — ¥

0.15-0.85 arcarit
§ mLEEL gargarite.

0.4 (=11 IIIII.___.-—\-.\h_
/
0.35 035 3
n'ﬁ X |II III o .II
i i |
| Ill
=L ! | 0.20 !
I|I I'I
0.2 I | o] !
| ] )
0.5 '-II 016
0.1 [}
Y\ I""-.
oLOSs - K .05
e,
[ ] - a .-'-"'f’.
| —4.29 9.28
0.05 5 0.5 S
-0 4 (=] e
- ] z -2 o 2

47



Testul y? asupra dispersiei

Fie caracteristica X ce urmeazi legea normald N(m,o?) unde m si o~

sunt necunoscuti. Relativ la dispersia teoretica se formuleaza ipoteza nula
- .
Hy 2 0" = a3,
cu una din alternativele
e H,:o0?3# o (testul x* bilateral):

e H,:0%> o} (testul x* unilateral dreapta);

e H,:0? < o} (testul x? unilateral stanga).

Pentru a verifica ipoteza nula Hjy In raport cu una din alternativele H;
precizate, se considera o selectie repetata de volum n, cu datele de selectie
Ty s 5 5w Dtatigtica
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1 5 (n—=1)s"
X= 53 (- X =)
o o
k=1
urmeaza legea y? cu n — 1 grade de libertate.
Pentru nivelul de semnificatie a € (0, 1) dat se poate determina un inter-

val (x%, x3) astfel incat

P(X? € () x3) = Forr(03) — Furr (0X3) =1 - a,
unde F},(z) este functia de repartitie pentru legea xy? cu m grade de libertate.
Deoarece intervalul (%, x3) nu este determinat unic, in functie de alternativa
H, aleasa se considera conditia suplimentara:

7 S 7, S = v 2
(1) Xi = X-n—l,a/?’ Xo = R-n—l,l—a;‘Z'r“ daca Hl - @ 7& J9

(2) X =0, X3 = X;_1.1_4> dacd H; : 0% > op;

(3) X:% — X-‘i—l,a.‘. X% = +00, daca Hy 0% < Jgﬂ
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unde 2, . este cuantila de ordin ~v a legii x* cu m grade de libertate, adica
2 e
Fm( X'Tirl._.‘“lr') = -
Regiunile critice sunt

(1)
. y — o 1 - f THL: (g2 2
[' — Rl y vaay I'-!'“_] = 4 |? Z'. U — I'-r':l % l..l'll..rr—l.r_:l."ﬂ' 1:.'1—[.[—4'.&_"'2':' :
0 k=1
12)
1 i
U=<(uy, ... u,) E R = Z[”A— =) e SR
75 k=1
(3)

Ipoteza nula va fi admisa daca (rq,...,x,) ¢ U; in caz contrar va fi
respinsa.
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Exemplu Sa presupunem ca o companie de imbuteliat bautur: raco-
ritoare doreste sa detecteze situatia cand variabilitatea volumulut de bautura
dintr-o sticla scapa de sub control. O dispersie de 0.0004 se considerd accep-
tabila si se procedeaza la reglarea masinii de imbuteliat atunci cand dispersia
devine mai mare decat acea valoare. Sa presupunem ca avem o selectie de
28 de sticle cu dispersia de selectie (varianta) de 0.0010. Ne indicd aceasta
ca procesul este inafara controlului la un nivel de 5% ?

(©) (P)

P1l. Hy: o® = 0.0004 P1l. Hy: 6 = 0.0004
P2. H,: 0% > 0.0004 P2. H; : ¢ > 0.0004
P3. Statistica testului: X?, n =28 | P3. a =0.05
27 grade de libertate B4, X*%= % = Ud =™

o= 0.05; %5;095 =40.1 P55, P=P( X s =
Regiunea critica: = P(X® > 67.5] < 0.005
vezi figura (figura )

P6. P < 0.005 < 05, decl

P4, X% = % =7 H=3™ ipoteza se respinge
P5. Respingem Hy.
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0.09 -

0.08

0.07 -

0.06

0.05 |-

0.04

0.03

0.02

0.01F

=0.01 -

52 10 : 1‘5 2? '2.5 " : 30 a 35
Test y° pentru dispersie cu regiune critica unilaterala dreapta
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