Ecuatii cu derivate partiale

1. Notiuni teoretice introductive

Cele mai multe aplicatii tehnice sunt modelate cu ajutorul ecuatiilor cu

derivate partiale- radiatorul unui procesor :
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- curgerea aerului in jurul unui avion sau a unei masini
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Cea mai generala forma a unei ecuaftii cu derivate partiale liniara de
ordinul doi este:
2 2 2
aa—+ba—+ca—+da—u+ea—u+fu_g(x,y), (x,y)e D c R? (1)
ox?  Ooxoy  gy?  Ox 0oy

unde a,b,c,...sunt constante, iar g este o functie cunoscuti. In functie de
coeficientii partii principale a operatorului (1):
8%u | 8°u az
a—2+b
OX 8x8y 8y

putem clasifica ecuatiile de tipul (1):

Eliptice: pentru b —4ac <0

2 2
a;I+al;+Au:g(x,y) (2)
OX~ oy

unde A=0, +1.



Parabolice: pentru b* —4ac =0

~~—=g(x,y) (ecuatia cildurii/difuziei) (3)

Hieprbolice: pentru b® —4ac <0 si se pot reduce la forma:

o%u  o%u
ox“ oy

unde B=0 sau 1. Daca B =0 atunci se obtine ecuatia undelor.



2. Ecuatii parabolice cu o variabila spatiala

Ecuatia caldurii

2
thjzle;’ t>0, 0<x<1 (5)
conditie initiala
u(0,x)=u’(x), xel0]] (6)
conditii pe frontiera:
u(t,0)=u(t1)=0, t>0 (7)

Scheme explicite

Vom aproxima solutia problemei (5) — (7) folosind diferente finite.
Pentru aceasta este necesara o divizarea domeniului [0,t;]x[01] in

subdomenii ce formeaza o retea sau o grila bidimensionala.



(kn)  (i+1, n)
® @
(i, n-1)
®
H_J »
A X X

Considerand o grila echidistanta atunci nodurile sau punctele grilei se
pot obtine astfel:
(x; =iAX, t, =nAt), i=0,1..,N,, n=0,1...,N,)
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\VVom nota prin
Ui = u(x,t,) (8)

valoarea aproximativa a solutier problemer (5) — (7) in nodul n).
Aproximam in continuare derivata temporalda folosind diferente finite
progresive, 1ar derivata spatiala folosind diferente finite centrale

ou u(Xi,tog)-uxi )

a(xi,tn)~ 1 (9)
o“u 2(X i ) U(Xi+1’tn)_2u(xi’zn)+u(xi—1’tn) (10)
O X (AX)

apoi inlocuind in (3) si tinand cont de notatia (8) obtinem:
Ut -u Ui -0l +uly
At (A x)

de unde putem exprima:
UMt =uP +vUh, - 20l +Uly), v (11)
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Se observa ca valoarea lui u de la pasul de timp t,,; se calculeaza
folosind doar valori de la pasul de timp t,. In acest caz vom spune ci

avem o metoda explicita cu diferente finite. Folosind condifia initiala (6)
s1 conditiile pe frontiera (7) care se vor scrie in cazul discret:

Ul =u®(x), i=12..,N,-1 (12)
ugzuplxzo, n=0,12,.. (13)
putem calcula toate valorile interioare la pasii urmatori de timp.
}U in+1
n n
VINVERVES
Un



Vom aplica schema explicita pentru conditia initiala

| 1
(=1 [f . (14)
kl—x, X eb ,1}

s1 in acest cazul particular solufia este

u(x,t)= 42 i L

T k=1k2

sin G kiz) sin(k x)e k=)'t (15)

Rezolvam problema data de ecuatiile (5), (14) s1 (7) analitic folosind 100
de termeni 1n seria (20) s1 numeric pentru At =0.0013 s1 Ax=0.05.



dt=0.0013; dx=0.05;

Nx=1/ (dx)+1; $initializare

x=0:dx:1; for i=1:round (Nx/2)

tf=0.1; Uo(1)=(1-1) *dx;

Nt=tf/dt; end

Uo=zeros (Nx,1); for i=round (Nx/2) :Nx

Un=zeros (Nx,1) ; Uo(1)=1-(1-1) *dx;
end

n=0;

while (n<Nt)

n=n+1;

for 1=2:Nx-1
Un (1)=Uo (1)+dt/ (dx*dx)* (Uo(i-1)-2*Uo (1) +Uo (i+1)) ;
end
Uo=Un;
end

plot(x,Uo, ".-r")

hold on

$solutia analitica
U=HeatAnalytic(x,tf);
plot(x,U, 'b")
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function rez=HeatAnalytic(x,t)
rez=0;
for k=1:100
rez=rez+4/ (k*pi) "2*sin (k*pi/2) *sin (k*pi*x) *exp (-k"2*pi~2*t);

end
\
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Se poate arata ca pentru convergenta € necesar ca:

yo At 1 (16)

(ax)* 2
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O schema implicita
Restrictia (16) este o restrictie severa. Daca dorim obfinerea uneil
aproximari bune avem nevoie de pasi micl in spafiu ceea ce conduce la
folosirea unui numar foarte mare de pasi in timp. Pentru a remedia acest
impediment vom folosi in schema numerica diferente regresive in timp
pastrand aproximarea cu diferente centrale a derivatei spatiale. Atunci
avem

Uin+1 _Uin - UiTll —2U in+1 n Uin_+11

At (A x)2

Se observa ca pentru a calcula valoarea lui U de la pasul de timp t,,,este
necesar sa inaintam in timp pornind de la conditia initiala

(17)

Ul =u’(x), i=12..,N,-1 (18)
rezolvand un sistem de ecuatii tridiagonal de forma:
—vUM @+ 2v)uMt —pu it g (19)

completat cu conditiile la frontiera (13).
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In acest caz vom spune ci metoda este implicita, iar sistemul scris pe
componente are

"1 1T U, LR A e T ()
-v 1+2v —v U, U,
-v 1+2v —v x| U =| U;
v 1+2v —v| |Ungy Unx_1
_ 1 4 L UNx _ _ 0 i

e nil n+l * W <
ur Y Ui Reprezentare schematica a dependentetl

U’ temporale in schema implicita

U_n
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dt=0.0013;dx=0.05; $initializare

niu=dt/ (dx*dx) ; for i=1:round (Nx/2)
Nx=1/ (dx)+1; Uo(1)=(1-1) *dx;
x=0:dx:1; end
tf=0.1; for i=round (Nx/2) :Nx
Nt=tf/dt; Uo(1i)=1-(1-1) *dx;
end
Uo=zeros (Nx,1),; Un=zeros (Nx,1); A=zeros (Nx,Nx) ;b=zeros (Nx, 1) ;
n=0;
while (n<Nt)
n=n+1;

A(l,1)=1;b(1)=0;
for 1i=2:Nx-1

A(i,i-1)=-niu;A(i,1)=1+2*niu;A(i,1+1)=-niu;b(i)=Uo (1)
end
A(Nx,Nx)=1;b(Nx)=0;
Un=A\b;
Uo=Un;

end

plot(x,Uo, "o:k")
hold on
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0.6
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03l exact | exact
' ---&-- implicit ---&-- implicit
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= =
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t=0.05

t=0.1
Se poate arata ca metoda implicita este stabila neconditionat.
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3. Ecuatii eliptice

{82u N o2\

> 2}: f(x,y) (x,y)eDcR? (20)
OX~ 0Y

- conditii pe frontierd Dirichlet: u(x, y) ., sau Neumann: ou(x, y)

on 2D

Schema cu diferente finite

Consideram reteaua de puncte cu pasul Ax s1 Ay in directiile Ox s1 Oy, N,
$1 N, fiind numarul nodurilor in cele doua directii. Notam aproximatia
solutiei initiale intr-un punct (i, j) al retelei cu

U ~ulx,y;) i=0L.,N,, j=0L.,N,.

Utilizand aproximarea cu diferente finite centrale pentru derivatele
spatiale obtinem o schema cu 5 noduri:
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i+1,j_2U|J+Ui—1,j+Ui,j+1 i ] —f(x- y-)
AX? Ay*? R (21)
i=2,3 ., N -1 j=23 .,N, -1
duit?

'1—1.] '.Jj “i+1_._|
a Nodurile implicate in formula schema (22)
1 1Lj—1

=L

Observam ca am obtinut un sistem de ecuatii cu necunoscutele U, ;,

sistem ce se poate rezolva daca se adauga conditiile pe frontiera.
Scriem in continuare sistemul (22) pentru f = 0 intr-o forma simplificata:
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2
AX

i=2,3,..,N—-1 j=2,3..,N, -1
Sau
Uiy i +Upy i+ B, g+, =2+ 20, =0
1+1, | 1-1, I, J+1 I, -1 I, ] J (23)

1=2,3,..,.N,-1, ]=2,3, .., Ny -1
Exemple
Consideram generarea de caldura intr+un domeniu dreptunghiular:

2 2

g T2 +9 T2 +1=0, (x,y)eD=[01]x[01]

oX~ 0Y

T(x, y)‘aD =0

care se discretizeaza in felul urmator:
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Lh+Lj__2L“,j+iJF4J +lJLj+1__2LhJ +U
AX? Ay2

i=2,3.,N-1 j=2,3..,N, -1

i j-1

+1=0 ,

Vom aplica in continuare metoda Jacobi si metoda Gauss-Seidel.
Programele Matlab sunt:

tic
N=101; %number of nodes in x- direction
h=1/(N-1);
T=zeros (N, N) ;
Tnew=T
nr 1t=0;
stop=0;
while (stop~=1)
nr it=nr it+l; errT=0;
for 1=2:N-1
for j=2:N-1
$SECVENTA JACOBI
Tnew (i,3)=0.25* (T (i+1,3)+T(i-1,3)+T(i,j+1)+T(i,7-1)+h*h);
if abs(T(i,3)-Tnew(i,]))>erxrT
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errT=abs (T (i,])-Tnew (i, J))
end
$SFARSIT SECVENTA JACOBI

$SECVENTA GAUSS-SEIDEL
Tnew (i,3)=0.25* (T (i+1,3)+T(i-1,3)+T(i,j+1)+T(i,j-1)+h*h);
if abs(T(i,7)-Tnew(i,]))>errT
errT=abs (T (1i,])-Tnew (i, ]))
end

T(1i,73)=Tnew(i,7]);
$SFARSIT SECVENTA GAUSS-SEIDEL

end
end;
if errT<le-o06
stop=1;
end

1f mod(nr 1it,250)==
fprintf ('nr it=%g err=%g\n', nr it,errT));
end
T=Tnew;
end
x=0:h: (N-1) *h; y=x;
contour(x,y,T',20)
axis equal
axis([0,1,0,11)
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toc

Se observa ca metoda Gauss-Seidel este mai rapida:

Grid Jacobi Gauss-Seidel

T Numarul | Timp de T o Numarul | Timp de
iteratiilor | calcul iteratiilor | calcul
(secunde) (secunde)

51 x51 ]0.073142| 2577 0.625 | 0.073396 | 1465 0.422

101 x 101 | 0.071640| 7502 6.969 0.0726535| 4454 4.594

1
0.9
0.5
0.7
0.6
0.5
0.4
03 Distributia temperaturii

0.2

0.1

1]
0 0.1 02 03 04 nse 08 07 08 09 1
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4. Ecuatii hiperbolice intr-o variabila spatiala (Ecuatia undelor)
Consideram cea mai simpla ecuatie de acest tip

ou ou
a_|_a_(x,t)&_0, xela,b] t>0 (24)

u(x,0)=u’(x) (25)

Conditia lui Courant, Friedrichs si Lewy (CFL)

Reamintim ca pentru o ecuatie de forma:

ou ou
a(x,t)—+b(x,t)— =c(x,t
()7 +b(ct) 2 = clx.t)

caracteristicile sunt solutiile ecuatiei
ady—bdt=0
lar u(x,t) se afla din cdt—adu=0
Daca a(x,t) = a=const. atunci caracteristicile sunt x-at=const., Iar

notatie
solutia ecuatiei (24) are forma: u(x,t)=u’(x—at) (vezi figura)
23



n+1 _n _
Ui =U;

Pentru a rezolva numeric ecuatia (25) putem
utiliza o schema explicita cu diferente finite
progresive in timp s1 regresive in spatiu:
UPH_UP UP_ ﬂl
=0 (26)

+a
At AX

Sau

_aat

Aun U, )=a-vuf +P, v = " (27)

Se observa cd valoarea U depinde de doud valori calculate la pasul de

timp n, iar acestea la randul lor depind de cate doua valori calculate la
pasul de timp n-1. Astfel se poate construi un domeniu de dependenta a
datelor pentru schema numerica, de forma triunghiulara, similar cu cel

din figura
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.

(&

Q

xr

Domeniul de dependenta corespunzator ecuatiei cu derivate partiale este
chiar curba caracteristica ce trece prin punctul (x;,t,). Conditia CFL
spune ca o schema numerica este convergenta daca domeniul de
dependenta a ecuatiei
domeniului de dependenta al schemei numerice.

diferentiale

25
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Figura de mai jos prezinta cazul in care conditia CFL este violata, ambele
caracteristici PQ si PRsituandu-se in afara domeniului de dependenta al
scheme1 numerice, 1ar convergenta in punctul P nu poate fi atinsa.

1I.

o '1" & A L - =
) R T

In cazul schemei (27) se observd ci nu avem convergentd pentru a<0
deoarece in acest caz caracteristicile sunt de forma PR. In cazul in care
a>0 pentru a avea asigurata convergenta este necesar ca aAt/Ax <1.

Daca vom folosi o discretizare cu diferente centrale pentru derivata
spatiala a ecuatie1 (25) obtinem urmatoarea schema cu diferente finite:
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n+1 n n n
Ui -Ui VUi -Uig

At 2AX (28)

Alegand convenabil pasii Ats1 Ax, aceasta schema satisface conditia CFL

c=lad <1 (numarul lui Courant) (29)
AX

atat pentru valor1 negative ale lu1 a cat s1 pentru valor1 pozitive.

Folosind diverse tipuri de discretizari se pot obtine mai multe scheme cu
diferente finite. Una dintre schemele explicite cele mai eficiente este
metoda Lax-\Wendorff:

ntl _on_ “?H—“?-l] 1 o ap2 | Ui —2ud +ul,
u; u; uﬂt[ 5Ax +2u (At) [ (Az):

(30)
Schema (30) are ordinul de exactitate doi s1 este stabila pentru c <1.
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Exemplu:Consideram ecuatia:

u, xe[-5,5] t=0
ot oOxX

u(x,0) = explL—5x?)
care are solutia analitica u(x,t)= exp(1—5(x—t)2 ) Vom rezolva ecuatia
numeric folosind schema Lax-Wendorff.

a=-5;

b=5;

dt=0.001;

dx=0.01;

x=a:dx:b;

xa=a:10*dx:b;

N=length (x) ;

uo=exp (1-5*x."2);%conditia initiala
tf=3;

t=0;

uex=exp (1-5* (xa-t*ones (1, length(xa))).”2);%solutia exacta
nr 1t=0;

plot(x,uo, 'b',xa,uex, 'or")

pause

k=1;

M(k)=getframe;

28



while t<tf
t=t+dt;
nr it=nr it+l;

-dt/dx* (uo (2) -uo (1)) ;

un (N) =uo (N) -dt/dx* (uo (N) —uo (N-1)) ;

1f mod(nr it,10)==
k=k+1;
uex=exp (1-5* (xa-t*ones (1, length(xa))) ."2);
plot(x,un, 'b',xa,uex, 'or');
M(k)=getframe;
end
uo=un;
end
movie (M)
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o}

numeric
analitic

o]

numeric
analitic
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< analitic

o]

numeric
analitic
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Regresii liniare

1. Notiuni teoretice introductive
Se stie ca teoretic, forta de rezistentd ce o Intampina un obiect la
miscarea prin aer este:

F” = C'ﬂrib‘2

where Fy; = the upward force of air resistance [N = kg m/s*], ¢, = a drag coefficien
(keg/m), and v = velocity [m/s].
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Se pune problema gasirii unei curbe ce aproximeaza cat mai bine
datele obtinute experimental (,,norul de puncte”).

Metoda celor mai mici patrate.

Fie curba y=f(x) = ax+Db care aproximeaza norul de puncte. Se formeaza suma:
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y-AXis

n

S(ab) = [ (xi)-yil°

=1

reprezentand suma patratelor distantelor de la punctele experimentale la
punctele curbei y = f(x).

Dorim sa minimizam pe S(a,b)

Calculam derivatele partiale ale Iui S
in raport cu a si b si determinim
extremul functiei S(a, b) din sistemul
de ecuatii:

x-Axis S(a,b)




Verificam daca valorile determinate (@, b) reprezinta intr-adevar un minim
pentru functia S. Se verifica inegalitatile:

A>0;

r >0.
Cu a si b determinate trasam drepta de ecuatie y=ax+b care va trece “prin

interiorul” norului de puncte astfel incat distanta de la aceste puncte la drepta
sa fie minima.

S = %(axi +h-y;)?.

i=1
65 0 L RIS
—=Y2xi(axj +h-yj)=2@YXxf +b> X — Y X Vi)
oa 4 i=1 i=1 i=1

oS 1 L -

— = ZZ(&Xl +b—yi)=2(azxi +nb—ZYi)

ob i i=1 =1

Obtinem
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n 2 n n
ay Xi +b2 X =2 XjVi
i—1 i-1 -1

n n
ay Xj+nb=2yj
i—1 i—1

unde necunoscutele sunt coeficientii a si b. Avem

n%XiYi—%Xi%yi _%XiﬁxiYH‘%XiZ%yi

=1 =1 =1 b= =1 i=1 =1 i=l

n n 2 n n 2
an?—[inj an?—(inj

=1 =1 =1 1=1

a=
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Pentru exemplul de mai sus cautam o curba de forma:
V=dy+ax

o e gl ol . e

T e R !

EETRLE AL A e it s s T e e

i A F; g X ¥
l 10 25 100 250
2 20 e A 1,400
3 30 380 Q0 11,400
4 40 350 1,600 22,000
5 50 &10 2,500 30,500
& &0 1,220 3,600 73,200
7 e 830 4 %00 28, 100
2 _80 1,450 6,400 116,000
y 360 5. 135 20,400 312,850

The means can be computed as

. 360 _ 5,135 ;

X = =3 = 45 ¥ = = (4 1.875
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8(312.850) — 360(5.135)
_ Sl Sn) — 19.47024
“ 8(20.400) — (360)2

ap = 641,875 — 19.47024(45) = —234 2857
Using force and velocity in place of y and x, the least-squares fit is

F = —234.2857 + 19.47024v

1600

1200

rTTryrrr7y T T T T TrTT

n/
v, mjs

—400 =
Observatie: Rezultatele, cel putin pentru viteze mici, nu sunt corecte

deoarece avem valori negative ale fortei de rezistenta.
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Pentru a verifica ,,cat de buna” este aproximarea noastra introducem
marimile:

tit
S,p = Z |:_‘r'j — {p — ﬂ:fl.]i.'i.]:_
i=I

5? amia L}r — ;JE _.!l_' ot - - -
205 unde " este media valorilor.
Se calculeaza eroarea standard a estimatiel

——

S,

n—2

f
o= |

unde notatia y/X semnifica faptul ca eroarea se referd la o valoare
preconizata a lu1 y corespunzand unei valori particulare a lui x.
Numitorul n-2 semnifica faptul ca s-au pierdut doua grade de libertate
pentru calculul valorii lui S; (prin determinarea coeficientilor ag si a4).
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Reamintim ca abaterea medie patratica data de

5, = ;'I:r. _.5', .
¥ n—1

masoara dispersia datelor.

Putem face o analogie intre abaterea medie patratica si eroarea standard a

estimatiei:
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Regression data showing (a) the spread of the dafa around the mean of the dependent variable
and (b] the spread of the data around the bestfit line. The reduction in the spread in going from
(al to [b], as indicated by the bellshaped curves at the right, represents the improvement due fo
linear regression.

L

(a) {b)
Parametrul care ne indica ,,cat de buna” este aproximarea noastra este

coeficientul de determinare

3 Sr - S,r
R
\Y

unde
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e > (xiyi) — EZ&,) {‘? vi) |
VnEad = (Za)yn Lot = ()

este coeficientul de corelatie. Cu cat coeficientul de determinare este mai
aproape de 1, aproximarea noastra este mai buna.

Pentru exemplul de mai sus avem

[1.808.297 {216,118
= 508.26 j‘_‘r.—'j - 1'r'l g _ 2

§p= ) — 189.79
V 8—1 S

s1 atunci regresia liniara aproximeaza corect datele.
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i Xq ¥ ag + ayx; (yi — ) (¥ — ap — @yx;)’
! 10 75 -39.58 380,535 4171
7 20 70 155.12 327,041 7,245
3 30 380 349 82 G857 =N
4 40 530 244 57 B 441 40
5 50 610 739.23 1,016 16,699
& &0 1,220 932.93 334,229 81,837
7 e 830 | 128,63 35,391 B9 180
8 50 1,450 1,323.33 653,066 16,044
5 360 5135 1,808,207 216,118

,  1.808,297 - 216,118
- 1,808,297

Putem spune ca 88% din incertitudinile initiale sunt sunt explicate de
acest model liniar.

Totusi nu ne putem baza doar pe calculul coeficientului de determinare,
curba obtinuti trebuie verificatd si vizual. In exmplele de mai jos, toate
datele sunt aproximate cu aceeasi dreapta y =3 + 0.5X si au acelasi
coeficient de determinare, r* = 0.674.
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