Metode numerice pentru probleme Cauchy

1. Ecuatii diferentiale. Probleme Cauchy
Exemple Pendulul matematic(Figura 1):

Figura 1. Pendulul matematic

2
Modelul matematic dat de ecuatia: e, %sin 0=0

dt*
...... do ,
Conditii mifiale: O(ty) = 6,, a (tg) =6
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Descompunerea elementelor radioactive:

Modelul matematic dat de ecuatia: Z—Tz—/lm, unde m reprezintd masa

materialului radioactiv, 1ar 4 este o constanta.

1.1. Notiuni teoretice introductive

Definitie 1: Spunem ca o functie satisface o conditie Lipschitz in variabila

y pe o multime D = R? daca existd o constantd L >0, numitd constanta

Lipschitz a functier r, astfel incat

Tt y) - Fyo) Uy -yl

pentru orice (t,y;)eD, i=12.



Definitie 2: O multime D = R? se numeste convexa daci pentru orice doud
puncte (ty, y;)si (t,,y,) din D S1 A e[0]] punctul

(-t + At,, (L-A)y, + Ay, ) e D.

Convexa _
Nu e convexa

Figura 2. Interpretarea geometrica a notiunii de convexitate.



Teorema 1: Fie f(t, y)definitd pe o multime convexd D = R?. Daca existd o
constanta L >0 astfel incat

%(t, y) <L (1.1)

pentru orice (t,y)eD atunci f satisface o conditie Lipschitz pe
mulfimea D in variabila y iar constanta Lipschitz este L.

Teorema 2: Fie f(t,y)continud pe multimea D={(t,y) |a<t<b,~0<y<oo}.
Daca f satisface o conditie Lipschitz pe multimea D in variabila vy,

atunci problema 1nitiala (Cauchy)
{ y'(t)=f(t,y), a<t<b
Y(a) =Ya

are solutie unica in intervalul [a, b].



Definitie 3: Se spune ca problema initiala (Cauchy)

{Y'(t)=f(t,y), a<t<b

1.2
Y(a) =Ya ( )

este corect pusa (definita) (well posed)daca:

1.Are o solutie unica, y(t).

2.Pentru orice £>0, exista o constanta pozitiva k(eg), astfel 1Incat
pentru |ey|<e $1 &(t) continua pe [a,b] CU S(t)<e existd o unica
solutie z(t) a problemei 1nitiale:
') =f(t,2)+o(t), a<t<b
{Z(a) =13 t&g

(1.3)

s
Z(t) - y(t) <k(¢)e pentru orice a<t<b.



Problema (1.3) este problema perturbatd asociatd problemei (1.2). Se
observa ca la adaugarea unei erori atat functiei f cat si conditie1 inifiale
solutia perturbatd ramane marginitd. Acest aspect este important deoarece
in cazul rezolvarilor numerice sunt inerente erorile de trunchiere. Doar daca
o problema este corect definita ne putem astepta ca solutia numerica sa
aproximeze cu acuratete solutia problemei neperturbate.

Teorema 3. Fie D={{t,y) |a<t<bo<y<w}. Dacd f este continui si
satisface o conditie Lipschitz pe multimea D in variabila y, atunci

problema 1nitiala (Cauchy)

{ y'(t)=f(t,y), a<t<b
Y(a):ya

este corect definita.



Folosind metode numerice nu se obtine o aproximare continua, se obfin
aproximari discrete ale lui , In anumite puncte, numite si noduri, ce
formeaza o retea (grila, mesh, grid). De exemplu se considera pentru
Intervalul a5 o partitie cu pasul constant :
a,a+h,a+2h,...,a+ih,..,a+(N-1h,b
astfel incat capetele subintervalelor vor fi:
ti =a+ih, i=1..,N
unde N este numarul subintervalelor, iar pasul este considerat pentru

inceput echidistant, h=(b—a)/(N-1). Printr-o metoda numerica se vor

not

obtine valorile aproximative discrete y(t;) = y;, i=1,...,N (vezi Figura 3).



Numim metode cu un pas (unipas) metodele in care pentru a calcula

valoarea lui y; , facem apel la marimile vy;, t; s1 h. Daca pentru calculul lui
yi,, avem nevoie de valorile in mai multe nodur1 anterioare atunci spunem

ca avem 0 metoda cu mai multi pasi (multipas).

—
y(t) - . ...............
. yi+2
: * yi+1
______________ *Ya Y
.................... Yi2 |
. . ¢ " ° ]
» 1 i 1+1 +2

Figura 3. Reprezentarea nodurilor si1 a valorilor solufiei in noduri
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1.2. Metode unipas

In general o metoda cu un pas pentru problema de tipul

{y'(t) = f(t,y), (ty)elab]xR" (1.4)
Y(a) =Ya

si pentru o retea de pas nare forma:

Via =Yi +he(ti, i, h), [t yle[ab]xR", h>0 (1.5)
¢:[a,b]XRn+l—)Rn

Considerand ca solutia exactd este datad in punctele grilei de (t;)atunci

definim eroarea de trunchiere locala astfel:



Definitie 4: Numim eroare de trunchiere locala diferenta dintre cresterea
aproximativa si cea exacta pe unitatea de pas.
oy V()= Vi y(t ) -Vt
T(t;,yi,h) = Yiaa = Yi _y( |+1) y(t;) :¢(ti,yi,h)_y( |+1) y(t;)

h h h (1.6)

Definitia 5: O metoda ¢ se numeste consistenta daca T(t,y,h) >0 cand
h — 0 in mod uniform pentru (t, y) e[a,b]xR".
Conform definifie1r de mai sus o pentru ca o metoda sa fie consistenta este
necesar ca 4(t, y,0) = f (t, y).
Definitia 6: Spunem ca ordinul unei metode ¢ este p daca
Tty h) < Kh? (1.7)

uniform pe [a,b]xR", unde | | este o norma vectoriald, iar K este

constanta. Aceasta se mai poate scrie sub forma:
T(t,y,h)=0(h?), h—0 (1.8)

Se observa ca pentru p >1 metoda este consistenta.
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Definitia 7: O functie r:[a,b]xR" — R"care satisface z(t, y) = 0si
T(t,y,h) =zt y)hP +OhP™?), h—0 (1.9)
se numeste functie de eroare principala.

1.2.1. Metoda lui Euler
Fie problema nitiala
{ y'(t)=f(t,y), a<t<b

1.10
y(a) =Ya ( )

corect definitd. Putem obtine metoda lui Euler pe mai
multe cai, una dintre ele constand in dezvoltarea in

serie Taylor a solutiei problemei (1.10) (Faires si
Burden, 2002).

Leonhard Euler
(1707 — 1783)
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Presupunind ci aceasta este de clasa C2 pe intervalul [a,b] avem:
2

Y(t) = y(t +h) = y(t) +hy'(t) +h7 V(&) (1.11)

unde & e(t;,t;,,). Deoarece y(t) satisface ecuatia (1.10) avem:
2

h
y(tiza) = y(t)+h £ (&, y(E;)) Y y" (i) (1.12)
s1 daca renuntam la rest, obtinem formula lui Euler:
Yo=Ya - (113)
yi+1:yi+hf(ti’yi)’ |:0,1,...,N—1

Metoda lui Euler este o metoda explicita cu un singur pas.
O altda metoda de obfinere a metoder lur Euler constd in aproximarea

derivatel y'(t;)din ecuatia (1.10:

yi+1h_ Yi = f(t,y;), i=01.,N-1 (114)
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Se observa ca metoda lui Euler nu face altceva decat sa urmeze panta
(tangenta) din nodul curent pentru a calcula valoarea din nodul urmator.

Exemplu 1: Fie problema Cauchy
{ y'(t) =t?y(t), te[0]]
y(0) =1
t3
care are solutia analitica y(t)=e3s1 se poate obtine de exemplu in
Mathematica:
In[1]:= Dsolve[{y'[x] = x~2y[x], y[0] =1}, y[x], x]

%3

Oout[1]= {{y[x] - e 3 }}
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Rezolvam numeric folosind metoda lui Euler, programul Matlab este:

sexemplu Euler

a=0,;b=1; scapetele 1ntervaluluil
h=0.2; pasul retelei

N=round ( (b-a) /h)+1; S%$numarul de noduri
y=zeros (N,1);%initializam vectorul solutie
v(1l)=1; sconditia initiala

for 1i=2:N

t=(1-1) *h;

y (1) =y (i-1) +h*t 2%y (i-1) ;
end

plot(a:h:b,y, '-ob') %reprezentam grafic solutia numerica
hold on

tl=a:0.1*h:b;

vexact=exp (tl.”3/3);%solutia exacta

plot (tl, yexact, 'r')Sreprezentam grafic solutia analitica
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Nodul | h=0.2 h=0.1 | h=0.01 | analitic
0.0 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000
0.2 1.00800 1.00500 1.00287 1.00267
0.4 1.04025 1.03027 1.02237 1.02156
0.6 1.11515 1.09404 1.07651 1.07465
0.8 1.25789 1.22110 1.18951 1.18609
1.0 1.50947 1.45201 1.40120 1.39561

h=0.2, 01,001, analtic

W

Figura 4. Solutiile numerice si
solufia analitica pentru problema
descrisa in Exemplul 1.
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Se observa ca intre solufia numerica s1 cea analitica exista diferente s1 ca
diferentele scad pe masura ce pasul este mai mic. De asemenea se observa
ca eroare se acumuleaza s1 de asemenea se propaga pe masura ce inaintam
in timp. Intuitiv se observa ca diferenta dintre solufia exacta s1 cea
aproximativa intr-un punct (local) este data de restul din formula lu1 Taylor
si cd este de ordinul O(h?). Totusi dupi ce se calculeazi valorile pentru mai

multe noduri, de exemplu N —1 noduri, eroarea propagata este (N —1)-O(h?)
s1 finand cont ca pasul h=(b—a)/(N -1) avem o eroare propagata b%ha-O(hz),

adica o eroare globala de trunchiere de ordinul O(h).

Urmand definitiile de mai1 sus s1 tinand cont de faptul ca y(t;) este solutia
exactd, adica y'(t)= f(t,y(t)) = f(t;,y;), avem:
Tty h) = Yier =i Y(tig)-Y() ) y(ti ) - V() ) y(ti ) - Y(t)

h h h h

16



s1 dezvoltand y(t;,;) = ¥(t; +h) obtinem:
T(ti,yi,m:'y*'(ti>—%[v<ti>+h'y"(ti>+%hz'y*"(f)—'y*(ti)}=—§h9“(5), E et ti).

(1.15)
Daci f(t, y(t)) este de clasa C?, avem

of _ of &y of
y'(t) = { @dt}( y(t)) = {—H‘&}(t y(t)

marginitd in intervalul [t;,t;,;] deoarece functia f(t,¥(t)) s1 derivatele ei
partiale sunt marginite. Atunci putem scrie (1.15) sub forma:

T(t,y:.h) = —% [t + 1, k&, 72, adici  [T(t,y;,h) <Ch

si deci, metoda lui Euler este de ordin p=1. Daca consideram f(t, y(t)) de

clasd C?atunci putem merge mai departe cu dezvoltarea in serie Taylor si
obtinem:

T(ti,yi,h):—%h[ft+ff—y](ti,yi))+0(h2), h -0
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s1 obfinem o functie de eroare principala
1
z(ti, Yi) =—§h[ft + ffy](ti Yi)

Dorim sa analizam efectul une1 perturbatii mici de marime 6 in y,, pentru o

ecuatie diferentiala data (1.10) s1 un pas dat h s1 sda vedem in ce conditil
eroarca propagata este mai mica decat ¢ pentru orice y,, n>m.

O astfel de perturbatie poate sa apara din cauza erorilor de reprezentare a
numerelor in calculator.. O metoda va fi stabila daca nu va amplifica aceste
erorl. Consideram urmatorul exemplu:

y'(t) = Ay(t), y(0)=y,, 4= constant (1.16)

care are solutia analiticd y(t) = y,e™. Aplicim metoda lui Euler (1.13) si

avem.
Yia = Yi +hAy; = (@+hA)y;

ceea ce conduce la:
18



y1 = @+hA)y,
Yo = (L+h2)y; = L+h2)*y,

Yn = (1+ h/I)Yn—l — (1"' hi)n Yo

Daca consideram ca am pornit de la valoarea inifiala perturbata z, =y, +o6
atunci z, =(1+ha)"(yq +0) =y, +(1+ha)" 5, iar eroarea propagata va fi
Z,—Y, =+h)"s

Daca dorim ca aceasta eroare sa fie mai mica decat perturbatia initiala,
atunci trebuie sa impunem conditia (1+hA)" s < &, adica:
(1+ha) <1.

Marimea |(1+h4) se numeste factor de amplificare. Pentru a 1 indeplinita

conditia de mai sus trebuie ca: hie[-2,0] ceea ce Inseamna ca eroarea se va
amplifica infinit pentru 2>0, 1ar pentru 2<0 daca |4/>>1 atunci pasul h
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trebuie sa fie foarte mic. Acest lucru face ca metoda explicita a lui Euler sa
fie de obicel neutilizabila.

1.2.2. Metoda implicita a lui Euler
O solutie a problemei descrise mai sus este metoda implicita a lu1 Euler:

Yo =VYa
. 1.17
Yier = VYi +h £ (i, Yig) 1=0,1..,N-1 (1.17)
in care, spre deosebire de metoda explicita, pasul se va considera la
momentul i +1 in loc de i in functia f.

Consideram din nou problema de mai sus (1.16) care in cazul implicit se
discretizeaza astfel:

1
Yisr =i +hAyiyg = (_h7) Vi
Yn == : y
" a—h)n

1ar pentru marginirea erorii propagate trebuie impusa conditia:
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1

1-hA

Asadar metoda implicita poate fi utilizata fara restrictie pentru orice 1<0,

<lsau[1-hi/>1sau hie(0,2).

lar pentru 1 >0 se pot utiliza pasi h de marime rezonabila.

A =-100; h=0.02
[
1

roro T ' N N A A N S S
0 T T T O O e oxplicit
; ; donoa o on exact |
" Bononob o — - — implicit |
02
oafl i i EEDHEEHD s by Figura 5. Solufiile numerice s
ool fEii i i solutia analiticd pentru (L.16).
T 100 N T O
0 (0.2 0.4 (0.6 0.5 1



Consideram din nou problema Cauchy:

{y'(t)=f(t,y), a<t<b

1.18
Y(a) =Ya ( )

Avand in vedere ca metoda lui Euler s-a obtinut prin
trunchierea unei serii Taylor la doi termeni, o noua
metoda se poate obtine in mod natural, asa cum a propus
chiar Euler, prin refinerea mai multor termeni in serie.
Consideram o retea de puncte in intervalul [a,b]
a,a+h,a+2h,...,a+ih,..,a+(N-Dh,b
Sau

Sir Brook Taylor t; =a+ih, 1=1...,N
(1685 — 1731)
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Astfel putem scrie intr-un punct t;,;:

h2 hn hn+1

Y(tia) = y(t +0) = y(E) +hy () + 2y )+ y P )+ sy T )
n! (n+1)!

(1.19)
unde & e (t;,t;,,). Prin diferentieri succesive ale solutiei problemei (1.18)

avem.
y' (1) = £t y())
y" (1) = T°(t, y())

(1.20)
y W) = f "D, y())
s1 inlocuind relatiile (1.20) in ecuatia (1.19) avem:
2 n+1
Y(tig) = y(t))+h f(ti,yi)+“ (Y e E Dy + 1 O &)
n! (n+1)!
(1.21)
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Renuntand la rest obtinem metoda dezvoltari in serie Taylor:
Yo =VYa

1.22
Viaa = Yi +he™M (@, yi,h), 1=0,1,..,N-1 (122

unde
n-1

§0 6y = 6L+ v+ ()

Se poate observa ca metoda lui Euler este un caz particular al metodeil
dezvoltarii in serie Taylor si are loc pentru n=1.

Exemplu 1: Fie problema Cauchy

y' () =te YV y(0)=1 te[0,3]

2
care are solutia analitica y(t) = In(e+t2}
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Putem scrie dezvoltarea in serie Taylor de ordinul 3:
h? he .
y(tisa) = y(t) +h f(ti,yi)"'? f'(ti,)’i)+a f(t,yi)

unde tinand cont ca y-ypavem:

f(t,y)=te’
f'it,y)=e —ty'e”’ =e 7 (1-ty)= e_y(l—tze‘y)
fry) =-ye Y l-t%e Y Jre Y (2t +t2ye V)
:e‘y(—3t+2t3e‘y)
Rezolvam numeric folosind metoda lui Taylor pentru n=1,2,3, Iar

programul Matlab este:

sexemplu Taylor
a=0;b=3; $capetele intervalului
N=10; prasul retelei
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—y3(1i-1))*

vectorul solutie pentru
vectorul solutie pentru
vectorul solutie pentru

$conditia initiala

1) +h*t (i-1) *exp (-y1 (i-1)) ;
1) +h*t (i-1) *exp (-y2 (i-1))+. ..
*(1-t(i-1) "2*exp(-y2(i-1)));

3*t (1-1)+2*t (1

h=(b-a)/(N-1); %numarul de noduri
yl=zeros (N,1);%initializam
y2=zeros (N,1);%initializam
y3=zeros (N, 1);%initializam
yl(1)=1; y2(1)=1; y3(1)=1;
t=a:h:b
for 1=2:N

y1(i)=yl (i-

y2 (1) =y2 (i-

0.5*h"2*exp (-y2(i-1))
yv3(1)=y3(1i-1)+h*t (i-1)*exp(-y3(1i-1))+
0.5*h"2*exp (
1/6*h"3*exp (-2*y3(i-1)) * (-

1))):
end
hold on

plot(a:h:b,yl,"'.-k")
plot(a:h:b,y2,"':k")
plot(a:h:b,y3, 'k")

tl=a:h:b;

vexact=log (exp (1)+tl1l."2/2);
Sreprezentam grafic solutia analitica

plot(tl, yexact,'r')
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w N =

(1-t(i-1)"2%*exp(-y3(i-1)))+
-1) "3*exp(-y3(1i-

$reprezentam grafic solutia numerica



Nodul

n=1

n=2

n=3

exact

0.0000
0.3333
0.6667
1.0000
1.3333
1.6667
2.0000
2.3333
2.6667
3.0000

1.0000
1.0000
1.0409
1.1194
1.2282
1.3583
1.5012
1.6497
1.7991
1.9462

1.0000
1.0204
1.0797
1.1712
1.2864
1.4170
1.5561
1.6986
1.8409
1.9808

1.0000
1.0204
1.0789
1.1692
1.2832
1.4129
1.5516
1.6939
1.8364
1.9766

1.0000
1.0202
1.0786
1.1688
1.2829
1.4127
1.5514
1.6939
1.8364
1.9766

Eroarea locala de trunchiere a metodel

T,y )= Y

1] - ~ 1 h"
=y, = T+ () + S0 e T () +

y(ti,,) - y(5)

h

hn
(n+1)

h

=" (t;, y;, h) -

y &), & eltizgnt]
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(n+1)
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unde am considerat ca V() este solutia exactd, iar f& reprezintd
diferentiala de ordinul k functiei f. Avem atunci:

Cn n
Tt yi h)< (n+D)! (1.23)
deci metoda este de ordinul o(h" Jiar functia de eroare principala va fi
oy )eo T gy 1.24
z(ti, yi) (n+1) P2, y5) (1.24)

Se observa ca pentru a obtine o metoda de ordin mare este necesar sa
calculam mai multe derivate partiale, lucru care poate fi efectuat cu ajutorul
calculului simbolic.

1.2.3. Metode de tip Euler imbunatatite

In metoda lui Euler trecerea de la pasul ila pasul urmitor i.: se face urmand
panta solutiei In punctul curent. Se poate incerca Imbunatatirea metodel
daca evaluarea se face mai repede, in mijlocul intervalului [t;,t; ; |:
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y()

- —

>Ymodificat

i ) / J

t tiswe tiv1 t

v

Figura 7. Aproximarea in metoda Euler modificata
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Daca evaluarea se face in mijlocul intervalului [t;,t;,;], adica in punctul

not 1 . .
tiig/p =1t +§h atunci metoda se scrie:

Y(tiaa) = Yt + 0 F(tisasa, Yiaso) = Y(G) +h f(ti +2h i+ bR, mj (1.25)

unde pentru a calcula vy;,;,, am folosit metoda lui Euler explicita cu pasul

1 -/ o/ -/ o/
Eh. Se observa ca pentru a trece la pasul urmator este necesara o

,imbricare”, adica avem de calculat f(x,, f(x;,y;)) si din motive de
Implementare vom scrie:

1 1
y(tii) =y(tj) +hflti+-hy; +—hf(t,y;)
2 2 ——
Ky (t,y;) /

Kz(ti\’KYi’h)

Sau
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Ke(tiyi) =T, yi)
KZ(ti y Vi h) = f(tl +%h, Yi +%hKlj (126)

Yia = Yi +hK,

Metoda descrisa de ecuatiile (1.26) poarta denumirea de metoda lui Euler
modificata.

O alta posibilitate de imbunatatire a metodei lui Euler este sa evaluam
panta in punctele (t;,y;) si (ti.q,y; +hf(t;,y;)) si sd alegem ca si panta de
continuare media lor aritmetica. Se obtine astfel o noud metoda numita
metoda lui Heun (Karl Heun, 1859 — 1929) sau metoda explicita a
trapezului:
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panta = f(ti+1, yi+hf(t;, i)

Vi panta medie

\ panta = f(t;, yi)

1:i+1

Figura 8. Aproximarea in metoda lui Heun
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Ki(tinyi) = (. y)
Ko (ti, yi h) = f(t +h,y; +hKy) (1.27)

1
Yiaa =Y +§h(K1 +K,)

Vom arata ulterior ca ordinul de exactitate al metodei lur Euler modificate

si a metodei lui Heun este O(n? ).

Exemplu 1: Fie problema Cauchy

y'(t)=y(t)-e', y(0)=0, te[0,]

care are solutia analiticd y(t) = —te
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Dam in continuare programul Matlab care rezolva ecuatia diferentiala

folosind metoda modificata a lui Euler:

[®)

sexemplu metoda Euler modificata

a=0,;b=1; Scapetele 1ntervaluluil
N=11; pasul retelei

h=(b-a)/ (N-1) %numarul de noduri

y=zeros (N,1);%initializam vectorul solutie pentru Euler
modificat

yve=zeros (N,1);%solutia exacta

v(1)=0;ye (1)=0; sconditia i1nitiala

t=a:h:b; Spasii de timp

for 1=2:N
Kl=y (i-1)-exp(t(i-1));
K2=y (i-1)+0.5*h*Kl-exp(t (i-1)+0.5%*h) ;
v(1i)=y(i-1)+h*K2;
ye (1)=-t (1) *exp (t(1));
end
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plot(a:h:b,y,'.k"'") Sreprezentam grafic solutia numerica
hold on

plot(a:h:b,ye, 'b') Sreprezentam grafic solutia exacta
[t' ye y abs(ye-vy) ] %afisam valorile in noduri si eroarea

st programul Matlab pentru metoda lu1 Heun:

o

sexemplu Heun

a=0;b=1; $capetele intervalului
N=11; $pasul retelei

h=(b-a)/ (N-1) %numarul de noduri

y=zeros (N,1);%initializam vectorul solutie pentru Heun
ye=zeros (N, 1);%solutia exacta

v(1)=0;ye(1l)=0; $conditilia initiala

t=a:h:b; Spasii de timp

for 1i=2:N

Kl=y (i-1)-exp(t(i-1));
K2=y (i-1)+h*Kl-exp (t (1)) ;
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y(1-1)+0.5*%h* (K1+K2) ;
=-t (1) *exp(t (1))

plot(a:h:b,y,'.k"'") Sreprezentam grafic solutia numerica
hold on
plot(a:h:b,ye, 'b') Sreprezentam grafic solutia exacta

[t' ye v abs(ye-vy)] %afisam valorile in noduri si eroarea
Nodul | y, Ye  |lY=Yel | Yem ||Y—YEn|YH Y- YH
exact
0.0 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.1 -0.1105 -0.1000 0.0105 -0.1101 0.0004 -0.1103 0.0003
0.2 -0.2443 -0.2321 0.0122 -0.2434 0.0009 -0.2437 0.0006
0.3 -0.4050 -0.3908 0.0141 -0.4035 0.0015 -0.4039 0.0010
0.4 -0.5967 -0.5804 0.0163 -0.5945 0.0022 -0.5952 0.0015
0.5 -0.8244 -0.8056 0.0188 -0.8212 0.0032 -0.8222 0.0022
0.6 -1.0933 -1.0717 0.0216 -1.0890 0.0043 -1.0903 0.0030
0.7 -1.4096 -1.3848 0.0248 -1.4040 0.0056 -1.4057 0.0040
0.8 -1.7804 -1.7520 0.0285 -1.7732 0.0072 -1.7753 0.0051
0.9 -2.2136 -2.1810 0.0326 -2.2045 0.0092 -2.2071 0.0065
1.0 -2.7183 -2.6810 0.0373 -2.7068 0.0115 -2.7100 0.0082
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g 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 9. Variatia erorii pentru metoda lui Euler, metoda lui Euler

modificata s1 metoda lui Heun
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1.2.4. Metode de tip Runge — Kutta

Consideram problema cu valori initiale (1.18) si dezvoltarea in serie Taylor (1.19).
Am vazut ca pentru a obtine o metoda de ordin superior folosind (1.22) apare
necesitatea calculului derivatelor de ordin superior. Runge a aratat in 1885 ca
pentru calculul derivatelor superioare se pot folosi pasi intermediari de timp
t, + phelt;,ti,4 |, iar mai tarziu Kutta (1901) a implementat metoda.

Carl David Tolmé Runge Martin Wilhelm Kutta
(1856 — 1927) (1867 — 1944)
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Vom exemplifica in continuare calculul metodeli Runge-Kutta de ordin 2.
Consideram dezvoltarea in serie Taylor (1.19) pe care o trunchiem la

derivata de ordinul 2:
h2

Yiaa =Yi+hy) S y"i (1.28)

Din (1.18) avem ca y,;=f(t,y;) lar prin derivare avem
y”i = % (tl » Yi ) +%(ti ' Yi ) f (tl ' Yi )Sl inlOCUind n (128) avem.

2
Yiaa =Y +0T (G, yi)+ h2 B]; +2; f}(ti Yi) (1.29)
=Y; +he(t;, yi, h)
Folosind 1deea lui Runge trebuie sa gasim in continuare o aproximanta a lui
» astfel incat sa difere de ¢ printr-o marime de ordinul O(hz) sau de ordin
mai mare §i care sa nu depinda de y'. Pentru aceasta vom dezvolta formal
pe f considerata functie de douad variabile (t,y) in serie Taylor:
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fteatysay)= £t y)e T ats T ay e 20T (o +282—fAtAyﬂ(Ay)
ot oy T 2| at? otoy oy*
(1.30)
In ideea folosirii pasilor intermediari vom considera At= ph. Din relatia
(1.28) avem ca Ay = hy; +o( ) dar din considerentele expuse mai sus vom

lua Ay = ghy;'= ghf (t;, y:). Inlocuim in ecuatia (1.30) si avem:
of of
f(tj + ph, y; +ahf (t;, yi )= (&, yi )+ pha(ti  ¥i)+ahf (t;, yi)@(tth)""O(hz)
(1.30)

Consideram in continuare o functie corespunzatoare unei metode cu un pas
de forma:

(ti, i h)=cy f(t;,yi)+c, f(t; + ph, y; +ahf (¢ Yi ) (1.31)
unde c,,c,, p si g sunt constante ce trebuie determinate. Inmultind (1.30)
CU c, s1 inlocuim in (1.31) obtinem:
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é(ti, yi.h)=(c, +C2)f(ti’Yi)+h{C2 p%(ti’yi)"'cqu(ti’yi)%(ti Vi )}ro(hz)

(1.32)
Se observa ca diferenta dintre (1.31) si (1.32) este de O(hz), lar pentru
determinarea constantelor c,, c,, p si g comparam ecuatiile (1.29) si (1.32).
Astfel se obtine:

C,+Cy =1, ,czp:%, czq:% (1.33)
Se observa ca p=q=2i sl ¢; =1-c¢,, dect metoda nu are solufie unica.
C2

Fixand valori pentru ., se obtine o familie de metode. De exemplu alegand

C, :% (c; = % p=q=1) obtinem metoda lui Heun:
1
Yiaa =i +§h(f (&, yi)+ F(tG +h, yi +hf (5, i)
iar alegand c, =1(c, =0,p=q= %) se obfine metoda lul Euler modificata:
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1 1
Yiaa =VYi "'hf(ti +§h, Yi +§hf (ti1Yi)j

Din ecuatia (1.30) se poate obtine eroarea de trunchiere pentru metodele de

tip Runge-Kutta:

h2| ,0°f 0 f 0° f

C2 {p —— §)+2pq—(n £)+q* —(n. 5)} (&) e lti tia <[y Vil
ot? otoy oy°

s1 se observa ca pentru metoda lui Heun avem:

1h%| 6% f 82 0% f

> Lﬁtz (17,8)+2 oy &)+ o2 — . 5)}
1ar pentru metoda lui Euler modificata

1h?|o%f 0° f 0° f

- 27 i

1o L?tz (17,8)+ oy (7, &)+ o2 > (7, 5)}

Deci metodele Heun si Euler modificata sunt de metode cu ordinul de
exactitate O[h?), iar eroarea de trunchiere a metodei lui Euler modificate
este jumatate din cea a metode1 lu1 Heun.
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