Prelucrarea datelor experimentale

Exemplu (ITWM Kaiserslautern)

e [dentificarea coeficientulu1 transferului de caldura dintre sticla topita si

forma solida 1n care este turnata:
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Exemplu (AQTR 2008)
Dererminarea puterii anuale a unei turbine eoliene:

P, [W]=05-p,. -S v
P,... —total wind power pass through swept area S
puer  — airdensity [kg/m’]
S — swept area of rotor wings [m’]
v —wind velocity [m/s].

Wind velocity dependence upon height Wind direction distribution
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Obiective
Initirea in problematica si metodele de prelucrare a datelor experimentale

Continutul disciplinei
e Erori. Masurare s1 clasificare.

e Interpolarea datelor (polinomiala, spline). Calculul eficient al
polinoamelor de interpolare.

e Metoda celor mai mici patrate.

e Regresie liniara. Modelul liniar. Predictie. Inferente asupra
coeficientilor s1 modelului. Potrivirea curbelor

e Modele liniare generalizate
e Elemente de statistica multidimensionala
e Metode numerice

e Vizualizarea datelor - grafica 2D s1 3D. Tehnici de vizualizare a
volumelor.
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Cerinte
e Predarea tuturor laboratoarelor — in fiecare saptamana se va primi un laborator ce are
termenul de predare doua saptamani. Intirzairea cu o saptamana scade nota acordati
laboratorului cu 1 punct.

e Proiect final (fiecare student va primi o tema pe care o va rezolva, redacta si prezenta)
e Nota finala: 50% laboratoare +50% proiect



Erori

1. Introducere

In prelucrarea datelor provenite din experimente sa apara diferite tipuri de
€rorl;
1) Eroriin datele de intrare
a) Erori personale sau greseli — neatentia citiri1 unui
instrument,pozitionarea ochiului, eroare de calcul, etc
b) Erori sistematice — legate de calibrarea instrumentelor sau a tehnicii
de utilizare a acestora

c) Erori aleatoare — din cauza fluctuatiilor de caldura, tensiune, etc



2) Erori de rotunjire — restrangerea numarului de cifre cu care lucram
3) Erori de aproximare. Dintre acestea amintim:

a) Erori de trunchiere:

X n 2 3
e =n=0;!= 1+:1:+§ §+T+
. x® x” x’
Slnxzr—§+a_ﬁ+
- Xx: (_1)~n..x2n+1
— (2n+1)! °
;132 ;134 ;7:6
cosx:1—§+a_a+...
= (_l)n.xzn,
=2 2n)!



b) Erori de discretizare
Exemplu:
Fie ecuatia diferentiala:
f"+f+f =0
f(0)=0, f(1)=0

Pentru a rezolva numeric introducem o retea de puncte
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Aproximam derivatele prin

) = f(xi+1)_2f(;i)+f(xi—l); 1100 = S (xi41) = f(xi-1)
Ax 2Ax
Problema se reduce la rezolvarea sistemului de ecuatii
J1=0
Ji+1 —2f;+fi—1 L Jivl — Jin e f220, i=2: N1
Ax 2Ax
SN =0

Pe langa erorile introduse anterior (discretizare) se mai introduc erorile

datorate algoritmului de rezolvare a sistemului neliniar de ecuatii.



Datele obfinute experimental se mai caracterizeaza s1 prin acuratete si

precizie. Daca datele obtinute experimental sunt grupate vom spune ca

acestea sunt precise, 1ar daca sunt apropiate de valoarea pe care o

aproximeaza vom spune ca sunt caracterizate de acuratete.

Probability
density

Reference value
'y
Accuracy
- >
N
J \, >
< ——» \alue
Precision



Exemplu

Accurate

Inaccurate
(systematic error)

Precise

Imprecise
{reproducibility error)
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2. Masuri ale erorii

Definitie. Fie X un spatiu liniar normat si x € X s1i A € X. Elementul
x* € A se numeste aproximanta a lui x din 4.(notam cu x* = x).
Definitie. Fie x™ o aproximanta a lui x. Atunci
Ax = x — x™ - se numeste eroare

|Ax]|| = ||x — x*|| - se numeste eroare absoluta

Definitie. Marimea

11



In practicd masuritorile se fac de obicei cu ajutorul instrumentelor dotate

cu o scala gradata cu unitati s1 subunitafi de masura specifice. Se poate
. g . g 1. .
considera ca eroare de citire este un numar egal cu + E din subdiviziune.

v Daca se masoara cu metrul se poate presupune o eroare de +£0.5 mm.

v" Pentru méasurarea unui unghi cu raportorul se accepti o eroare de +0.5°.

v" Daca se fac masuratori de timp, atunci pornirea $i oprirea cronometrului
necesita £0.25 secunde.

v' In masuritorile din electricitate se accepta abateri de +3% din valoarea

masurata.
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3. Propragarea erorilor
Fie doua marimi A si B masurate sau obtinute cu erorile AA s1 AB
Adunarea
C=A+B
C£AC=(A+AA)+ (B:AB) = (A+B) £ (AA+ AB)
AC = AA+ AB
Scaderea
C=A-B
C+AC=(A+AA) - (BxAB) =(A - B) = (AA+AB)
AC=AA+ AB

13



Inmultirea
C=(A)*(B)
C £AC = (A £AA)*(B £AB) = A*B £ B*AA + A*AB £AA*AB
+AC =+ (B*AA +A*AB +AA*AB)
sau
+AC =+ (A*B)(AA/A +AB/B +AA*AB/ A*B)
Daca AA/A<< 1s1 AB/B<< latunci (AA*AB)/(A*B) — 0.
Atunci
C=A*B s1 AC = (A*B)(AA/A +AB/B)
Impirtirea
Se arata analog ca
C=A/B st AC=(A/B)(AA/A +AB/B)

14



Operatiicomplexe

(R. Trimbitas, 2005, Analiza numerica. O introducere bazata pe MATLAB, Presa Universitara Clujeana)

Fie f : R" — R 2 = (21,.0:,24) s1 2° = (2],:..,2q ). Donm si evaluim
eroarea absolutd si relativd A f s1 respectiv 4 f cand se aproximeaza f(x) prin f(z*). Aceste
erori se numesc erori propagate. deoarece ne spun cum se propagd eroarea mitiald (ab-
solutd sau relativd) pe parcursul calculdrii lui f. Sa presupunem c¢id r = z* + Ax. unde

Ar = (Axiy,...,Arn). Pentru eroarea absolutd avem (folosind formula lui Taylor)

Af = flz1 +Axy; .0, Ty + ATn) —f{.ri.r;,] =

- df a? f
=Y Anig: xh) + 5 sztﬂrjdl,dr (6),
i=l i=1 j=1
unde @ € [(z},...,z0),(z] + Azy,..., 20 + Axy)].

Dacd Ax; sunt suficient de mici. atunci Ax; Ar; sunt neghjabile comparativ cu Ax; 51
obfinem
n

Af a2 thdf z3,...z%).

i=1
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EXAMPLE & The dimensions of a rectangular box are measured to be 75 cm, 60 cm,
and 40 cm, and each measurement is correct to within 0.2 cm. Use differentials to esti-
mate the largest possible error when the volume of the box is calculated from these
measurements.

SOLUTION If the dimensions of the box are x, v, and z, its volume 15 V = xyz and so

v 3V v
W+ gy + 2
ax ay dz

dV = z=vyzdx+ azdy + xyd:

We are given that | Ax| = 0.2, |Ay| = 0.2, and | Az | = 0.2. To find the largest error in
the volume, we therefore use dx = 0.2, dy = 0.2, and dz = 0.2 together with x = 75,
y = 60, and z = 40:

AV = dV = (60)(40)(0.2) + (75)(40)(0.2) + (75)(60)(0.2)
= 1980

Thus, an error of only 0.2 cm in measuring each dimension could lead to an error of as
much as 1980 cm’ in the calculated volume! This may seem like a large error, but it's
only about 1% of the volume of the box.

(Calculus, 5th ed., J. Stewart)
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Exemplu:Calculati numarul de moli continufi intr-un gaz perfet mentinuti intr-un
recipient care masoard 1L cu o precizie de 0,5% la o presiune P=1 atm,
determinata la o precizie de 1% s1 termostatul de 300K ce poate fi reglat cu 1/10
grade. Se di constanta R=0,08205 atm L mol 'k’

Solutie: Numarul de moli este dat de N = %
Inlocuind cu datele din problema avem N = : = 0,04062mol
300-0,08205
Inainte de a estima eroarea, calculim diferentiala
dN = a—Na’P+ a—NdT +a—NdV = —dP—ﬂdT +—dV
OP oT oV RT RT? RT
Folosind suma valorilor absolute
\ZdN\ < LdP—ﬂdT —dV = AN < LAP+ il AT +|— F AV
RT RT2 RT RT RT? RT

< AN £0,04062-0,01+0,0001354-0,1+0,04062 - 0,005 = 0,000622mol.

17



Pentru a da rezultatul corect putem retine un numar de zecimale semnificativ ale
erorii 1 avem

N =(0,04062 £ 0,0006)mo! = 0,04122mol

sau 0,04002mol ce corespunde unei
precizii de 1,5%(= 0,04122/0,0006).

Pentru eroarea relativa avem

]
. Af T pa7(T°)
I'\ :—% '1] — .,l I I ‘ -
f 7 2 1 f[IJ Z I;h nf(z") =

SN S
— zl: _]"J- -r'ﬂ,f',l E:!-r: ].I] f [.il '

Deci1

T i
: 0 :
f_'}f — E I _j'i.?r;-: lll f|:|' }lfﬁﬂ.!‘;.
e
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e FEroare relativa prin raportul:
Af
0
16
Calculul eror1 relative se poate face mai simplu folosind diferentiala functiei
logaritmice

d
dn| f |= fo
J(x7)
Exemplu: Refacefi calculul de la exemplul anterior utilizdnd diferentiala

logaritmica

Solutie: N = % = In(N) =In(P)+In(lVV)-In(R) - In(T) =

dN _dP_dv _dT

d(InN) =" = N
N P V T

AN _ i‘Aﬂ Yars —l‘AT = 0,01+0,005+ 2% ~ 0,015 = 1,5%

N |P % T 300

Se gaseste acelasi rezultat.
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De o mare importantd practicd este si problema inversa: cu ce precizie trebuie aproximate
datele pentru ca rezultatul sd aibd o precizie data? Adica. dandu-se £ > (0. cat trebue si fie
Arx; sau dxi. i = 1,n astfel incat Af sau df < £7 O metoda de rezolvare se bazeazi pe
principiul efectelor egale: se presupune cd tofi termenu care intervin in (3.3.1) sau (3.3.2) au
acelas: efect. adica

af of . .
d‘rl(T JAzi =...= D JAzZy,.
Se obtine
ﬂri ~ &f
mn é,—ﬁ;{f—{;r‘]
dri = 5f
T; a_«; In f(z*
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Reprezantarea numerelor in virgula mobila
1. Introducere

Un numar real xpoate f1 reprezentat in baza [ (trebuie sa fie para) sub

urmatoarea forma:
r=xdydids...dp 1% 0%, 0£d; <8

unde cifrele d; formeaza semnificantul sau mantisa, p este precizia, 1ar
exponentul e,in < € < emax -
Valoarea lui x este

Pentru a avea o reprezentare unica, numerele se normalizeaza astfel incat
dy # 0.

21



Atunci este necesar ca pentru reprezentarea lui zero sa se adopte conventia

0 =1.0 x gemin~1

f
q [ ; +f g +2
L ;i ma :!I e I.i man

Fig. Reprezentarea numerelor normalizate in virgula flotanta

. : +1 : . A : 9
Fiecare interval de forma [B°, B ) din R contine B’ numere in virgula

flotanta (numarul posibil de semnificanti).

Se poate observa din secventele Matlab de mai jos densitatea numerelor in

aceste subintervale:

>> eps (0) >> eps(2)

ans = ans =
4.9407e-324 4.4409e-016

>> eps (1) >> eps (4)

ans = ans =
2.2204e-016 8.8818e-016

22

>> eps (8)
ans =
1.7764e-015

>>eps (1024)
ans =
2.2737e-013



In intervalul (0, f¢min) care este gol se introduc numerele denormalizate,
numere cu semnificantul de forma 0.d;d, . . . d,-;$1 exponentul 5 emin—1

[ U O O N O U U U A A A N NN NN AN NN SN S |
LI T

—
——
——
——

L

T

& &+ & *2 a#  *3
0 {3 min e (" e

L1
UL
0

Fig. Reprezentarea numerelor denormalizate in virgula flotanta

Multimea numerelor reprezentate in virgula flotanta este o submultime a
numerelor rationale s1 se noteaza:

FlO.p, emin. €max. denorm), denorm € {true, false).

Spunem ca avem depasire superioara sau inferioara daca

"

r e (1w [T rl |_|I-

Sau

23



Se definesc operatiile obisnuite pe aceastda mulfime, dar trebuie sa tinem
cont ca:

(ray)@z#ra(y®z2) (z@Y)E2#20(¥82)

(ray)@:#£1020YS 2.

De exemplu in Matlab avem:

>> (0.1+0.1)-0.2 >> (0.140.140.1)-0.3
ans = ans =
0 5.5511e-017

Pentru masurarea eroru de reprezentare, in afard de eroarea relativa, se foloseste ulps
— umits m the [ast place (umtif in ultima pozifie). Dacd numirul = se reprezintd pnn
dy.dydy . ..dy, | x 5%, atunci eroarea este

do.dyd; . ..dp_y —2/0°| BF ‘ulps.

24



Eroarea relativa ce corespunde la sulps este

L. N P,
?j P -;:}u]m-_- ?J ¥

cicl eroarea absoluta este 0.0...04" x 5%, cu ' = £. Valoarea eps — £/ P se numeste
P
epsilon-ul maginii.
Rotunjirea mplicita se face dupa regula cifrel pare: dacad r — dpd,...d, d,... 9
d, > -‘% rotunjirea se face in sus, dacd d, < -‘; rotunjirea se face in jos. 1ar daca d, -'% 51
printre cifrele ehminate exist una nenula rotunjirea se face in sus. 1ar in caz contrar ultima
cifrd pastratd este pard Daca notim cu fl operafia de rotunjire, operatule antmetice din ¥ se
pot defimi prnin
r@y=H(roy).
Pentru operatiile in virgula flotanta se poate folosi axioma fundamentala a
aritmeticii in virgula flotanta
Ve,y € F, 3 cu |d| < eps astfel incatx @ y = (z o y)(1 + 4).

ce ne spune caorice operatie in virgula flotanta este exacta pana la o eroare
relativa de cel mult eps.

25



In Matlab avem:
>> 1-3*(4/3-1)
ans =
2.220446049250313e-0106

>> 1-3*(7/3=-2)

ans =
-4.440892098500626e-016

Acest lucru se datoreaza reprezentaru finite a unor numere infinite. Astfel

4/3 nu se poate reprezenta exact cu ajutorul unui numar finit de termeni
binari.

41 | 1%

1_.__:__;____1__2_

3 2 1-1 |
k=)

| y A, 1

]
2 — 1.010101010101 - -
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2. Anularea

Fie x s1 y calculati cu erorile lor relative:
rRr(l+6;) siy~ y(l+0y)

Atunci:
Opy = 0z + 0y,
Saiy =0~ 8y,
Sagy =Yg

r+y ’ r+y

Singura operafie criticd din punct de vedere al eror este sciderea a doud cantititi apropiate
r A2 Y. caz n care d,_, — o0. Acest fenomen se numeste anulare s1 este reprezentat grafic
in figura 3.3. Aici b, b, b sunr cifre binare acceptabile. iar g-urile reprezintd cifre binare
contaminate de eroare (gunoaie — garbage digits). De notat ¢d. gunoi - gunoi = gunot, dar mai
important. normalizarea mutd prima cifri contaminati de pe pozifia a 12-a pe pozifia a treia.

X =1L} |0 SEILIEBESE IESE LA ININE e

y =1 (0 |1]1]O0]JOo|1]O]|1|& | |glglglg e

xy =|0 |0 |Oo|OjOo]JO|JO|JO|O|® | |glaglglyg e
=" b | g glalglf|T1T]7? s ol | I e-9
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Anularea este de doud tipuri: benigna. cand se scad doud cantitin exacte s1 catastrofala.
cand se scad doud cantitifi deja rotunjite. Programatorul trebuie si fie constient de posi-
bilitatea aparitier anulirn s1 sd incerce sd o evite. Expresule in care apare anularea trebuie
rescrise. 1ar o anulare catastrofald trebwie intotdeauna transformati in una benignd. Vom da
in continuare cateva exemple de anulin catastrofale s1 modul de transtormare a lor .

Exemple:

(R. Trimbitas, 2005, Analiza numerica. O introducere bazata pe MATLAB, Presa Universitara Clujeana)

Exemplul 3.4.1. Daci a ~ b, atunci expresia a® — b* se transformi in (a — b)(a + b). Forma
init1ald este de preferat in cazul cand a > bsau b > a. O

Exemplul 3.4.2. Dacd anularea apare intr-o expresie cu radicali. se amplificd cu conjugata:

VeE

d==0

A
VI+to+ vz | o

Exemplul 3.4.3. Diferenta valorilor unei functn pentru argumente apropiate se transforma
folosind formula lui Taylor:

&=
flx+6)— f(z)=4df'(x) + Ef”{.r] 4.+ feC"a,bl. o

28



2. Standardul IEEE754
Standardul IEEE754 prevede ca B = 2 (reprezentarea in baza 2)

Precizia
Stmpld | Sunpld extinsd | Dubld | Dubl3 extins3
P 24 > 32 53 > 64
Emax +127 > +1023 +1023 > + 16383
€1nin -126 < —1022 -1022 < —16.382
dim. exponent 8 > 11 11 > 15
chm. numér 32 > 43 64 > 79

Reprezentarea exponentulul se numeste reprezentare cu exponent deplasat, adici in loc
de € se reprezintd e + D, unde [ este fixat la alegerea reprezentini.
In cazul IEEE 754, D = 127.

Deplasamentul D este necesar pentru reprezentarea exponentilor negativi.

29



Deoarece in baza 2 singurele cifre sunt 0 s1 1, prin normalizare d, = 1.
Atunci acest bit nu se mai reprezinta si se mai castigda un bit in
reprezentarea mantiset:

(—1)°2°(1 + )

|IEEE Floating Point Representation

s exponant mantissa

1 bit 8 bits 23 bits

|IEEE Double Precision Floating Point Representation
1 bit 11 bits 52 bits

5 exponsnt mantissa

30



In standardul IEEE 754 existd urmitoarele cantititi speciale:

Exponent Semnificant Ce reprezintd
g =1 f=0 ()

£ = Ermin — 1 f£0 (. i 2Fmis
Emin = € S €max ]-..iF X 27

€ = Emar + 1 f=10 + o0

& = €maz + 1 f=£0 NalN

NaN. Avem de fapt o familie de valori NaN, operatiile ilegale sau nedeterminate conduc
la NaN: oo + (—o0), 0 x o0, 0/0, oo/oc, 2 REM (), oc REM y, +/ pentru z < (). Dacd un
operand este NaN rezultatul va fi tot NaN.

Infinit. 1/0 = 0o, —1/0 = —oo. Valornle infinite dau posibilitatea continudrii calculului,
lucru mai sigur decat abortarea sau returnarea celui mai mare numdr reprezentabil.

To—7 pentru x = oo da rezultatul 0.

Zero cu semn. Avem doi de 0; +0, =0; relatiile +0) = =) 51 =0} < +2c sunt adevirate,
Avantaje: tratarea simpla a depasirilor inferioare si discontinuititilor. Se face distincjie intre
logl = —oo si logxr = NaN pentru z < (). Fard 0 cu semn nu s-ar putea face distinctie la
logaritm intre un numdr negativ care di depisire superioari si 0.
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Ex. Single precision representation of -0.453125.

sign bit axponent significand
. ’ ’
1  1' »* 1 1 % & 1 I 1.1 o e 0 O O @ 0 0 0009 82 00 0 0 % 0 0

-3 125 1/2 + 1/4 + 1/16 = 0.8125

bias  phantom bit

oo
-1 x 2125127 » 1,8125 = -0.453125

EXCIIlpllJ.I (http://introcs.cs.princeton.edu/java/lectures/9scientific.pdf)
Reprezentati grafic functia:

1 —cosx

f(x) = -

X
-4-10% < x = 4108,
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public static double £l (double x) {
return (1.0 - Math.cos(x)) / (x* x);

}

Ex. Evaluate £1(x) for x =1.1e-8.
. Math.cos(x) = 0.99999990999999988897769753748434595763683319091796875.

Mg

s (1.0 - Math.cos(x)) = 1.1102e-16

,

nearest floating point value agrees with
exact answer to 16 decimal places.

inaccurate estimate of exact answer (6.05 - 10°17)
» (1.0 - Math.cos(x)) / (x*x) = 0.9175

ky

80% larger than exact answer (about 0.5)

Catastrophic cancellation. Devastating loss of precision when small
numbers are computed from large numbers, which themselves are
subject to roundoff error.
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Numerical Catastrophes

Ariane 5 rocket. [June 4, 1996]
. 10 year, $7 billion ESA project exploded after launch.
» 64-bit float converted to 16 bit signed int.
. Unanticipated overflow.

Copyright, Arianespace

Vancouver stock exchange. [November, 1983]
» Index undervalued by 44%.
» Recalculated index after each trade by adding change in price.
. 22 months of accumulated truncation error.

Patriot missile accident. [February 25, 1991]
. Failed to track scud; hit Army barracks, killed 28.
» Inaccuracy in measuring time in 1/20 of a second
since using 24 bit binary floating point.

Sau
http://ta.twi.tudelft.nl/users/vuik/wi211/disasters.html
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MATLAB utilizeazd numere in virguld flotantd dubli precizie, conform standardului
IEEE. Nu se face distincfie intre numerele intregi sau reale. Comanda format hex este
utild la vizualizarea reprezentiri in virguld flotantd. De exemplu, reprezentirile lui 1, -1, 0.1

si ale secfiunii de aur, ¢ = (1 + -._xﬁ}f’E, se obtin cu:
= format hex

2o 1,-1
aliE- =
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Se considera ca fractia f satisface 0 € f < 1, iar exponentul —1022 < e < 1023. Sistemul
de numere in virgula flotanti al MATLAB poate fi caracterizat de trei constante: realmin,
realmax §1 eps, Constanta realmin reprezintd cel mai mic numar normalizat in virgula
flotanti. Orice cantitate mai mica decit ea este fie un numir denormalizat, fie di depisire
inferipard. Cel mai mare numdr reprezentabil in virgul flotanti se numeste reaIlmax. Orice

cantitate mai mare decat el di depdasire superioard. Epsilon-ul masinii este desemnat prin
eps. Valorile acestor constante sunt

binar zecimal hexazecimal
a2ps e 2.2204460492503 1 3e-016 k0000000000000
realmin 2-10% 2.225073858507201e-308 0010000000000000
realmax (2—eps)x2'"22 | 797693134862316e+308 2 TEefffffffffffff
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Exemplu
>> format hex
>> 1.5
ans =
3£f£8000000000000

001111111111 1000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000

Conversion Code - Chart
DECIMAL | 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
HEX 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A B C D E F
BINARY 0000 0001 0010 0011 0100 0101 0110 0111 1000 1001 1010 1011 1100 1101 1110 1111

0 semnult+ =>s=()
e+1023 =011 11111111 =3*16°+15*16+15=1023 =>e=0
f= 1000 0000 00...=1*2"" =1/2=0,5
Atunci
D)’ * 2°*(14)=1.5
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