
1 

 

III. Ecuaţii cu derivate parţiale 

 

III.1. Noţiuni teoretice introductive  

Cele mai multe aplicaţii tehnice sunt modelate cu ajutorul ecuaţiilor cu 

derivate parţiale. Amintim aici domenii precum mecanica fluidelor, 

transfer de căldură, masă şi radiaţie. Dam în continuare câteva exemple de 

simulare: 

- radiatorul unui procesor : 
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- curgerea aerului în jurul unui avion sau a unei maşini  
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Cea mai generală formă a unei ecuaţii cu derivate parţiale liniară de 

ordinul doi este: 
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unde ,...,, cba sunt constante, iar g este o funcţie cunoscută. În funcţie de 

coeficienţii părţii principale a operatorului (III.1): 
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putem clasifica ecuaţiile de tipul (III.1) în eliptice, parabolice şi 

hiperbolice şi se pot reduce întotdeauna la o formă canonică specifică 

fiecărui caz. Deci avem ecuaţii de tip: 

Eliptic: Acestea sunt ecuaţiile pentru care 042  acb  şi se pot reduce la 

forma: 
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unde 1,0 A . Ecuaţia (III.2) este cunoscută sub numele de ecuaţia lui 

Laplace, dacă 0A  şi 0g , ecuaţia lui Poisson dacă 0A  şi 0g  şi 

ecuaţia lui Helmholtz dacă 1A  şi 0g . 

Parabolic: Acestea sunt ecuaţiile pentru care 042  acb  şi se pot reduce 

la forma: 
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                                         (III.3) 

Ecuaţia (III.3) este cunoscută şi sub numele de ecuaţia căldurii sau a 

difuziei. 

Hieprbolic: Acestea sunt ecuaţiile pentru care 042  acb  şi se pot reduce 

la forma: 
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unde 0B  sau 1. Dacă 0B  atunci se obţine ecuaţia undelor, iar dacă 1B  

obţinem ecuaţia liniară Klein-Gordon. 
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Trebuie remarcat faptul că pentru a caracteriza ecuaţiile diferenţiale de 

ordin superior este necesară o abordare diferită. În general operatorii 

eliptici şi hiperbolici nu depind de dimensiunea spaţiului, iar operatorul 

parabolic este o combinaţie dintre un operator eliptic şi unul de evoluţie de 

ordinul întâi. 

 

III.2. Ecuaţii parabolice cu o variabilă spaţială 
 

Ecuaţia căldurii 

Considerând că în ecuaţia (III.3) omogenă ( 0g ) variabila x  reprezintă 

timpul atunci aceasta se reduce la o singură variabilă spaţială pe care o 

vom nota cu x  şi putem obţine printr-o transformare că  1,0x . 

Presupunem de asemenea, fără a reduce generalitatea, că sunt date condiţii 

Dirichlet omogene pe frontieră. Aşadar, ecuaţia căldurii (III.3) devine: 
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Pentru a rezolva ecuaţia ecuaţia (III.5) avem nevoie de o condiţie iniţială 

     1,0,,0 0  xxuxu                          (III.6) 

şi de condiţii pe frontieră: 

    0,1,0,  ttutu                        (III.7) 

Se ştie că pentru problema de tipul (III.5) – (III.7) se poate obţine o soluţie 

prin metoda separării variabilelor sub forma unei serii: 

   





1

sin,
2

k

tk
k xkeatxu                             (III.8) 

unde coeficienţii ka se determină prin dezvoltarea condiţiei iniţiale în serie 

Fourier . 


1

0

0 sin)(2 dxxkxuak                              (III.9) 

Se observă faptul că soluţia prezintă câteva aspecte ce nu permit aplicarea 

ei în practică: trebuie limitată seria (III.8) la un număr finit de termeni, iar 

coeficienţii ka se pot determina efectiv doar pentru unele cazuri particulare 

de soluţii iniţiale. 
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Scheme explicite 

Vom aproxima soluţia problemei  (III.5) – (III.7) folosind diferenţe finite. 

Pentru aceasta este necesară o divizarea domeniului ]1,0[],0[ ft  în 

subdomenii ce formează o reţea sau o grilă bidimensională (vezi Figura 

20).  

  
Figura 20. Reprezentare schematică a grilei bidimensionale. 

 t 
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Considerând o grilă echidistantă atunci nodurile sau punctele  grilei se pot 

obţine astfel: 

  txni NnNitntxix ,...,1,0,,...,1,0,,  )           (III.10) 

Vom nota prin 

 ni
n
i txuU ,                                 (III.11) 

valoarea aproximativă a soluţiei problemei  (III.5) – (III.7) în nodul  ni, . 

Aproximăm în continuare derivata temporală folosind diferenţe finite 

progresive, iar derivata spaţială folosind diferenţe finite centrale 
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apoi înlocuind în (III.3) şi ţinând cont de notaţia (III.11) obţinem: 
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de unde putem exprima: 
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i
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n
i

n
i UUUUU 11

1 2 
                      (III.15) 

unde  

 2
x

t




    .                               (III.16) 

Se observă că valoarea lui u  de la pasul de timp 1nt se calculează folosind 

doar valori de la pasul de timp nt (vezi Figura 21). În acest caz vom spune 

că avem o metodă explicită cu diferenţe finite. Folosind condiţia iniţială 

(III.6) şi condiţiile pe frontieră (III.7) care se vor scrie în cazul discret: 

  1,...,2,1,00  xi NixuU                            (III.17) 

...,2,1,0,00  nUU n
N

n

x
                        (III.18) 

putem calcula toate valorile interioare la paşii următori de timp (înaintând 

în timp). 
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Figura 21. Reprezentare schematică a 

dependenţei temporale în schemele 

explicite. 

 

Vom aplica schema explicită pentru condiţia iniţială 
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şi în acest cazul particular soluţia este 
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unde coeficienţii ka se pot calcula folosind Mathematica:  
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Rezolvăm problema dată de ecuaţiile (III.5), (III.19) şi (III.7) analitic 

folosind 100 de termeni in seria (III.20) şi numeric pentru 0013.0t  şi 

05.0 x . În Figura 22 sunt reprezentate soluţia analitică cu linie continuă 

şi soluţia numerică cu marker „”. Se observă că odată cu înaintarea în 

timp soluţia devine instabilă. 

 

Programul Matlab este: 
dt=0.0013; dx=0.05; 
Nx=1/(dx)+1; 
x=0:dx:1; 
tf=0.1; 
Nt=tf/dt; 
Uo=zeros(Nx,1); 
Un=zeros(Nx,1); 
 
%initializare 
for i=1:round(Nx/2) 
    Uo(i)=(i-1)*dx; 
end 
for i=round(Nx/2):Nx 

    Uo(i)=1-(i-1)*dx; 
end 
 
n=0; 
while (n<Nt)  
    n=n+1; 
    for i=2:Nx-1 

Un(i)=Uo(i)+dt/(dx*dx)* 
(Uo(i-1)-2*Uo(i)+Uo(i+1)); 

    end 
    Uo=Un; 
end 
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plot(x,Uo,'.-r') 
hold on 
%solutia analitica 
U=HeatAnalytic(x,tf); 
plot(x,U,'b') 
 
 

function rez=HeatAnalytic(x,t) 
rez=0; 
for k=1:100 
    
rez=rez+4/(k*pi)^2*sin(k*pi/2)*
sin(k*pi*x)*exp(-k^2*pi^2*t); 
end

 

    Figura 22a. Soluţia analitică şi 

soluţia numerică la 0t  
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 Figura 22b. Soluţia analitică şi soluţia numerică la 005.0t  
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Figura 22c. Soluţia analitică şi soluţia numerică la 05.0t  
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Figura 22c. Soluţia analitică şi soluţia numerică la 1.0t  
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Eroarea de trunchiere 

Facem următoarele notaţii pentru operatorii cu diferenţe finite de ordinul 

întâi: 

- diferenţe finite progresive (forward differences): 
     
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                                    (III.21) 

- diferenţe finite regresive (backward differences): 
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- diferenţe finite centrale (central differences):  
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Dacă aplicăm operatorul cu diferenţe finite centrale de două ori se obţine 

operatorul cu diferenţe finite centrale de ordinul al doilea: 
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       txxutxutxxutxux ,,2,,2                              (III.24) 

Folosind dezvoltări în serie Taylor obţinem: 

     

      ...
12

1
,

...
6

1

2

1
,

422

32





xuxutxu

tutututxu

ttttxxx

ttttttt



                (III.25) 

Numim eroare de trunchiere pentru schema:  
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funcţia  

 
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                                               (III.26) 

Se observă că relaţia (III.26) se obţine prin diferenţa celor doi membrii ai 

ecuaţiei (III.14), înlocuirea lui n
iU cu  ni txu ,  şi folosirea operatorilor 

(III.21) şi (III.24). Introducând în (III.26) dezvoltările (III.25) se obţine: 
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        ...
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Dacă introducem seria Taylor cu rest de forma: 

       ttttxututxuttxu ttt   ,,
2

1
,,

2  

Atunci ecuaţia (III.27) devine: 

       xxxtttxtutxutxT xxxxxtt   ,,,
12
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1
,

2    (III.28) 

şi dacă uşi derivatele sale sunt mărginite ( xxxxxxxxtttt MuMu  , ) atunci 

folosind notaţia (III.16) obţinem: 

  
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

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
 xxxxtt MMttxT

6

1

2

1
,                                      (III.29) 

Din (III.29) rezultă că   0, txT  când 0,  tx pentru orice 

     Fttx ,1,0,  . Vom spune în acest caz că schema  (III.14) este 

consistentă necondiţionat. De asemenea, deoarece t  apare în (III.29) la 
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puterea întâi vom spune că schema are ordinul de acurateţe  tO   sau că 

are ordinul întâi de acurateţe. 

 

Convergenţa schemei explicite 

Presupunem că obţinem aproximaţii ale soluţiei exacte pentru aceleaşi 

date iniţiale folosind griduri de fineţe diferită ( 0t  şi 0x ) dar având 

aceeaşi valoare pentru  2
xt  . Vom spune că schema  (III.14) este 

convergentă dacă pentru fiecare punct      Fttx ,01,0, **   
** , ttxx ni     implică  ** , txuU n

i                               (III.30) 

Introducem o margine superioară a erorii de trunchiere 

TT n
i                                                     (III.31) 

unde am notat  ni
n

i txTT ,  şi eroarea  

 ni
n
i

n
i txuUe ,                                             (III.32) 
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Deoarece n
iU  este soluţia aproximativă, iar  ni txu ,  este soluţia exactă, 

folosind (III.26) obţinem: 

 n
i
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n
i

n
i

n
i UUUUU 11

1 2 
    

           tTtxutxutxutxutxu n
ininininini   ,,2,,, 111   

şi scăzând relaţiile de mai sus avem: 
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i  

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  tTeeee n
i

n
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i

n
i

n
i  


11
1 21                  (III.33) 

Presupunem că 
2

1
  şi introducând eroarea maximă la un anumit pas de 

timp,  x
n
i

n NieE ,...,1,0,max  , avem: 

  tTEtTEEEe nn
i

nnnn
i  211       (III.34) 

unde în inegalitatea triunghiului am eliminat modulul pentru termenii 

pozitivi. Deoarece inegalitatea (III.34) are loc pentru 1,...,2,1  xNi  avem: 

tTEE nn 1                              (III.35) 
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Deoarece folosim condiţia iniţială  (III.6) avem 00 E  şi se poate 

demonstra prin inducţie că tTnE n  . Atunci folosind (III.29) şi ţinând 

cont că timpul final satisface inegalitatea tntF   obţinem că: 

0
6

1

2

1









 Fxxxxtt

n tMMtE


 când 0 t        (III.36) 

Pentru a defini noţiunea de convergenţă a unei scheme numerice ce 

implică o reţea bidimensională cu doi paşi t  şi x  vom defini o metodă 

de rafinare ca fiind o mulţime de perechi ( t , x ) fiecare dintre ele 

tinzând la zero: 

         0,0;...,,1,0,,  jjjj txjtxMR    (III.37) 

Atunci putem enunţa teorema: 
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Teorema 14: Dacă o metodă de rafinare satisface condiţia 
 

  2

1
2







j

j

j
x

t
  

pentru valori suficient de mari ale lui j  şi există numerele jn  şi ji  

astfel încât: 

  0 ttn jj   şi      1,0 xti jj  

şi dacă xxxxxxxx Mu  uniform în    Ft,01,0   atunci aproximaţia jn

iU

generată de schema cu diferenţe finite (III.14) pentru ...,2,1,0j  

converge uniform la soluţia exactă  txu , . 

 

Se observă că avem nevoie de o reţea din ce în ce mai fină pentru a obţine 

convergenţa. Aceast lucru implică însă mai mule iteraţii ce implică la 

rândul lor propagarea erorilor de rotunjire aceasta putând face metoda 

impracticabilă. 
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Analiza Fourier a erorii 

Am arătat că ecuaţia (III.5) are o soluţie analitică dată sub forma unei serii 

Fourier. Deoarece ecuaţia (III.5) este liniară vom studia comportamentul 

unui singur mod Fourier scris în formă complexa. Aşadar, pentru a studia 

stabilitatea schemei (III.14) considerăm soluţia numerică întru-un punct 

xi  la pasul n  de timp de forma: 
 xikInn

i eU                                         (III.38) 

unde 1I .  Înlocuind (III.38) în ecuaţia cu diferenţe finite (III.14) şi 

simplificând cu  xikIne   se obţine: 

      xkxkeek xkIxkI  

2

1
sin41cos12121 2 (III.39) 

mărimea  k  numindu-se factor de amplificare. Luând mk  , similar cu 

cazul soluţiei exacte, putem scrie soluţia numerică în forma: 

    





nximI

m
n
i meAU                                    (III.40) 
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Seria (III.40) aproximează relativ bine soluţia exactă dată de seria Fourier 

(III.8) pentru valori mici ale lui m.  

Deoarece  
n
i

n
i UU 1                                              (III.41)  

pentru a preveni proagarea erorilor de trunchiere este necesar ca factorul 

de amplificare să îndelineacă condiţia: 

1                                                    (III.42) 

şi folosind (III.39) găsim condiţia: 

1
2

1
sin411 2  xk  pentru orice punct xk  

de unde obţinem 

  2

1
2







x

t
                                                     (III.43). 
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O schemă implicită 

Restricţia (III.43) este o restricţie severă. Dacă dorim obţinerea unei 

aproximări bune avem nevoie de paşi mici în spaţiu ceea ce conduce la 

folosirea unui număr foarte mare de paşi în timp. Pentru a remedia acest 

impediment vom folosi în schema numerică diferenţe regresive în timp 

păstrând aproximarea cu diferenţe centrale a derivatei spaţiale. Atunci 

pentru o grilă echidistantă de forma: 

  txni NnNitntxix ,...,1,0,,...,1,0,,  )                        (III.10) 

avem 

 2

1
1

11
1

1 2

x

UUU

t

UU n
i

n
i

n
i

n
i

n
i








 







                                    (III.44) 

Se observă că pentru a calcula valoarea lui U  de la pasul de timp 1nt  este 

necesar să înaintăm în timp pornind de la condiţia iniţială  

  1,...,2,1,00  xi NixuU                                  (III.17) 

rezolvând un sistem de ecuaţii tridiagonal de forma: 
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  n
i

n
i

n
i

n
i UUUU  





1

1
11

1 21                                  (III.45) 

completat cu condiţiile la frontieră 

...,2,1,0,00  nUU n
N

n

x
                                     (III.18) 

În acest caz vom spune că metoda este implicită, iar sistemul scris pe 

componente are forma dată de (III.46) pentru rezolvarea lui putându-se 

folosi metoda lui Thomas. 

Vom aplica schema implicită ecuaţiei (III.5) cu condiţia iniţială (III.19) şi 

vom compara soluţia astfel obţinută cu metoda explicită şi cea analitică 

dată de ecuaţia (III.20). Pentru comparaţie vom folosi valorile 0013.0t  şi 

05.0 x . În Figura 24 sunt reprezentate soluţia analitică cu linie continuă, 

soluţia explicită cu marker „” şi soluţia implicită cu marker „o” . Se 

observă că soluţia implicită este stabilă. 
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
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































     (III.46) 

 

 

Figura 23. Reprezentare schematică a 

dependenţei temporale în schema implicită. 

 

Programul Matlab este: 
dt=0.0013;dx=0.05; 
niu=dt/(dx*dx); 
Nx=1/(dx)+1; 
x=0:dx:1; 

tf=0.1; 
Nt=tf/dt; 
 
Uo=zeros(Nx,1); Un=zeros(Nx,1); 
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%initializare 
for i=1:round(Nx/2) 
    Uo(i)=(i-1)*dx; 
end 
for i=round(Nx/2):Nx 
    Uo(i)=1-(i-1)*dx; 
end 
A=zeros(Nx,Nx);b=zeros(Nx,1); 
 
n=0; 
while (n<Nt)  
    n=n+1; 
        A(1,1)=1;b(1)=0; 
    for i=2:Nx-1 

      A(i,i-1)=-niu; 
      A(i,i)=1+2*niu; 
      A(i,i+1)=-niu; 
      b(i)=Uo(i); 
    end 
    A(Nx,Nx)=1;b(Nx)=0; 
         
Un=A\b; 
Uo=Un; 
end 
 
plot(x,Uo,'o:k') 
hold on 
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Figura 24a. Soluţia analitică şi soluţiile numerice la 05.0t  
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Figura 24b. Soluţia analitică şi soluţiile numerice la 1.0t  

 

Introducând din nou modul Fourier (III.38) în ecuaţia schemei implicite 

(III.45) avem 

  xkee xkIxkI  

2

1
sin421 2                        (III.47) 
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de unde obţinem: 

xk 



2

1
sin41

1

2
                                        (III.48) 

Din (III.48) se obţine că 10    deci metoda implicită este stabilă 

necondiţionat. 

 

Metoda Crank-Nicolson 

O altă metodă implicită este cea propusă de Crank şi Nicolson în 1947. Ei 

folosesc regula trapezului în timp şi o discretizare cu diferenţe centrale în 

spaţiu ceea ce conduce la o schemă cu o acurateţe de ordinul doi:  

    






















 








2

11

2

1
1

11
1

1 22

2

1

x

UUU

x

UUU

t

UU n
i

n
i

n
i

n
i

n
i

n
i

n
i

n
i     (III.49) 

Schema (III.49) se reduce tot la rezolvarea unui sistem liniar tridiagonal de 

forma: 
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    n
i

n
i

n
i

n
i

n
i

n
i UUUUUU 11

1
1

11
1 1212 





               (III.50) 

căruia i se adaugă condiţia iniţială (III.19) şi condiţiile pe frontieră 

(III.18). 

Vom aplica schema Crank-Nicolson ecuaţiei (III.5) cu condiţiile pe 

frontieră (III.18) condiţia iniţială (III.19) şi vom compara soluţia astfel 

obţinută cu metoda implicită şi cea analitică dată de ecuaţia (III.20). 

 

 

Figura 25. Reprezentare schematică a 

dependenţei temporale în schema Crank-

Nicolson. 

 

Se observă din Tabelul 9 că soluţia obţinută cu metoda Crank-Nicolson 

este mai apropiată de soluţia analitică decât solutia implicită. 
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Programul Matlab este: 
dt=0.0013;dx=0.05; 
niu=dt/(dx*dx); 
Nx=1/(dx)+1; 
x=0:dx:1; 
tf=0.1; 
Nt=tf/dt; 
 
Uo=zeros(Nx,1); Un=zeros(Nx,1); 
%initializare 
for i=1:round(Nx/2) 
    Uo(i)=(i-1)*dx; 
end 
for i=round(Nx/2):Nx 
    Uo(i)=1-(i-1)*dx; 
end 
A=zeros(Nx,Nx);b=zeros(Nx,1); 
 
 
 
 

n=0; 
while (n<Nt)  
    n=n+1; 
        A(1,1)=1;b(1)=0; 
    for i=2:Nx-1 
    A(i,i-1)=-niu; 
    A(i,i)=2+2*niu; 
    A(i,i+1)=-niu; 
    b(i)=niu*Uo(i-1)+ 
         (2-2*niu)*Uo(i) 
          +niu*Uo(i+1); 
    end 
    A(Nx,Nx)=1;b(Nx)=0; 
 
Un=A\b; 
Uo=Un; 
end 
 
plot(x,Uo,'o:k') 
hold on 
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Timp implicitexact UU   NicolsonCrankexact UU   

0.00 0 0 
0.05 0.000732 0.002992 
0.10 0.004491 0.001476 
0.20 0.002990 0.000734 
0.30 0.001609 0.000342 
0.40 0.000785 0.000153 
0.50 0.000362 0.000066 

 

Tabelul 9.Comparaţie între erorile metodei implicite şi a metodei Crank-

Nicolson.  

 

Metoda   sau metoda mediei ponderate 

Metodele discutate anterior pot fi descrise de metoda generală: 

 
 

 2

11

2

1
1

11
1

1 2
1

2

x

UUU

x

UUU

t

UU n
i

n
i

n
i

n
i

n
i

n
i

n
i

n
i













 








  
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               (III.51) 

unde în practică 10   . Se observă că pentru 0  se obţine schema 

implicită, pentru 
2

1
  se obţine schema Crank-Nicolson, iar pentru 1  

se obţine schema implicită. Aplicarea schemei   conduce ca şi în cazul 

schemelor implicită şi Crank-Nicolson la sisteme de ecuaţii liniare 

tridiagonale. În urma analizei Fourier pentru schema   se obţine: 

       







  xkee xkIxkI

2

1
sin41211 2  

de unde avem: 

 

xk

xk






2

1
sin41

2

1
sin141

2

2




                                    (III.52) 

Deoarece 0  şi 10    avem că inegalitatea 1  are loc întotdeauna. 

Aşadar vom avea instabilitate dacă  1 , adică dacă 
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  







 xkxk

2

1
sin41

2

1
sin141 22   sau  

2

1

2

1
sin21 2  xk  (III.53) 

Din (III.53) deducem condiţia de stabilitate: 

 
2

1
21                                                   (III.54) 

adică metoda este stabilă  

- când 
2

1
0      şi   

 


212

1


  

- când 1
2

1
    pentru orice  . 

Se poate arăta că eroarea de trunchiere în nodul  2/1, ni  este dată de 

ecuaţia (vezi Morton şi Meyers, 1984): 

      ....
8

1

24

1

12

1

2

1 2222/1 

























xxtttttxxxxxxt
n

i ututuxutT      (III.55) 

Pentru 
2

1
  (cazul Crank-Nicolson) eroarea de trunchiere este de ordinul 

   22 xOtO  , deci schema are întotdeauna ordinul doi de acurateţe. 
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III.3. Ecuaţii parabolice cu două (sau trei) variabile spaţiale 

 

Metoda explicită 

Considerăm ecuaţia căldurii într-un domeniu rectangular    YXD ,0,0    

0,
2

2

2

2

























y

u

x

u

t

u
                           (III.56) 

cu condiţii pe frontieră de tip Dirichlet, adică cunoaştem valorile 

 
D

tyxu


,,  şi  
D

yxu 0,,  iar  este un număr pozitiv constant. Considerăm 

reţeaua de puncte cu pasul x  şi y  în direcţiile Ox şi Oy: 

yx N

Y
y

N

X
x  ,  

unde xN  şi yN  reprezintă numărul nodurilor în direcţia Ox, respectiv Oy. 

Notăm aproximaţia soluţiei iniţiale într-un punct   ji,  al reţelei la pasul 

de timp n  cu  
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 nji
n

ji tyxuU ,,,  ,   yx NjNi ...,,1,0,...,,1,0  . 

Utilizând aproximarea cu diferenţe finite progresive pentru derivata 

temporală şi aproximarea cu diferenţe centrale pentru derivatele spaţiale, 

obţinem următoare schemă explicită: 

























 


2

1,,1,

2

,1,,1,
1

, 22

y

UUU

x

UUU

t

UU n
ji

n
ji

n
ji

n
ji

n
ji

n
ji

n
ji

n
ji

       (III.57) 

Observăm că valoarea necunoscută 1
,
n
jiU  se poate calcula printr-o simplă 

exprimare din ecuaţia (III.57) deoarece toate valorile n
jiU ,  (

yx NjNi ...,,1,0,...,,1,0  ) sunt cunoscute, fapt ilustrat şi în Figura 26a. 

Scriem eroarea de trunchiere în mod similar cazului 1D: 

 
   

 

 

 




















22

,,,
,

y

txu

x

txu

t

txu
txT

yxt


             (III.58) 

şi folosind dezvoltările în serie Taylor (III.25) se obţine: 

       ...
12

1

2

1
,

22
 yyyyxxxxtt uyuxuttxT          (III.59) 
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iar pentru studiul convergenţei eroarea maximă este: 

  Fyyyyxxxxtt
n tMyMxMtE 





 22

12

1

2

1
             (III.60) 

ce se obţine dacă reţeaua bidimensională satisface condiţia severă: 

2

1
22












x

t

x

t
yx


                    (III.61) 

Pentru studiul stabilităţii se poate folosi din nou metoda von Neumann a 

analizei Fourier în care  un mod Fourier va avea forma: 

  ykxkIExpU yx
nn                      (III.62) 

Înlocuind relaţia (III.62) în schema numerică (III.57) obţinem factorul de 

amplificare: 

  
























 ykxkkk yyxxyx

2

1
sin

2

1
sin41, 22         (III.63) 

de unde se obţine condiţia (III.61) pentru stabilitate. 
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Figura 26. Dependenţa dintre valorile cunoscute şi necunoscute a) în 

cazul schemei explicite şi b) în cazul schemei implicite 

 

Metoda implicită 

Pentru obţinerea unei scheme implicite aproximăm derivata temporală 

prin diferenţe regresive, iar derivatele spaţiale le aproximăm prin 

 

b) 

 

 

a) 
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diferenţe centrale: 










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
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1
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UUU
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UU n
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n
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n
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n
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n
ji

n
ji

n
ji

n
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      (III.64) 

de unde putem obţine sistemul de ecuaţii liniare: 

  n
ji

n
jiy

n
jiy

n
jiyx

n
jix

n
jix UUUUUU ,

1
1,

1
1,

1
,

1
,1

1
,1 122  









       (III.65) 

 

Se observă că structura sistemului (III.65) nu permite o rezolvare simplă 

a sa chiar daca se poate scrie într-o forma matricială convenabilă. 

Schema implicită dată de ecuaţia (III.64) este stabilă indiferent de 

dimensiunea paşilor spaţiali şi temporal. La pasul de timp 1n  avem 5 

necunoscute legate de o singură valoare cunoscută, fapt ilustrat în Figura 

26b.  Pentru aflarea valorilor necunoscute  1
,
n
jiU  este necesară rezolvarea 

unui sistem algebric linear de dimensiune    11  yx NN , a cărui matrice 

este rară, iar reducerea unui astfel de sistem la un sistem cu o structură 
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tridiagonală, rezolvabil prin metode numerice cunoscute, este dificilă şi 

uneori chiar imposibilă. 

 

Trebuie remarcat faptul că putem obţine o multitudine de scheme 

implicite în funcţie de aproximările pe care le facem asupra derivatelor 

spaţiale. Un exemplu este metoda Crank-Nicolson (vezi Morega, 1998): 

   
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

        (III.66) 
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III.4. Ecuaţii eliptice 

 

Introducere 

Exemple tipice de ecuaţii eliptice în două dimensiuni sunt ecuaţia lui Laplace (III.73a) 

şi ecuaţia lui Poisson (III.73b).  

  2
2

2

2

2

,,0 R








Dyx

y

u

x

u
                              (III.73a) 

    2
2

2

2

2

,,, R




















Dyxyxf

y

u

x

u
                  (III.73b) 

cu condiţii pe frontieră de tip Dirichlet, adică cunoaştem valorile  
D

yxu


,  sau 

Neumann dacă cunoaştem 
 

Dn

yxu



 ,
unde nreprezintă normala exterioară la frontieră.  

 

Schema cu diferenţe finite 

Considerăm reţeaua de puncte cu pasul x  şi y  în direcţiile Ox şi Oy, xN  şi yN  fiind 

numărul nodurilor în cele două direcţii. Notăm aproximaţia soluţiei iniţiale într-un 
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punct   ji,  al reţelei cu  

 jiji yxuU ,,  ,   yx NjNi ...,,1,0,...,,1,0  . 

Utilizând aproximarea cu diferenţe finite centrale pentru derivatele spaţiale obţinem o 

schemă cu 5 noduri (vezi Fig. 29): 

1...,,3,2,1...,,3,2

,0
22

2

1,,1,

2

,1,,1











 

yx

jijijijijiji

NjNi

y

UUU

x

UUU

                          (III.74a) 

 

1...,,3,2,1...,,3,2

,,
22

2

1,,1,

2

,1,,1











 

yx

ji
jijijijijiji

NjNi

yxf
y

UUU

x

UUU

                (III.74b) 

 

 

 

Figura 29. Nodurile implicate în schema (III.74) 
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Pentru a calcula eroarea de trunchiere introducem în schema (III.74b) valorile exacte ale 

soluţiei  sr yxu ,  şi dezvoltând în serie Taylor se obţine: 

 
eroare care este mărginită de: 

 
Scriem în continuare sistemul (III.74a) într-o formă simplificată: 

 
1...,,3,2,1...,,3,2

,022 1,,1,

2

,1,,1















 

yx

jijijijijiji

NjNi

UUU
y

x
UUU

 

sau 

 
1...,,3,2,1...,,3,2

,012 ,
2

1,
2

1,
2

,1,1



 

yx

jijijijiji

NjNi

UUUUU 
      (III.75) 

 

Metode iterative de rezolvare a sistemelor de ecuaţii liniare 

Metodele iterative de rezolvare a sistemelor de ecuaţii au la bază teoria punctului fix. 
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Astfel, se porneşte de la o soluţie iniţială care este îmbunătăţită în mai mulţi paşi (mai 

multe iteraţii). Cea mai simplă metodă de acest tip este metoda lui Jacobi, care aplicată 

sistemului (III.75) are forma: 

                 (III.76) 

Se porneşte cu o aproximaţie iniţială 0u  şi se obţine un şir de aproximaţii îmbunătăţite: 

,...,,...,, 121 nn uuuu .  

O îmbunătăţire adusă metodei Jacobi este metoda Gauss-Seidel în care o valoaredeja  

calculată este utilizată pentru calculul noilor valori  (de exemplu 1
1,




k
jiu  se foloseşte în 

calculul lui 1
,
k
jiu ). Atunci metoda Gauss-Seidel devine: 

                      (III.77) 

Convergenţa metodelor Jacobi şi Gauss-Seidel este asigurată de faptul că matricele 

sistemelor (III.75) sunt diagonal dominante. Reamintim că o matrice pătratică  ijaA   

este diagonal dominantă dacă: 
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Criteriul de oprire în cazul ambelor metode este 

 kk uu 1    sau 


k

kk

u

uu 1

                                      (III.78) 

unde   este o toleranţă acceptată. 

 

În multe cazuri convergenţa metodelor Jacobi şi Gauss-Seidel poate fi accelerată prin 

introducerea unui parametru de relaxare,  .  Algoritmul este: 

(III.79) 

Condiţia necesară convergenţei este 20  . Dacă 1  atunci spunem că avem 

subrelaxare, dacă 1  se obţine metoda Gauss-Seidel, iar altfel spunem că avem 

suprarelaxare. În câteva cazuri particulare parametrul optim   se poate calcula, dar în 

general el se determină prin experimentări numerice. 
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Exemple 

Considerăm generarea de căldură într-un domeniu dreptunghiular: 

     

  0,

1,01,0,,01
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2
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
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yxT

Dyx
y

T

x

T

                                   (III.80) 

care se discretizează în felul următor: 

1...,,3,2,1...,,3,2,01
22

2

1,,1,

2

,1,,1









 
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jijijijijiji
NjNi

y

UUU

x

UUU
 

Vom aplica în continuare metoda Jacobi şi metoda Gauss-Seidel. Programele Matlab 

sunt: 
%metoda Jacobi 
tic 
N=101; %number of nodes in x- direction 
h=1/(N-1);T=zeros(N,N);Tnew=T;nr_it=0;stop=0; 
while (stop~=1) 
    nr_it=nr_it+1; errT=0; 
    for i=2:N-1 
        for j=2:N-1 
          Tnew(i,j)=0.25*(T(i+1,j)+T(i-1,j)+T(i,j+1)+T(i,j-1)+h*h); 
           if abs(T(i,j)-Tnew(i,j))>errT  
                errT=abs(T(i,j)-Tnew(i,j)); 
           end 
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        end  
    end; 
    if errT<1e-6 
             stop=1; 
    end      
 
    if mod(nr_it,250)==0 
       fprintf('nr_it=%g err=%g\n', nr_it,errT)); 
    end 
T=Tnew; 
end 
 
x=0:h:(N-1)*h;y=x; 
contour(x,y,T',20) 
axis equal  
axis([0,1,0,1]) 
T_max=max(max(T)) 
nr_it 
toc 
 
%metoda Gauss-Seidel 
%discretization and initialization%%%%%%%%%% 
tic 
N=101; %number of nodes in x- direction 
h=1/(N-1);T=zeros(N,N);Tnew=T; 
nr_it=0; stop=0; 
while (stop~=1) 
    nr_it=nr_it+1; errT=0; 
    errT=0;   
    for i=2:N-1 
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        for j=2:N-1 
          Tnew(i,j)=0.25*(T(i+1,j)+T(i-1,j)+T(i,j+1)+T(i,j-1)+h*h); 
            if abs(T(i,j)-Tnew(i,j))>errT  
                errT=abs(T(i,j)-Tnew(i,j)); 
            end 
         T(i,j)=Tnew(i,j); 
        end 
    end; 
     if errT<1e-6 
            stop=1; 
        end 
    if mod(nr_it,250)==0 
       fprintf('nr_it=%g err=%g\n', errT); 
    end 
T=Tnew; 
end 
 
x=0:h:(N-1)*h;y=x; 
contour(x,y,T',20) 
axis equal  
axis([0,1,0,1]) 
T_max=max(max(T)) 
nr_it 
toc 
 
 
 
 
 
 



51 

 

Grid Jacobi Gauss-Seidel 

maxT  Numărul 

iteraţiilor 

Timp de 

calcul 

(secunde) 

maxT  Numărul 

iteraţiilor 

Timp de 

calcul 

(secunde) 

51 x 51 0.073142 2577 0.625 0.073396 1465 0.422 

101 x 101 0.071640 7502 6.969 0.0726535 4454 4.594 

Tabel 10. Comparaţie între metodele Jacobi şi Gauss-Seidel. 

 

 

 
Figura 35. Distribuţia temperaturii pentru exemplul (III.80) 
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III.5. Ecuaţii hiperbolice într-o variabilă spaţială (Ecuaţia undelor) 
 
Caracteristici 
Considerăm cea mai simplă ecuaţie de acest tip (vezi, Morton şi Mayers, 2005) 

    0,,,0, 








tbax

x

u
txa

t

u
                           (III.81) 

   xuxu 00,                                                                            (III.82) 

O metodă de studiu a acestei ecuaţii este metoda caracteristicilor. Reamintim că pentru 
o ecuaţie de forma (vezi Smith, 1985): 

     txc
x

u
txb

t

u
txa ,,, 









                                                       (III.83) 

caracteristicile sunt soluţiile ecuaţiei 
0 dtbdxa                                                                 (III.84) 

iar  txu ,  se află din 
0 duadtc .                                                              (III.85) 

O formulare generală a metodei descrise mai sus se poate fi pusă într-o formă compactă 
astfel: 
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 Figura 36. Caracteristici tipice pentru ecuaţia (III.83) 
 

c

du

b

dx

a

dt
                                                 (III.86) 

 
În cazul ecuaţiei (III.81) ( 0c ), de-a lungul unei caracteristici soluţia  txu ,  satisface  

0














t

x

x

u

t

u

dt

du
 

şi atunci, din condiţia iniţială (III.82), avem că    jxutxu 0,    pentru o caracteristică ce 

trece prin punctul jx  (vezi Fig. 36) 
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Dacă   ., constatxa
notatie

  atunci caracteristicile sunt .constatx  , iar soluţia ecuaţiei 

(III.81) are forma: 

   atxutxu  0,                                                                 (III.87) 
Examinând ecuaţia (III.87) observăm că soluţia curentă este de fapt soluţia iniţială 
deplasată la stânga dacă 0a  sau la dreapta dacă 0a  (vezi, Strikwerda, 2004) ). 
Astfel, soluţia ecuaţiei undei (III.81) poate fi privită ca şi o undă ce se propagă cu viteza 
a fără să-şi schimbe forma (vezi Fig. 37)  

 
Figura 37. Deplasarea soluţiei pentru ecuaţia unidimensională a undelor. 
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Condiţia lui Courant, Friedrichs şi Lewy (CFL) 
 
Pentru a rezolva numeric ecuaţia (III.81) putem utiliza o schemă explicită cu diferenţe 
finite progresive în timp şi regresive în spaţiu: 

01
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
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




 


x

UU
a

t

UU n
i

n
i

n
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n
i                                                          (III.88) 

sau 

    n
i

n
i

n
i

n
i

n
j

n
j UUUU

x

ta
UU 11

1 1 
 




                                        (III.89) 

unde 
x

ta




 . 

Se observă că valoarea 1n
jU  depinde de două valori calculate la pasul de timp n, iar 

acestea la rândul lor depind de  câte două valori calculate la pasul de timp 1n . Astfel 
se poate construi un domeniu de dependenţă a datelor pentru schema numerică, de 
formă triunghiulară, similar cu cel din Fig. 38.  Domeniul de dependenţă corespunzător 
ecuaţiei cu derivate parţiale este chiar curba caracteristică ce trece prin punctul  ni tx , . 

Condiţia CFL spune că o schemă numerică este convergentă dacă domeniul de 
dependenţă a ecuaţiei diferenţiale (caracteristica) aparţine domeniului de 
dependenţă al schemei numerice.   
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Richard Courant (1888 – 1972)      Kurt Otto Friedrichs (1901 – 1982)     Hans Lewy (1904 – 1988) 

 
 
 

 
 

Figura 38. Dependenţa datelor în schema 
explicită 
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În Fig. 38 este prezentata schematic 
dependenţa de date pentru o schemă cu 
diferenţe finite ce îndeplineşte condiţia 
CFL, caracteristica PQ situându-se în 
domeniul de dependenţă al schemei 
numerice. Figura 39 prezintă cazul în 
care condiţia CFL este violată, ambele 
caracteristici PQ şi PRsituându-se în 
afara domeniului de dependenţă al 
schemei numerice, iar convergenţa în 
punctul P nu poate fi atinsă.  

 

 
Figura 39. Violarea condiţiei CFL

 
 
În cazul schemei (III.88) se observă că nu avem convergenţă pentru 0a  deoarece în 
acest caz caracteristicile sunt de forma PR. În cazul în care 0a  pentru a avea asigurată 
convergenţa este necesar ca 1/  xta . 
Dacă vom folosi o discretizare cu diferenţe centrale pentru derivata spaţială a ecuaţiei 
(III.88) obţinem următoarea schemă cu diferenţe finite: 
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Alegând convenabil paşii t  şi x , 
această schemă satisface condiţia CFL  

1





x

t
ac (numărul lui Courant) (III.91) 

atât pentru valori negative ale lui a cât şi 
pentru valori pozitive. Dependenţa de 
date a schemei numerice (III.90) este 
reprezentată schematic în Fig. 40.  

 
Figura 40. Dependenţa datelor în schema 

centrală.
Pentru a studia stabilitatea schemei vom folosi din nou modurile normale din analiza 
Fourier: 

 xikInn
i eU                                                            (III.38) 

şi înlocuind în schema (III.90) obţinem factorul de amplificare 

   xk
x

t
ak 



 sin1                                           (III.92) 

pentru care putem avea 1  şi deci schema este instabilă. Aşadar, schema respectă 

condiţia CFL, dar nu este stabilă şi deci putem deduce că impunerea condiţiei CFL este 
doar necesară şi nu suficientă pentru obţinerea convergenţei.  
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Cea mai simplă schemă care elimină aceste neajunsuri poate fi formulată astfel(vezi 
Morton şi Meyers 2005): 

                                      (III.93) 
Remarcăm faptul că această schemă poate fi folosită şi pentru  txaa , . Schema (III.93) 
satisface condiţia CFL şi în plus este şi stabilă. Într-adevăr pentru 0a  (dacă 0a  în 
relaţie se înlocuieşte a cu a ) avem: 

 
de unde 

 
sau 

 
În mod evident avem 1 pentru 10  . 
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Alte scheme explicite 
Folosind diverse tipuri de discretizări se pot obţine mai multe scheme cu diferenţe finite. 

De exemplu, dacă considerăm valoarea medie a lui n
iU  din schema explicită (III.90) se 

obţine metoda lui Lax: 
 

   (III.94) 
Dacă se utilizează pentru ambele derivate, atât cea în timp 
cât şi cea în spaţiu, discretizări cu diferenţe centrale se 
obţine metoda leapfrog (săritura broaştei), metodă care 

este de ordinul  22 , xtO  : 

        (III.95) 
Ambele scheme descrise mai sus sunt stabile pentru un 
număr Courant 1c .  

Peter Lax (1926 - ) şi  
Burton Wendroff (1930 - ) 
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Trebuie făcută însă observaţia că pentru integrarea schemei (III.95) este nevoie de două 
seturi de date de start, iar alegerea datelor de start diminuează eficienta metodei chiar 
dacă este vorba de o metodă de ordinul doi. 
 
Una dintre schemele explicite cele mai eficiente este metoda Lax-Wendorff care se 
poate obţine prin dezvoltări în serie Taylor. Considerăm dezvoltarea: 

 
sau 

                           (III.96) 
Ecuaţia (III.81) poate fi scrisă în forma: 

                                                  (III.97) 
şi derivând (III.97) se obţine: 

                            (III.98) 
Înlocuind (III.97) şi (III.98) în ecuaţia (III.94) avem: 
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                             (III.99) 
Prin discretizarea derivatelor spaţiale cu ajutorul diferenţelor finite centrale se obţine 
schema Lax-Wendorff: 

        (III.100) 
 Schema (III.100) are ordinul de exactitate doi şi este stabilă pentru 1c . 
 

Exemplu 
Considerăm ecuaţia: 

 

   251exp0,

0,5,5,0

xxu

tx
x

u

t

u













 

care are soluţia analitică     251exp, txtxu  . Vom rezolva ecuaţia numeric folosind 
schema Lax-Wendorff. Variaţia soluţiei în timp este redată în Fig. 41, iar programul 
Matlab  este următorul: 



63 

 

 

 
Figura 41. Variaţia soluţiei în timp. 
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a=-5;b=5;dt=0.001;dx=0.01; 
x=a:dx:b;xa=a:10*dx:b; 
N=length(x); 
uo=exp(1-5*x.^2);%conditia initiala  
tf=3;t=0; 
uex=exp(1-5*(xa-t*ones(1,length(xa))).^2);%solutia exacta 
nr_it=0; 
plot(x,uo,'b',xa,uex,'or') 
pause 
k=1; 
M(k)=getframe; 
while t<tf 
 t=t+dt; 
 nr_it=nr_it+1; 
 un(1)=uo(1)-dt/dx*(uo(2)-uo(1)); 
 for i=2:N-1 
   un(i)=uo(i)-dt/dx/2*(uo(i+1)-uo(i-1))+0.5*dt*dt/dx/dx*(uo(i+1) 
         -2*uo(i)+uo(i-1)); 
 end 
 un(N)=uo(N)-dt/dx*(uo(N)-uo(N-1)); 
 
 if mod(nr_it,10)==0 
   k=k+1; 
   uex=exp(1-5*(xa-t*ones(1,length(xa))).^2); 
   plot(x,un,'b',xa,uex,'or'); 
   M(k)=getframe; 
 end 
uo=un; 
end 
movie(M) 


