II1. Ecuatii cu derivate partiale

III.1. Notiuni teoretice introductive

Cele mai multe aplicatii tehnice sunt modelate cu ajutorul ecuatiilor cu
derivate partiale. Amintim aici domenii precum mecanica fluidelor,
transfer de caldura, masa si radiatie. Dam in continuare cateva exemple de
simulare:

- radiatorul unui procesor :




- curgerea aerulul in jurul unui avion sau a unei masini

:
4
:
5
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Cea mai generala forma a unei ecuatii cu derivate partiale liniara de
ordinul do1 este:
0’u 0’u 0’u ou  Ou

a +b tc—+d—+e—+ fu=g(x,y), (x,y)e Dc R’ III.1
P P B AL fu=g(x,y), (x,) (IIL.1)

unde a,b,c,...sunt constante, iar geste o functie cunoscuti. In functie de
coeficientun partii principale a operatorului (II1.1):
0’u 0 u 0’u
a— +b +c——
ox ox0y Oy
putem clasifica ecuatille de tipul (III.1) in eliptice, parabolice si

hiperbolice s1 se pot reduce intotdeauna la o forma canonica specifica
fiecarui caz. Deci avem ecuatii de tip:

Eliptic: Acestea sunt ecuatiile pentru care b’ —4ac<0 si se pot reduce la
forma:

2 2
0 zl + 0 Zl + Au = g(x,y) (I11.2)
ox° Oy




unde 4=0,+1. Ecuatia (II.2) este cunoscuta sub numele de ecuatia lui
Laplace, daca 4=0 s1 g=0, ecuatia lur Poisson daca 4=0 s1 g#0 si1
ecuatia lu1 Helmholtz daca 4=+1 s1 g=0.

Parabolic: Acestea sunt ecuatiile pentru care »*> —4ac=0 si se pot reduce

la forma:
ou 0’u
L I11.3
P g(x,y) (I1L.3)
Ecuatia (III.3) este cunoscuta s1 sub numele de ecuatia caldurii sau a
difuziei.
Hieprbolic: Acestea sunt ecuatiile pentru care »° —4ac <0 si se pot reduce

la forma:

o’u 0’
ale - 8);! +Bu=g(x,y) (I111.4)

unde B =0 sau 1. Daca B =0 atunci se obfine ecuatia undelor, 1ar daca B=1
obtinem ecuatia liniara Klein-Gordon.
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Trebuie remarcat faptul ca pentru a caracteriza ecuatiile diferenfiale de
ordin superior este necesari o abordare diferiti. In general operatorii
eliptici s1 hiperbolici nu depind de dimensiunea spatiului, 1ar operatorul
parabolic este o combinatie dintre un operator eliptic s1 unul de evolutie de
ordinul intai.

[I1.2. Ecuati1 parabolice cu o variabila spatiala

Ecuatia caldurii
Considerand ca in ecuatia (II1.3) omogena (g=0) variabila x reprezinta
timpul atunci aceasta se reduce la o singura variabila spatiala pe care o
vom nota cu x §i putem obtine printr-o transformare ca xe]0,1].
Presupunem de asemenea, fara a reduce generalitatea, ca sunt date conditi
Dirichlet omogene pe frontiera. Asadar, ecuatia caldurn (I11.3) devine:

ou 0 u

ot ox*’

5

>0, 0<x<1 (111.5)




Pentru a rezolva ecuatia ecuatia (I11.5) avem nevoie de o conditie 1nitiala
u(0,x)=u’(x), xel0,] (111.6)
s1 de conditii pe frontiera:
u(t,0)=u(t,1), >0 (I11.7)
Se stie ca pentru problema de tipul (I11.5) — (II1.7) se poate obtine o solutie
prin metoda separarii variabilelor sub forma une1 serii:

u(x,t)= kiake_(k”)2t sin k7 x (I11.8)
=1

unde coeficientl a,se determina prin dezvoltarea conditiel initiale in serie
Fourier .

a, = ZI;uO(x)sin kr x dx (111.9)
Se observa faptul ca solutia prezinta cateva aspecte ce nu permit aplicarea

€1 in practica: trebuie limitata seria (II1.8) la un numar finit de termeni, 1ar
coeficientil a,se pot determina efectiv doar pentru unele cazuri particulare

de soluti 1nitiale.



Scheme explicite
Vom aproxima solutia probleme1 (I11.5) — (II1.7) folosind diferente finite.
Pentru aceasta este necesara o divizarea domeniulur [0,7,]1x[0,1] 1n

subdomenii ce formeaza o retea sau o grila bidimensionalda (vezi Figura
20).

}At

.(i,n) ‘(z'+1, n)

.(i, n-1)

Figura 20. Reprezentare schematica a grile1 bidimensionale.



Considerand o grila echidistanta atunci nodurile sau punctele grile1 se pot
obtine astfel:

(x, =iAx, t, =nAt), i=0,1,...,N_, n=0,1,...,N,) (I11.10)

Vom nota prin
U' ~u(x,.t,) (III.11)

valoarea aproximativa a solutiei problemei (III.5) — (II1.7) in nodul (i,»).
Aproximam 1in continuare derivata temporala folosind diferente finite

progresive, 1ar derivata spatiala folosind diferente finite centrale

% (e )= u(xl-,tnﬂi—tu(xi,tn) (IIL.12)
2 —
O )% Lt zﬁx;’)i” Fraiet) )

apoi inlocuind in (III.3) s1 tinand cont de notatia (II11.11) obfinem:
vt -ur UL =207 + UL

I i+l

N ™ (I11.14)




de unde putem exprima:

Ut =ur+viur, —2ur +ur,) (I11.15)
unde
At
— II1.16
Y (A x)2 ( )

Se observa ca valoarea lui « de la pasul de timp ¢ se calculeaza folosind

n+l

doar valori de la pasul de timp ¢ (vezi Figura 21). In acest caz vom spune
ca avem o metoda explicita cu diferente finite. Folosind conditia inifiala
(I11.6) s1 conditiile pe frontiera (I11.7) care se vor scrie in cazul discret:
U’ =u’(x), i=1,2,..,N_—1 (I11.17)
Uy =Upy =0, n=0,1,2,... (111.18)
putem calcula toate valorile interioare la pasi urmatori de timp (inaintand
in timp).



U Figura 21. Reprezentare schematica a
T dependenter temporale 1in schemele

U, Ul U explicite.

i+1

Vom aplica schema explicita pentru conditia initiala

-
X, X € [0,5
u’(x) =+ . (I11.19)
[1
l-x, xe|—-.1
\ 2
s1 in acest cazul particular solutia este
u(x,t) = iz i%sin(l kﬂ'j sin(kz x)e ) (111.20)
wak 2

unde coeficientil a,se pot calcula folosind Mathematica:

In[7]:= ak = FullSimplify[2 Integrate[xSin[kPix], {x, 0, 1/2}] +
2 Integrate[(1-x) Sin[kPix], {x, 1/2, 1}], k € Integers &&k > 0]
4 Sin [%]
Out[7]=
ut[7] 20
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Rezolvam problema data de ecuatiille (II1.5), (III.19) s1 (III.7) analitic
folosind 100 de termeni in seria (II1.20) s1 numeric pentru Az=0.0013 §1
Ax=0.05. In Figura 22 sunt reprezentate solutia analitici cu linie continui
s1 solutia numerica cu marker ,,*”. Se observa ca odata cu inaintarea in
timp solutia devine 1nstabila.

Programul Matlab este:

dt=0.0013; dx=0.05; Uo(1)=1-(1-1) *dx;
Nx=1/(dx)+1; end
x=0:dx:1;
tf=0.1; n=0;
Nt=tf/dt; while (n<Nt)
Uo=zeros (Nx, 1) ; n=n+1;
Un=zeros (Nx, 1) ; for 1=2:Nx-1
Un (1)=Uo (1) +dt/ (dx*dx) *

Sinitializare (Uo(i-1)-2*Uo (1) +Uo (i+1));
for i=1:round (Nx/2) end

Uo (1) =(i-1) *dx; Uo=Un;
end end

for i=round (Nx/2) :Nx
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plot(x,Uo, ".-r")

hold on

$solutia analitica
U=HeatAnalytic(x,tf);
plot(x,U, "'b'")

04a

0.45 -
4t
035+
03t
0
2t
015+
01F

0.05 -

function rez=HeatAnalytic(x,t)
rez=0;
for k=1:100

rez=rez+4/ (k*pi) "2*sin(k*pi/2) *

sin (k*pi*x) *exp (-k"2*pi~*2*t) ;
end

Figura 22a. Solufia analitica si

{solutia numericala r=0
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0.45

04t .

0351 .

03F .

025} .

u{x}

02F 1

015} .

0.1F 1

0.05¢ .

DD 0.2 0.4 06 0.8 1

X

Figura 22b. Solutia analitica s1 solufia numerica la ¢ = 0.005
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035

03F .

025+ 1

02F .

UG

015} 1

005} 1

DD 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X

Figura 22c¢. Solutia analitica s1 solutia numerica la ¢ = 0.05
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0.6

_0'30 0.2 04 0.6 08 1

X

Figura 22c¢. Solutia analitica s1 solutia numerica la ¢ =0.1
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Eroarea de trunchiere
Facem urmatoarele notatii pentru operatorui cu diferente finite de ordinul
intai:
- diferente finite progresive (forward differences):
Atu(x, t) = u(x,t + At)— u(x,t)

I1.21

Axu(x,t)= u(x+Ax,t)—u(x,t) ( )
- diferente finite regresive (backward differences):

V u(x,t)=u(x,t)—u(x,t — At) (I11.22)

V u(x,t)=u(x,t)—u(x — Ax,t)
- diferente finite centrale (central differences):

S.u(x,t)= u(x,t + %Atj — u(x,t — %At)
(111.23)

S u(x,t)= u(x + %Ax, tj - u(x — éAx, tj

Daca aplicam operatorul cu diferente finite centrale de doua ori se obtine
operatorul cu diferente finite centrale de ordinul al doilea:
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S2u(x,t)=u(x + Ax,t)—2u(x, )+ u(x — Ax,t)
Folosind dezvoltari in serie Taylor obtinem:

A u(x,t) = utm%uﬂ (A?)? +éu (AL +...

1

Slu(x,t)=u (Ax)2+ﬁu (Ax)4+...

XX ttt

Numim eroare de trunchiere pentru schema:
urt-ul! U, -20!+U

I i+l

At (Ax)’

functia
A u(x,t) B S u(x,t)

T(x,t)= A (Ax)z

(111.24)

(111.25)

(I11.14)

(I11.26)

Se observa ca relatia (II1.26) se obtine prin diferenta celor do1 membrii ai
ecuatiei (III.14), inlocuirea lui Ucu u(x,t,) si folosirea operatorilor

1°°n

(III.21) s1 (II1.24). Introducand in (I11.26) dezvoltarile (I11.25) se obtine:
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Ax) +... (IIL27)

XXXXX (

T(0) =0, =10+ DA = (8] J= D0 L
Daca introducem seria Taylor cu rest de forma:
u(oe 4 AF) = (o, £) 1, At + %u (e XAL?, t<n<t+At
Atunci ecuatia (II1.27) devine:
T(x,1)= %u (r,7)A¢ —éu (EAXY,  t<p<i+Ar, x<E<x+Ac (I1.28)

s1 daca .$1 derivatele sale sunt marginite ( |u,|<M,, [u . |<M_ ) atunci
folosind notatia (I11.16) obtinem:
T(x,1) < 1 At(Mﬁ + iMmj (111.29)
2 6v

Din (II1.29) rezulta cd 7T(x,t)—>0 cand Ax, Az —Opentru orice
(x,1)e(0,1)x[r, ¢,). Vom spune in acest caz ca schema (III.14) este
consistenta neconditionat. De asemenea, deoarece Ar apare in (111.29) la
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puterea intdi vom spune ca schema are ordinul de acuratete O(A¢) sau ca
are ordinul inta1 de acuratete.

Convergenta schemei explicite

Presupunem ca obfinem aproximatii ale solufiei exacte pentru aceleasi
date inifiale folosind griduri de finete diferita (Az — 0 s1 Ax — 0) dar avand
aceeasi valoare pentru v =As/(Ax)’. Vom spune cd schema (II1.14) este

convergenti daci pentru fiecare punct (x*,:")e (0,1)x(0,z, )

x, >x,t —t implica U —>u(x*,t*) (111.30)
Introducem o margine superioara a erori de trunchiere
T"<T (I1I1.31)
unde am notat 7" = T'(x,,¢, ) Sl eroarca
e =U! —ul(x,,t,) (I111.32)
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Deoarece U este solutia aproximativa, iar u(x,,z,) este solutia exacta,
folosind (II1.26) obtinem:
U =u! +vur, -20! +U")

('xl’tnﬂ) (xz’tn) (u(xz+19 n) 2u(xz’tn) (xz 19 n)) TnAt
s1 scazand relatiile de mai sus avem:

e = el +vlel ~2e] +el )T
Sau
e =(1-2v)e! +ve!, +ve!, —T At (I11.33)

- 1 .. n C :
Presupunem ca v SE s1 introducand eroarea maxima la un anumit pas de

timp, E" = maxﬂefq ,1=0,1,.., N, }, avem:

l

n+1

=(1-2V)E" +VvE"+vE"+T"At<E"+TAt  (111.34)

7’;7’1

unde in 1negalitatea trlunghlulul am eliminat modulul pentru termenii

pozitivi. Deoarece inegalitatea (I11.34) are loc pentru i =1, 2,..., N_ -1 avem:
E"™ <E"+TAt (I111.35)
20



Deoarece folosim conditia initiala (II.6) avem E°=0 si se poate
demonstra prin inductie ca E" <nTAt. Atunci folosind (II1.29) s1 tinand

cont ca timpul final satisface inegalitatea ¢, <nA¢ obfinem ca:
E" S%At(Mﬁ +6LMW)1F—>O cand Ar—0 (I111.36)
V
Pentru a defini nofiunea de convergentd a unei scheme numerice ce
implica o retea bidimensionalad cu doi1 pasi As s1 Ax vom defini o metoda
de rafinare ca fiind o multime de perechi (As, Ax) fiecare dintre ele
tinzand la zero:
MR ={(Ax),.(A7),) j=0,1,...,; (Ax), > 0,(Az), »> 0 (II1.37)

Atunci putem enunta teorema:
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: . At),

Teorema 14: Daca o metoda de rafinare satistace conditia v, = ((A ))’2 s%
X).

J

pentru valori suficient de mari ale lu1 ; §1 existda numerele »; s1 i,

astfel incat:

n,(At), >t>0 si i(Ar), »>xelo,1]
si dacd |u_ |<M_ uniform in [0,1]x[0,z,] atunci aproximatia U,"
generatda de schema cu diferente finite (III.14) pentru j=0,1, 2, ...

converge uniform la solutia exacta u(x,z).

Se observa ca avem nevoie de o retea din ce in ce mai fina pentru a obfine
convergenta. Aceast lucru implica insa mai mule iteratii ce implica la
randul lor propagarea erorilor de rotunjire aceasta putand face metoda

impracticabila.
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Analiza Fourier a erorii

Am aratat ca ecuatia (II1.5) are o solutie analitica data sub forma unei serii
Fourier. Deoarece ecuatia (II1.5) este liniara vom studia comportamentul
unui singur mod Fourier scris in forma complexa. Asadar, pentru a studia
stabilitatea schemei (III.14) consideram solutia numerica intru-un punct
iAx 1a pasul » de timp de forma:

U" = ), "e!H) (I11.38)

l

unde 7=+~-1. Inlocuind (II1.38) in ecuatia cu diferente finite (II1.14) si
simplificand cu 1 "e’*") se obtine:

A=Ak)=1+v(e"™ -2+ )=1-2p(1 - coskAx) = | - 4vsin’ %kAx(IH.39)

marimea A(k) numindu-se factor de amplificare. Luand & =mz, similar cu
cazul solutiei exacte, putem scrie solufia numerica in forma:

U =3 4 e B 3(m)]" (111.40)
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Seria (I11.40) aproximeaza relativ bine solufia exacta data de seria Fourier
(I11.8) pentru valori mici ale lu1 m.
Deoarece

U =AU (111.41)
pentru a preveni proagarea erorilor de trunchiere este necesar ca factorul

de amplificare sa indelineaca conditia:
A <1 (111.42)

s1 folosind (I11.39) gasim conditia:

—~1<1-4vsin’ %kAx <1 pentru orice punct kAx

de unde obtinem

(I11.43).
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O schema implicita
Restrictia (II1.43) este o restrictie severa. Daca dorim obtinerea uneil
aproximari bune avem nevoie de pasi mici in spatiu ceea ce conduce la
folosirea unui numar foarte mare de pasi in timp. Pentru a remedia acest
impediment vom folosi in schema numerica diferente regresive in timp
pastrand aproximarea cu diferente centrale a derivater spatiale. Atunci
pentru o grila echidistanta de forma:

(x, =iAx, t, =nAt), i=0,1,...,N_, n=0,1,...,N,) (II1.10)
avem

I i+1

At (Ax)’
Se observa ca pentru a calcula valoarea lu1 U de la pasul de timp ¢, este

n+l n n+l n+l n+l
Ut -up _un =20 U (ITL.44)

necesar sa inaintam in timp pornind de la conditia initiala
Ul =u’(x), i=12,.,N -1 (I11.17)
rezolvand un sistem de ecuati tridiagonal de forma:
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—vU"™ +(1+2v)U
completat cu conditiile la frontiera
Uy =Upy =0, n=0,1,2,... (I11.18)

R A (111.45)

i i+1 i

In acest caz vom spune cia metoda este implicitd, iar sistemul scris pe
componente are forma data de (II1.46) pentru rezolvarea lui putandu-se
folosi metoda lu1 Thomas.

Vom aplica schema implicita ecuatiei (II1.5) cu condifia initiala (II1.19) s1
vom compara solutia astfel obtinuta cu metoda explicita si cea analitica
data de ecuatia (II1.20). Pentru comparatie vom folosi valorile Az =0.0013 s1
Ax=0.05. In Figura 24 sunt reprezentate solutia analitici cu linie continus,
solutia explicita cu marker ,,*” s1 solutia implicita cu marker ,,0” . Se
observa ca solufia implicita este stabila.
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—v 1+2v —v

Un+1 U‘n+1

—v 1+2v —v

-V

n+l
LG+L

U’

l

Programul Matlab este:

dt=0.0013;dx=0.05;
niu=dt/ (dx*dx) ;
Nx=1/ (dx)+1;
x=0:dx:1;

T UO (n+1) B 0 (n)
Ul 1
| U, -| U (111.46)
1+2v —v Upne s Ui
1 _ B UNx _ | O _

Figura 23. Reprezentare schematica a
dependentel temporale in schema implicita.

tf=0.1;
Nt=tf/dt;

Uo=zeros (Nx,1); Un=zeros (Nx,1);

27



$initializare

for i=1:round (Nx/2)
Uo(i)=(1i-1) *dx;

end

for i=round(Nx/2) :Nx
Uo(i)=1-(i-1)*dx;

end

A=zeros (Nx,Nx) ;b=zeros (Nx, 1) ;

n=0;
while (n<Nt)
n=n+1;
A(1,1)=1;b(1l)=0;
for 1i=2:Nx-1

28

A(i,i-1)=-niu;
A(i,1)=1+2*niu;
A(i,i+1)=-niu;
b (i)=Uo(1);

Un=A\Db;
Uo=Un;
end

plot (x,Uo, 'o:k")
hold on



035

—— explicit
03k exact |
' ---&-- implicit

025¢

005f /

Figura 24a. Solutia analitica s1 solutiille numerice la ¢ =0.05
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—— explicit
exact |7
-2 implicit

0.2

04

Figura 24b. Solutia analitica s1 solufiile numerice la 7 = 0.1
Introducand din nou modul Fourier (I1I1.38) in ecuatia schemer implicite
(I11.45) avem

A—1=vAle"™ 2+ e7) = —4visin’ %kAx

(111.47)
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de unde obtinem:

A= 1 (111.48)

1+4vsin2;kAx

Din (II1.48) se obfine ca 0<A<1 deci metoda mmplicita este stabila
neconditionat.

Metoda Crank-Nicolson
O alta metoda implicita este cea propusa de Crank si1 Nicolson in 1947. Ei
folosesc regula trapezului in timp s1 o discretizare cu diferente centrale in
spatiu ceea ce conduce la o schema cu o acuratete de ordinul doi:

urt-ul 1 {Uﬁjﬁ ~2u +Un UL, - 207 4 U j (I11.49)

At 2 (Ax) (Ax)

Schema (I11.49) se reduce tot la rezolvarea unui sistem liniar tridiagonal de
forma:
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—vU 20+ v U —vUM =v U]

m n+20-v)U +vU (I111.50)
caruia 1 se adauga condifia 1ifiala (III.19) si conditille pe frontiera
(II1.18).
Vom aplica schema Crank-Nicolson ecuatier (III.5) cu conditille pe
frontiera (III.18) condifia mitiala (III.19) s1 vom compara solufia astfel
obtinuta cu metoda implicita s1 cea analitica data de ecuatia (I11.20).

v Ut Uy

i il

Figura 25. Reprezentare schematica a
dependentel temporale in schema Crank-
Nicolson.

n n n
Ui -1 Ui Uz'+1

Se observa din Tabelul 9 ca solutia obtinuta cu metoda Crank-Nicolson
este mai apropiata de solufia analitica decat solutia implicita.
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Programul Matlab este:

dt=0.0013;dx=0.05;
niu=dt/ (dx*dx) ;
Nx=1/ (dx)+1;
x=0:dx:1;

tf=0.1;

Nt=tf/dt;

Uo=zeros (Nx, 1) ;

$initializare

for i=1:round (Nx/2)
Uo(i)=(1i-1) *dx;

end

for i=round(Nx/2) :Nx

Uo(i)=1-(1i-1) *dx;

end

A=zeros (Nx,Nx) ;b=zeros (Nx, 1) ;

Un=zeros (Nx, 1) ;

33

n=0;
while (n<Nt)
n=n+1;
A(l1,1)=1;b(1l)=0;
for 1i=2:Nx-1
A(i,i-1)=-niu;
i,1)=2+2*niu;
i,i+1)=-niu;
i)=niu*Uo (i-1)+
(2=2*niu) *Uo (1)
+niu*Uo (1+1) ;

A (
A (
b(

end
A (Nx,Nx)=1;b (Nx)=0;

Un=A\b;
Uo=Un;
end

plot(x,Uo, "o:k")
hold on



Tlmp Ueracr = Uimplicit U eracr =U Grank—nicotson
0.00 0 0

0.05 0.000732 0.002992
0.10 0.004491 0.001476
0.20 0.002990 0.000734
0.30 0.001609 0.000342
0.40 0.000785 0.000153
0.50 0.000362 0.000066

Tabelul 9.Comparatie intre erorile metode1 implicite s1 a metode1 Crank-
Nicolson.

Metoda 6 sau metoda mediei ponderate
Metodele discutate anterior pot f1 descrise de metoda generala:
urt-u!  uMn -0t +ut Ur, —-2U"+U;
i ' i+l i . TV + (1 . 0) i+1 i 2+ i—1
At (Ax) (Ax)
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(II1.51)
unde in practica 0<gd<1. Se observa ca pentru =0 se obfine schema

implicita, pentru Hzé se obtine schema Crank-Nicolson, 1ar pentru 9 =1

se obtine schema implicita. Aplicarea schemei ¢ conduce ca s1 in cazul
schemelor mmplicita s1 Crank-Nicolson la sisteme de ecuatin liniare
tridiagonale. In urma analize1 Fourier pentru schema 6 se obtine:

l—lszi+@—6mﬁmx—2+é”“):vwi+0—9m}4imf%kij

de unde avem:

1—4@—9ﬁsm?1mu

A= 1 2 (I11.52)
1+ 46vsin® 2kAx

Deoarece v >0 s1 0<8<1 avem ca inegalitatea 1 <1 are loc intotdeauna.
Asadar vom avea instabilitate daca 1 <-1, adica daca
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1—4(1—6O)vsin® %kAx < —(1 +46vsin’ %kij sau v(l—26)sin’ %kAx > % (I111.53)

Din (II1.53) deducem conditia de stabilitate:

W(1-26) < % (I11.54)

adica metoda este stabila

_cand 0<o< ) S1 v<
2 2(1-20)

- cand %s <1 pentru orice v.

Se poate arata cd eroarea de trunchiere in nodul (i,n+1/2) este data de

ecuafia (vezi Morton s1 Meyers, 1984):

n+l/2 l_ _i 2 i 2 _l 2
r _Kz ejmm L () uWHM(N) ™ u} (II1.55)

Pentru 6 =% (cazul Crank-Nicolson) eroarea de trunchiere este de ordinul

0(Az* )+ 0(Ax?), deci schema are intotdeauna ordinul doi de acuratete.
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II1.3. Ecuati parabolice cu doua (sau tre1) variabile spatiale

Metoda explicita
Consideram ecuatia caldurii intr-un domeniu rectangular D =[0, X |x|[0,Y]

2 2
%:a{ﬁﬁﬁq, >0 (111.56)
ot ox~ 0y

cu conditii pe frontiera de tip Dirichlet, adica cunoastem valorile

u(x,y,t),, S1 u(x,p,0), iar ¢ este un numdr pozitiv constant. Considerdm
reteaua de puncte cu pasul Ax s1 Ay in directiile Ox s1 Oy:
o X
N, N,

unde N, s1 N, reprezinta numarul nodurilor in directia Ox, respectiv Oy.
Notam aproximatia solutiei initiale intr-un punct (i, ;) al retelei la pasul
de timp » cu
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Ul ~ulx,y,.1,), i=01,.,N,, j=01..,N,.

x? y

Utilizand aproximarea cu diferente finite progresive pentru derivata
temporala s1 aproximarea cu diferente centrale pentru derivatele spatiale,
obt{inem urmatoare schema explicita:

n+l n n n n n n n
unt-ur, [U. —2Ul.’j+Ul._Lj+U -2U; +U;!

R Shs I11.57
Observam ca valoarea necunoscuta U";' se poate calcula printr-o simpla
exprimare din ecuatia (IIL.57) deoarece toate wvalorile U (

i=0,1,.,N,, j=0,1,..,N,)sunt cunoscute, fapt ilustrat g1 in Figura 26a.

Scriem eroarea de trunchiere 1n mod similar cazului 1D:

B Au(x,t) B S u(x,t) N 5yM(XJ)
T(x,t)= N c{ ™ ™ } (I11.58)

s1 folosind dezvoltarile in serie Taylor (II1.25) se obtine:

r.. (IIL59)

Yyyy ]

+ (Ay)2 u

XXXX

T(x,t)= %Atuﬂ —éa[(Ax)zu
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1ar pentru studiul convergentei eroarea maxima este:

E"< B AtM, + éa(sz Mo +A M, )}zF (I11.60)

ce se obtine daca reteaua bidimensionala satisface conditia severa:
oAt oAt 1
VetV =St SE (I11.61)
Pentru studiul stabilitatii se poate folosi din nou metoda von Neumann a

analize1 Fourier in care un mod Fourier va avea forma:

U" ~ /I”Exp[l(kxx + kyy)] (111.62)
Inlocuind relatia (I11.62) in schema numerica (I11.57) obtinem factorul de
amplificare:

A=k, k,)=1- 4|:Vx sinz(%kxij tv, sinzekyAyﬂ (111.63)

de unde se obtine conditia (II1.61) pentru stabilitate.
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Ul?-l-l

r.S

n n+l
Ur,s+1 Ur,s+1
n n n n+l n+1 n+1
Ur—l,s Ur,s U,u,] , Ur—l,s Ur,s U,u,] ,
n n+l
Ur,s—l Ur,s—l n
U. .
a) b)

Figura 26. Dependenta dintre valorile cunoscute s1 necunoscute a) in
cazul schemei explicite s1 b) in cazul schemei1 implicite

Metoda implicita
Pentru obfinerea uneir scheme implicite aproximam derivata temporala
prin diferente regresive, 1ar derivatele spatiale le aproximam prin
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diferente centrale:

n+l n n+l n+l n+l n+l n+l n+l
Ui,j — Ui,j _ Ui+1,j — 2Ui,2j + Ui—l,j + Ui,j+1 o 2Ui,2j + Ui,j—l (IH64)
At Ax Ay

de unde putem obtine sistemul de ecuati liniare:

v UL +v UM - (2v, + 2v, + I)Ul.’fj.l +v, U, +v U ==U;.  (II1.65)

Se observa ca structura sistemului (II11.65) nu permite o rezolvare simpla
a sa chiar daca se poate scrie intr-o forma matriciala convenabila.
Schema mmplicita data de ecuatia (III.64) este stabila indiferent de
dimensiunea pasilor spatiali si temporal. La pasul de timp »+1 avem 5
necunoscute legate de o singura valoare cunoscuta, fapt ilustrat in Figura
26b. Pentru aflarea valorilor necunoscute U/} este necesara rezolvarea

unui sistem algebric linear de dimensiune (N, —1)x(N, —1), a carui matrice

este rara, 1ar reducerea unui astfel de sistem la un sistem cu o structura
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tridiagonala, rezolvabil prin metode numerice cunoscute, este dificila si
uneori chiar imposibila.

Trebuie remarcat faptul ca putem obfine o multitudine de scheme
implicite in functie de aproximarile pe care le facem asupra derivatelor
spatiale. Un exemplu este metoda Crank-Nicolson (vezi Morega, 1998):

UE‘ - Ui’?j _o (Uﬁl}j —2U sz+ '+ Uz'n—+1,lj UZ;-L —2U sz+ '+ Ui’?ﬁl j +
At 2 Ax) Ay)
n ( )n - ( y)n n (111.66)
n g Ui+1,j o 2Ui,j + Ui—l,j n Ui,j+1 o 2Ui,j + Ui,j—l
2 (Ax) (Ay)
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I11.4. Ecuatii eliptice

Introducere
Exemple tipice de ecuatii eliptice in doua dimensiuni sunt ecuatia lui Laplace (II1.73a)
si ecuatia lui Poisson (I11.73b).

2 2
g Z + g th =0, (x,y)e DcR? (I11.73a)
ox~ 0y

2 2
g Z - g Z; = f(x,y), (x,y)e DcR? (I11.73b)
ox“ 0y

cu conditii pe frontierd de tip Dirichlet, adici cunoastem valorile u(x,y),, sau

Neumann daca cunoastem @ unde Nreprezinta normala exterioara la frontiera.

" lop

Schema cu diferente finite
Consideram reteaua de puncte cu pasul Ax si Ay in directiile Ox si Oy, N, si N, fiind

numarul nodurilor in cele doua directii. Notdm aproximatia solutiei initiale intr-un
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punct (i, j) al retelei cu
Ul-,j & u(xl-,yj), i=0,1,..N

X?°

j=0L..,N,.
Utilizand aproximarea cu diferente finite centrale pentru derivatele spatiale obfinem o
schema cu 5 noduri (vezi Fig. 29):

Upp,; —2U; ; +U

Uiy —2U; ; +U

i+l, ) i-1j , il S
Ax? Ay2 ’ (I11.74a)
i=2,3,.,Ny—1, j=2,3,.,N, -1
Ui, — 2V tU N Ui jm =2V U, i :f<x- ’ )
A2 Ay> pry)e (I11.74Db)
i=2,3,..,N, 1 j=2,3.,N, -1
4uit1
1 _ " Figura 29. Nodurile implicate in schema (II1.74)
i .IJ + ]
&Y
1 laj=1

=
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Pentru a calcula eroarea de trunchiere introducem in schema (II1.74b) valorile exacte ale
solutiei u(x,,y,) si dezvoltand in serie Taylor se obtine:

L . 1.2'. " "-__,-i""
T, .= El_i";.l )7 (Urrrr + Uyyyy) 0 ((Lax)”).

eroare care este marginita de:

T s =T := -115[ AV iM, .+ M)
Scriem in continuare sistemul (II1.74a) intr-o forma simplificata:
Ar)

i=2,3,..,N,—1, j=2,3,.,N, 1
Sau
U, +U,_  +p°U,  +pU, . —20+ g2, =0
i+, i—1,j i,j+1 i,j—1 l,] >
i=2,3, N, —1 j=2,3,..,N, -1

(111.75)

Metode iterative de rezolvare a sistemelor de ecuatii liniare
Metodele iterative de rezolvare a sistemelor de ecuatii au la baza teoria punctului fix.
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gt A

multe 1tera‘g11). Cea mai simpla metoda de acest tip este metoda lui Jacobi, care aplicata
sistemului (IT1.75) are forma:

2
u,:;}*l _m['ﬂ‘_”d'l'i& 1J+ﬂ (ut,j+1+uld l:l]

(I111.76)
Se porneste cu o aproximatie initiald " si se obtine un sir de aproximatii imbunititite:
ulu? . u ™
O imbunatatire adusa metodei Jacobi este metoda Gauss-Seidel in care o valoaredeja

calculata este utilizata pentru calculul noilor valori (de exemplu uk”l se foloseste in

calculul lui uk“) Atunci metoda Gauss-Seidel devine:

k+1 _ k+1 2 k41
HG §H+_,(9"**) ['H.HJ +ul+ B (ui,ﬁl + 1)]

(II1.77)
Convergenta metodelor Jacobi si Gauss-Seidel este asigurata de faptul ca matricele
sistemelor (II1.75) sunt diagonal dominante. Reamintim cd o matrice patratica4 = (g, )

este diagonal dominanta daca:
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i
las| > ) layl

j=1

A
Critertul de oprire in cazul ambelor metode este
K+l k Hulm _ukH
Hu H_, H <& sau H —<e (111.78)
|

unde & este o toleranta acceptata.

In multe cazuri convergenta metodelor Jacobi si Gauss-Seidel poate fi acceleratd prin
introducerea unui parametru de relaxare, @. Algoritmul este:

':.Tl (1 _‘;"") = ﬁi} [ Ujpy; t+ “1-11_1 + ﬁ“(“uﬂ + “1.; 1)] (I11.79)

Conditia necesara convergentel este 0<w<2. Dacd w<1 atunci spunem ca avem
subrelaxare, daca w=1 se obtine metoda Gauss-Seidel, iar altfel spunem cd avem
suprarelaxare. In cateva cazuri particulare parametrul optim © se poate calcula, dar in
general el se determind prin experimentari numerice.
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Exemple
Consideram generarea de caldura intr-un domeniu dreptunghiular:

2 2
g €+ o €+1=0, (x,y)e D=[0,1]x[0,1]
ox“ Oy (I11.80)
T(xa yXaD =0

care se discretizeaza in felul urmator:

u.,.-2U.,.+U.,. U..,=-2U..+U. .

P SR W 20, i=2,3,.,N, -, j=2,3,..N, —1
Ax Ay

Vom aplica in continuare metoda Jacobi s1 metoda Gauss-Seidel. Programele Matlab

sunt:

gmetoda Jacobi

tic

N=101; %number of nodes in x- direction
h=1/(N-1) ;T=zeros (N,N) ; Tnew=T;nr it=0;stop=0;
while (stop~=1)
nr it=nr it+l; errT=0;
for 1i=2:N-1
for j=2:N-1
Tnew (i,3)=0.25* (T (i+1,3)+T(i-1,3)+T(i,J+1)+T(i,j-1)+h*h);
if abs(T(i,Jj)-Tnew(i,j))>errT
errT=abs (T (i,7)-Tnew(i,J));
end
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end

end;

if errT<le-6
stop=1;

end

if mod(nr it,250)==0
fprintf ('nr it=%g err=%g\n', nr it,errT));
end
T=Tnew;
end

x=0:h: (N-1) *h; y=x;
contour (x,y,T',20)
axis equal
axis([0,1,0,1])

T max=max (max (T))
nr it

toc

gmetoda Gauss-Seidel
%discretization and initialization$%$%%%%%%%%%
tic
N=101; %number of nodes in x- direction
h=1/(N-1) ; T=zeros (N, N) ; Tnew=T;
nr 1t=0; stop=0;
while (stop~=1)
nr it=nr it+l; errT=0;
errT=0;
for 1i=2:N-1
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for j=2:N-1
Tnew (i,3)=0.25* (T (i+1,3)+T(i-1,3)+T(i,J+1)+T(i,]j-1)+h*h);
if abs(T(i,3)-Tnew (i, j))>erxrT
errT=abs (T (i,J)-Tnew(i,Jj))
end
T(i,3)=Tnew(i,]);
end
end;
if errT<le-6
stop=1;
end
if mod(nr it,250)==0
fprintf ('nr it=%g err=%g\n', errT);
end
T=Tnew;
end

x=0:h: (N-1) *h; y=x;
contour (x,y,T',20)
axis equal
axis([0,1,0,1])

T max=max (max (T))
nr it

toc
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Grid Jacobi Gauss-Seidel
T hax Numarul Timp de T hax Numarul Timp de
iteratiilor calcul iteratiilor calcul
(secunde) (secunde)
51x51 0.073142 2577 0.625 0.073396 1465 0.422
101 x 101 | 0.071640 7502 6.969 0.0726535 4454 4.594

Tabel 10. Comparatie intre metodele Jacobi s1 Gauss-Seidel.
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Figura 35. Distributia temperaturii pentru exemplul (I11.80)
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II1.5. Ecuatii hiperbolice intr-o variabila spatiala (Ecuatia undelor)

Caracteristici
Consideram cea mai simpla ecuatie de acest tip (vezi, Morton si Mayers, 2005)
8_u+ a(x,t)a—u =0, xelab] t>0 (II1.81)
Ot o0x
u(x,0)=u"(x) (IT1.82)

O metoda de studiu a acestei ecuatii este metoda caracteristicilor. Reamintim ca pentru
o ecuatie de forma (vezi Smith, 1985):

alx, t)ﬁ_u +b(x, t)ﬁ—u =c(x,1) (I111.83)
ot 0Xx
caracteristicile sunt solutiile ecuatiei
adx—bdt =0 (I11.84)
iar u(x,t) se afla din
cdt—adu=0. (II1.85)

O formulare generald a metode1 descrise mai sus se poate fi pusa intr-o forma compacta
astfel:
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T | o@n &g 3y Ty

Figura 36. Caracteristici tipice pentru ecuatia (II1.83)

dt dx du

a b C

(I11.86)

In cazul ecuatiei (I11.81) (¢ = 0), de-a lungul unei caracteristici solutia u(x,¢) satisface
du_@u_@u@x_o
dt ot oxor

si atunci, din conditia initiala (II1.82), avem ca u(x,t) = uo(x j) pentru o caracteristica ce

trece prin punctul x; (vezi Fig. 36)
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Daca a(x,t) = a=const. atunci caracteristicile sunt x —at = const., iar solutia ecuatiei
notatie

(II1.81) are forma:

u(x,t)=u(x—ar) (I111.87)
Examinand ecuatia (III.87) observam ca solutia curentd este de fapt solutia initiala
deplasatd la stanga dacd a<0 sau la dreapta daca a >0 (vezi, Strikwerda, 2004) ).

Astfel, solutia ecuatiei undei (II1.81) poate fi privitd ca si o unda ce se propaga cu viteza
a fara sa-si schimbe forma (vezi Fig. 37)

by

A
B ’!Ill I.l,.
r =0 'IIII t =0 ".. X

Figura 37. Deplasarea solutiel pentru ecuatia unidimensionala a undelor.
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Conditia lui Courant, Friedrichs si Lewy (CFL)

Pentru a rezolva numeric ecuatia (II1.81) putem utiliza o schema explicita cu diferente
finite progresive in timp si regresive in spatiu:

yrl_yr  pyr_yr
’ Lyg—t—Hl oy (111.88)
At Ax
Sau
Uty —%(Ul-” Ul )= (-t U, (I11.89)
unde v = a—At.
Ax

Se observa ca valoarea U ;“1 depinde de doud valori calculate la pasul de timp =, iar

acestea la randul lor depind de cate doua valori calculate la pasul de timp »—1. Astfel
se poate construi un domeniu de dependentd a datelor pentru schema numerica, de
forma triunghiulara, similar cu cel din Fig. 38. Domeniul de dependenta corespunzator
ecuatiei cu derivate partiale este chiar curba caracteristica ce trece prin punctul (x;,z, ).

Conditia CFL spune ca o schema numerica este convergenta daca domeniul de
dependenta a ecuatiei diferentiale (caracteristica) apartine domeniului de
dependenta al schemei numerice.
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Kurt Otto

7

Friedrichs (1901 — 1982)  Hans Lewy (1904 — 1988)
f_- 3
P
_..
Figura 38. Dependenta datelor in schema
*—*+ explicita
o oo .
) r
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In Fig. 38 este prezentata schematic
dependenta de date pentru o schema cu A
diferente finite ce indeplineste conditia

CFL, caracteristica PQ situandu-se in P
domeniul de dependentda al schemei '
numerice. Figura 39 prezintda cazul in - —_—

care conditia CFL este violata, ambele
caracteristict PO si PRsituandu-se 1in | ,
afara domeniului de dependentd al e o
schemei numerice, 1ar convergenta in ‘
punctul P nu poate fi atinsa.

£

Figura 39. Violarea conditie1 CFL

In cazul schemei (II1.88) se observd ci nu avem convergentd pentru a <0 deoarece in
acest caz caracteristicile sunt de forma PR. In cazul in care a >0 pentru a avea asigurati
convergenta este necesar ca aAr/Ax <1.

Daca vom folosi o discretizare cu diferente centrale pentru derivata spatiala a ecuatiei

(I11.88) obtinem urmatoarea schema cu diferente finite:
gt _yr no_yn
i LA Mt .0 Sl o S (II1.90)
At 2Ax
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Alegand convenabil pasii Az §1 Ax, t
aceasta schema satisface conditia CFL

c= \a\% <1(numarul lui Courant) (I111.91) nt1 )|
atat pentru valori negative ale lui a cat s1 n -

pentru valori pozitive. Dependenta de
date a schemei numerice (II1.90) este
reprezentata schematic in Fig. 40. & _ s

I

Figura 40. Dependenta datelor in schema
centrala.
Pentru a studia stabilitatea schemei vom folosi din nou modurile normale din analiza
Fourier:

Ul = ) el Kity) (111.38)
s1 inlocuind in schema (II1.90) obtinem factorul de amplificare
A= A(k)=1- a%sin(kAx) (I11.92)

pentru care putem avea \/1 > 1\ si deci schema este instabila. Asadar, schema respecta

conditia CFL, dar nu este stabila si deci putem deduce ca impunerea conditie1 CFL este
doar necesara si nu suficienta pentru obtinerea convergentei.
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Cea mai simpla schema care elimind aceste neajunsuri poate fi formulatd astfel(vezi
Morton s1 Meyers 2005):

[t 'D:r' - QE‘j‘—ht: {-"j; if a < 0,
A At
Up —ax AU} if a> 0.
- (I11.93)

Remarcam faptul ca aceasta schema poate fi folosita si pentru a = a(x,z). Schema (I11.93)
satisface conditia CFL si in plus este si stabild. Intr-adevar pentru >0 (daca a<0 in
relatie se Inlocuieste a cu |a|) avem:

A= Ak) =1— (aAt/Az)(1 — e FAT) =1 — p(1 — A7),

de unde
IAE)? = [(1 —v) +vcoskAz]? + [vsin kAz)?
=(1—-v)?+v?+ 2v(l —v)coskAx
=1—2v(l —v)(1 - coskAx)
Sau

Al =1—4v(1 — v)sin® FkAz.

In mod evident avem |4/ < Ipentru 0< v <.
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Alte scheme explicite

Folosind diverse tipuri de discretizari se pot obtine mai multe scheme cu diferente finite.

De exemplu, daca considerdm valoarea medie a lui U din schema explicita (I11.90) se
obtine metoda lui Lax:

1 alt ,
u?"“ = E(“?ﬂ +up ) — m{“iu —u )

(111.94)
¥ Daci se utilizeaza pentru ambele derivate, atit cea in timp
cat si cea in spatiu, discretizari cu diferente centrale se
obtine metoda leapfrog (saritura broastei), metodda care
este de ordinul O(Atz,sz ):

uftt — ! _ _a“?ﬂ — U,
2At 2Ax

(111.95)
Ambele scheme descrise mai sus sunt stabile pentru un
numar Courant ¢ <1.

Peter Lax (1926 - ) si
Burton Wendroff (1930 -)
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Trebuie facuta insa observatia ca pentru integrarea schemei (I11.95) este nevoie de doua
seturi de date de start, i1ar alegerea datelor de start diminueaza eficienta metodei chiar
daca este vorba de o metoda de ordinul doi.

Una dintre schemele explicite cele mai eficiente este metoda Lax-Wendorff care se
poate obtine prin dezvoltari in serie Taylor. Considerém dezvoltarea:

u (At)?

— 3
u(z, t+ At) = u(zx,t) + &At-l- 52 9l + O(At)
sau
o Ou . Ou (Af)?
ul ! = ot Et-ﬂt+ T + 0(At)?
(111.96)
Ecuatia (II1.81) poate fi scrisd in forma:
bu  _ Ou
o O (111.97)
s1 derivand (II1.97) se obtine:
Pu__ 0 (3_!{) _ed (@) . Ui
ot? ot \ oz Oz \ ot Ox? (I11.98)

Inlocuind (I11.97) si (II1.98) in ecuatia (I11.94) avem:
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du (At)? [ 28%u
n+l _ _ U
u; ug +( E&:r) At + ——— 5 ( e

(111.99)
Prin discretizarea derivatelor spatiale cu ajutorul diferentelor finite centrale se obtine
schema Lax-Wendorft:

P U
,u:H-l —_ ,u:: — alAt i+l + = aﬂ(at)z [ﬂ'ﬁl 2“1 ]
[ ] (Az)? (I11.100)
Schema (II1.100) are ordinul de exactitate doi1 si este stabila pentru ¢ <1.

Exemplu
Consideram ecuatia:

ou 8_u_0 xel[-5,5] t>0

ot Ox

u(x,0)= exp(l —5x° )
care are solutia analitica u(x,t)= exp(l—s(x—t)2 ) Vom rezolva ecuatia numeric folosind

schema Lax-Wendorff. Variatia solutie1 in timp este redata in Fig. 41, iar programul
Matlab este urmatorul:
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numeric numetric
< analitic < analitic

numetric
< analitic

numetric
251 < analitic 7

X X

Figura 41. Variatia solutiei in timp.
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a=-5;b=5;dt=0.001;dx=0.01;
Xx=a:dx:b;xa=a:10*dx:b;
N=length (x) ;
uo=exp (1-5*x."2);%conditia initiala
tf=3;t=0;
uex=exp (1-5* (xa-t*ones (1, length(xa))).”2);%solutia exacta
nr 1t=0;
plot (x,uo, 'b',xa,uex, 'or'")
pause
k=1;
M(k)=getframe;
while t<tf
t=t+dt;
nr it=nr 1it+1;
un (1)=uo (1) -dt/dx* (uo(2)-uo (1)) ;
for i=2:N-1
un (i) =uo (1) -dt/dx/2* (uo(i+1l)-uo(i-1))+0.5*dt*dt/dx/dx* (uo (i+1)
-2*uo (1)+uo (i-1));
end
un (N) =uo (N) -dt/dx* (uo (N) —uo (N-1) ) ;

i1f mod(nr it,10)==
k=k+1;
uex=exp (1-5* (xa-t*ones (1, length(xa))) .”2);
plot(x,un, 'b',xa,uex, 'or');
M(k)=getframe;
end
uo=un;
end
movie (M)
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