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SISTEMUL PUNCTELOR EXPLOZIVE - O ABORDARE INTUITIVĂ

Oana Maria Pârva, Aurica Viuţa Boroş, Alin Florin Novac-Iuhas s, i Andreea Cunţan

Rezumat. Lucrarea explorează metoda
”
punctelor explozive” ca o abordare

intuitivă şi vizuală pentru a preda şi ı̂nţelege conceptele fundamentale ale nu-
merelor, sistemelor de numeraţie şi operaţiilor aritmetice. Autorii prezintă cum
ideea de

”
cutii de puncte” ı̂n care punctele

”
explodează” când ating un anumit

prag poate ilustra clar trecerea ı̂ntre poziţii, conversia ı̂ntre baze, găsirea unor
rezultate intuitive obţinute ı̂n urma adunarii, scăderii, ı̂nmulţirii şi ı̂mpărţirii
numerelor ı̂ntregi şi a polinoamelor. Sunt incluse exemple demonstrative, repre-
zentări grafice statice şi secvenţe vizuale care arată cum cifrele se deplasează prin
mutări. Lucrarea are scop pedagogic: de a oferi profesorilor s, i elevilor un instru-
ment vizual, intuitiv, care transformă procedurile rigide de calcul ı̂n experienţe
logice şi atractive.

MSC 2000. 97D40, 97U10, 97C20.

Cuvinte cheie. Sisteme de numeraţie, operaţii aritmetice, polinoame, puncte
explozive.

1. INTRODUCERE

În această lucrare dorim să ilustrăm faptul că matematica poate fi frumoasă,
logică s, i intuitivă, oferind o nouă perspectivă asupra modului ı̂n care elevii pot
ı̂nvăt,a s, i ı̂nt,elege această disciplină fundamentală.

Introducerea conceptului de sistem de numerat, ie s, i a sistemului punctelor
explozive reprezintă o etapă fundamentală ı̂n ı̂nvăt,area elementelor de algebră.
Chiar dacă elevii din ı̂nvăt, ământul gimnazial sunt pregătit, i să exploreze con-
cepte matematice mai complexe cum ar fi sistemele de numerat, ie, noi profesorii
putem să le explicăm aceste not, iuni complicate ı̂ntr-o manieră mai atractivă.

Putem aplica metoda descrisă de James Tanton ([1]) s, i o putem adapta
nevoilor de cunoas,tere a elevilor nos,tri. Astfel putem prezenta elevilor o teh-
nică nouă de a efectua operat, ii cu numere naturale, operat, ii de transformare
dintr-o bază de numerat, ie ı̂n altă bază de numerat, ie, de a efectua operat, ii
cu numere ı̂ntregi, de a explora conceptele de polinoame, care sunt expresii
matematice formate din termeni, fiecare având coeficient, i s, i variabile. Aceste
not, iuni sunt interconectate s, i ajută la dezvoltarea abilităt, ilor de rezolvare a
problemelor s, i a gândirii critice.

2. BAZE DE NUMERAT, IE: SCRIEREA ÎN BAZA 10, SCRIEREA ÎN BAZA 2

Conform programei s,colare la clasa a V-a, respectiv clasa a VI-a, teoria
corespunzătoare lect, iilor: ”

Baze de numerat, ie: scrierea ı̂n baza 10, scrierea ı̂n
baza 2” şi

”
Operat, ii cu numere ı̂ntregi”, cât s, i aplicat, iile corespunzătoare pot
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fi consultate ı̂n manualele digitale ([2], [3]) s, i ı̂n cărt, ile de specialitate ([6]),
dar noi dorim să vă prezentăm o altă abordare.

O bază de numerat, ie cu puncte explozive este un sistem ı̂n care numerele
sunt reprezentate printr-o combinat, ie de puncte, iar fiecare punct are o valoare
specifică ı̂n funct, ie de pozit, ia sa. Sistemul punctelor explozive este similar cu
sistemele de numerat, ie tradit, ionale, dar introduce un element de complexitate
s, i creativitate. Punctele explozive pot fi folosite pentru a reprezenta diferite
valori, iar modul ı̂n care acestea sunt aranjate determină valoarea totală a
numărului.

2.1. Transformări de tipul 1← n s, i m← n.
O transformare de bază 1←2 constă ı̂ntr-un s, ir de căsut,e, extinzându-se

oricât de mult dores,ti spre stânga ([5]). Pentru a opera această transformare,
as,ezi un anumit număr de puncte ı̂n căsut,a cea mai din dreapta, iar apoi se
redistribuie punctele conform următoarei reguli:

Două puncte ı̂n oricare căsut, ă sunt s,terse (ele ”
explodează”) s, i sunt ı̂nlocuite

cu un punct cu o pozit, ie mai la stânga.
De exemplu, dacă plasăm s,ase puncte ı̂ntr-o mas, ină 1←2, apar patru explo-

zii, rezultând ı̂ntr-o distribut, ie finală a punctelor ce poate fi citită ca
”
110”.

Dacă plasăm 13 puncte, distribut, ia devine
”
1101”, iar pentru 50 de puncte,

obt, inem ”
110010”.

Aceste exercit, ii pot fi efectuate pe foaie sau pe tablă s, i pot fi verificate
folosind aplicat, ia ”

The Mathenaeum” ([5]) sau scanând codul QR.

Se pot face lucruri interesante cu mas, inile de bază s, i se pot descoperi curi-
ozităt, i matematice frumoase.

Într-o transformare de tipul 2← 3,
vom ı̂nlocui trei puncte dintr-o
casetă cu două puncte plasate cu o
pozit, ie mai la stânga. Dacă punem
zece puncte ı̂n mas, ină, obt, inem
următorul rezultat: 10→ 2101.
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2.2. Exemplificarea punctelor explozive.
Opusul unui punct se referă la conceptul de număr opus ı̂n cadrul sistemelor

de numerat, ie. Dacă luăm ı̂n considerare un număr natural, opusul său este
numărul ı̂ntreg care, adunat cu numărul original, dă zero. De exemplu, pentru
numărul 4, opusul este −4. Acest concept este esent, ial ı̂n operat, iile cu numere
ı̂ntregi, unde adunarea unui număr cu opusul său duce ı̂ntotdeauna la zero,
demonstrând astfel proprietatea inversului aditiv.

Dar aceste informat, ii matematice sunt specifice clasei a VI-a! Pentru a pu-
tea continua aplicat, iile la nivelul clasei a V-a, atunci vom numi simbolul •
cu dot ( ı̂n lb. Engleză = punct), iar opusul simbolului • va fi ◦ s, i denumit
intuitiv de elevii nos,tri cu tod (cuvântul dot scris invers). Astfel un dot • se
va anula cu un tod ◦: •+ ◦ = nimic (zero) [1].

Exemplul 1.

3. OPERAT, II CU NUMERE NATURALE/ÎNTREGI

3.1. Adunarea numerelor naturale/̂ıntregi.

Sistemul de notat, ie pozit, ională pe
care ı̂l folosim astăzi pentru a scrie
s, i a manipula numere este baza 10,
o transformare 1← 10 [1].

Adunarea ı̂n baza 10 este directă.

Exemplul 2.
279 + 568 ı̂nseamnă:
2 + 5 = 7 puncte ı̂n pozit, ia sutelor,
7 + 6 = 13 puncte ı̂n pozit, ia zecilor,
9 + 8 = 17 puncte ı̂n pozit, ia
unităt, ilor.

Este rezonabil să scriem acest rezultat sub forma 7|13|17, folosind bare
verticale pentru a separa unităt, ile puterilor lui 10.

10 dintre cele 13 puncte din celula zecilor
”
explodează” s, i lasă 3 puncte ı̂n

urmă, creând un punct suplimentar ı̂n caseta sutelor, rezultatul este 8|3|17.
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Din cele 17 puncte din caseta unităt, ilor, 10 ”
explodează” s, i lasă 7 ı̂n urmă,

creând un punct ı̂n plus ı̂n caseta zecilor. Obt, inem rezultatul final:

279 + 568 = 8|4|7, adică 847.

3.2. Înmult, irea numerelor naturale/̂ıntregi.
Unele probleme simple de ı̂nmult, ire sunt conceptual clare ı̂n modelul cu

puncte s, i căsut,e, se efectuează explodările pas cu pas pentru a obt, ine răspunsul
final.

Exemplul 3.

42708 · 3 = 12 |6| 21 |0| 24 = 12 |8| 1 |0| 24 = 12 |8| 1 |2| 4 = 128124

Exemplul 4.
O provocare dificilă propusă de James Tanton ([1]) s, i rezolvată de noi

este:

Dezvoltă o metodă pentru efectu-
area ı̂nmult, irii lungi ı̂n modelul cu
puncte s, i căsut,e. Foloses,te această
metodă pentru a calcula: 354 · 672.
Des, i este posibil să dezvolt, i proce-
duri pentru ı̂nmult, irea lungă ı̂n mo-
delul cu puncte s, i căsut,e, acestea
tind să fie oarecum artificiale.

3.3. Scăderea numerelor naturale/̂ıntregi.

Scăderea nu este altceva decât adunarea unor cantităt, i negative. În modelul
nostru cu puncte s, i căsut,e, vom lucra acum cu

”
puncte = dots” s, i ”

anti-puncte
= tods”

Exemplul 5. 478− 353 = 125

Exemplul 6. 423− 254 =

Aceasta este o expresie perfect validă matematic, des, i pentru majoritatea
lumii poate fi greu de ı̂nt,eles ce ı̂nseamnă

”
două sute s, i minus treizeci minus

unu”!
Pentru a traduce acest lucru ı̂ntr-un format cunoscut, putem

”
de-exploda”

un punct solid din stânga pentru a adăuga 10 puncte ı̂n căsut,a din mijloc.
Acest lucru dă: 1|7| − 1. Dacă de-explodăm din nou, obt, inem: 1|6|9.

Astfel: 423− 254 = 2| − 3| − 1 = 1|7| − 1 = 1|6|9 = 169
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Observaţia 1.
Acest proces de

”
de-explodare” este numit ı̂mprumutul cifrelor. Elevii sunt

ı̂nvăt,at, i să ı̂mprumute pe măsură ce rezolvă o problemă de scădere, ı̂n loc să
lase toate ı̂mprumuturile la final.

3.4. Împărt, irea numerelor naturale/̂ıntregi.

a) Împărt, irea numerelor naturale fără rest

În ciuda limitării ı̂n cazul ı̂nmult, irii, un avantaj semnificativ al modelului
cu puncte s, i căsut,e este că explică procesul ı̂mpărt, irii lungi cu o claritate
conceptuală remarcabilă.

Exemplul 7.

384 : 12 =

Dorim să vedem de câte ori putem găsi grupuri de 12 ı̂n cele 384 de puncte.
Astfel căutăm grupuri de 12 ı̂n 384. S, i aceasta devine pur s, i simplu o sarcină
de recunoas,tere a tiparelor.

Observăm că identificăm:

Trei grupuri de 12 la nivelul zecilor
(adică: o sută s, i două zeci).

Două grupuri de 12 la nivelul
unităt, ilor (adică: un zece s, i două
unităt, i).

Astfel: 384 : 12 = 32.

b) Împărt, irea numerelor naturale cu rest

Se procedează la fel ca s, i la
ı̂mpărt, irea fără rest.

Exemplul 8.

2785 : 23 = 121 rest 2 sau 121+
2

23

Căutăm grupuri de 23 ı̂n 2785 s, i
identificăm o grupă de 23 la nivelul
sutelor, două grupe de 23 la nive-
lul zecilor, o grupă de 23 la nivelul
unităt, ilor s, i ne mai rămân 2 unităt, i
(restul).
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4. NUMERE ÎN BAZA X: INTRODUCEREA POLINOAMELOR

În cadrul programei de liceu, ı̂n clasa a XII-a, găsim capitolul de
”
Poli-

noame” unde not, iunea de polinom este definită foarte sofisticat astfel:

Definiţia 1. ([4]) Un element f ∈ A [X] de forma f = a0+a1X+a2X
2+

· · ·+anX
n, ai ∈ A, i ≥ 0, se numes,te polinom ı̂n nedeterminata X cu coeficient, i

ı̂n inelul comutativ s, i unitar A.

Dar o definit, ie poetică ar putea fi:

Definiţia 2. Polinoamele sunt expresii matematice formate din variabile
s, i coeficient, i, care pot fi folosite pentru a reprezenta numere ı̂n diferite baze.
Un polinom ı̂n baza X poate fi scris sub forma

f(X) = anX
n + an−1X

n−1 + · · ·+ a2X
2 + a1X

1 + a0,

unde coeficient, ii ai sunt numerele din baza respectivă. Această formă permite
manipularea s, i evaluarea polinoamelor ı̂n mod eficient.

Exemplul 9.

f(X) = 2X2 + 3X + 1

Dacă dorim să evaluăm acest polinom ı̂n baza 10, putem ı̂nlocui X cu un
număr, cum ar fi 2:

f(2) = 2 · 22 + 3 · 2 + 1 = 15.

Aceasta demonstrează cum polinoamele pot fi utilizate pentru a efectua
calcule complexe ı̂ntr-un mod structurat.

Reprezentarea cu puncte explozive
a polinomului:

f(X) = X3 + 5 ·X2 + 2 ·X + 3,

cu coeficient, i numere naturale.

Reprezentarea cu puncte explozive
a polinomului:

f(X) = X4−2X3+10·X2−6·X+3,

care are coeficient, i numere ı̂ntregi
negative.

4.1. Adunarea polinoamelor.
Observăm că adunarea numerelor naturale ca s, i reprezentare cu puncte

explozive este identică cu adunarea a două polinoame.
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f(X) = 3X4 − 3X2 + 5X − 1

g(X) = 3X4 −X3 −X2 − 2X + 4

f(X) + g(X) =

= 6X4 −X3 − 4X2 + 3X + 3

4.2. Împărt, irea a două polinoame.
Se observă că ı̂mpărt, irea numerelor naturale ca s, i reprezentare cu puncte

explozive este identică cu ı̂mpărt, irea a două polinoame.

Exemplul 10.

276 : 12 = 23

2X2 + 7X + 6

X + 2
= 2X+3

4.3. Împărt, irea a două polinoame cu coeficient, i numere ı̂ntregi nega-
tive !

Exemplul 11.

X3 −X2 +X + 3

X + 1
=

Scopul nostru este să găsim grupuri de (X + 1), dar apar dificultăt, i:

• poate că ne-am gândit să
”
de-explodăm” puncte pentru a introduce

puncte noi (tods) ı̂n diagramă.
• dar aici apare o problemă: nu s,tim care este valoarea lui X, s, i astfel
nu s,tim câte puncte ar trebui să desenăm pentru fiecare

”
de-explozie”.
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Solut, ie: pentru a gestiona
această dificultate, putem fo-
losi un truc alternativ: putem
completa celulele goale cu pe-
rechi de dots s, i tods. Aceasta
păstrează valoarea celulei la
zero, dar creează punctele ne-
cesare pentru a recunoas,te ti-
parele dorite!

X3 −X2 +X + 3

X + 1
= X2−2X+3

4.4. Împărt, irea cu rest a două polinoame cu coeficient, i numere ı̂ntregi
negative !

Foarte asemănător cu exemplul anterior, vom obt, ine:

Exemplul 12.

X3 −X2 +X

X + 1

X3 −X2 +X

X + 1
= X2−2X+3 rest (−3)

5. CONCLUZII

Recapitularea conceptelor fundamentale de algebră este esent, ială pentru ele-
vii din ciclul gimnazial, aflat, i ı̂ntr-o etapă importantă de dezvoltare a gândirii
logice s, i a abilităt, ilor de rezolvare a problemelor. Sistemele de numerat, ie
oferă baza pentru ı̂nt,elegerea modului ı̂n care sunt reprezentate numerele s, i
pentru realizarea corectă a operat, iilor matematice. Operarea cu numere natu-
rale s, i numere ı̂ntregi contribuie la formarea unei ı̂nt,elegeri solide a relat, iilor
numerice, ı̂ntâlnite frecvent ı̂n viat,a de zi cu zi. De asemenea, polinoamele
reprezintă un element central ı̂n studiul algebrei, fiind necesare pentru mani-
pularea expresiilor s, i rezolvarea ecuat, iilor.
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Metoda punctelor
”
explozive” aduce o abordare vizuală s, i intuitivă acestor

cont, inuturi, facilitând ı̂nt,elegerea mecanismelor din spatele operat, iilor mate-
matice. Prin utilizarea acestei metode, elevii ı̂s, i pot dezvolta ı̂ncrederea ı̂n
propriile rat, ionamente s, i pot construi o bază conceptuală solidă pentru ex-
plorări matematice mai avansate.
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”
Dacia”, Oradea, Catedra de Matematică
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