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SISTEMUL PUNCTELOR EXPLOZIVE - O ABORDARE INTUITIVA

Oana Maria Parva, Aurica Viuta Borog, Alin Florin Novac-Tuhas si Andreea Cuntan

Rezumat. Lucrarea exploreazia metoda ,punctelor explozive” ca o abordare
intuitiva si vizuala pentru a preda si intelege conceptele fundamentale ale nu-
merelor, sistemelor de numeratie si operatiilor aritmetice. Autorii prezinta cum
ideea de ,cutii de puncte” in care punctele ,explodeaza”’ cand ating un anumit
prag poate ilustra clar trecerea intre pozitii, conversia intre baze, gasirea unor
rezultate intuitive obtinute in urma adunarii, scaderii, Inmultirii gi Impartirii
numerelor intregi si a polinoamelor. Sunt incluse exemple demonstrative, repre-
zentari grafice statice si secvente vizuale care arata cum cifrele se deplaseaza prin
mutari. Lucrarea are scop pedagogic: de a oferi profesorilor si elevilor un instru-
ment vizual, intuitiv, care transforma procedurile rigide de calcul in experiente
logice si atractive.

MSC 2000. 97D40, 97U10, 97C20.

Cuvinte cheie. Sisteme de numeratie, operatii aritmetice, polinoame, puncte
explozive.

1. INTRODUCERE

In aceastd lucrare dorim si ilustrim faptul ca matematica poate fi frumoasa,
logica si intuitiva, oferind o noua perspectiva asupra modului in care elevii pot
invata si intelege aceasta disciplina fundamentala.

Introducerea conceptului de sistem de numeratie si a sistemului punctelor
explozive reprezinta o etapa fundamentala in invatarea elementelor de algebra.
Chiar daca elevii din Invatamantul gimnazial sunt pregatiti sa exploreze con-
cepte matematice mai complexe cum ar fi sistemele de numeratie, noi profesorii
putem sa le explicam aceste notiuni complicate intr-o maniera mai atractiva.

Putem aplica metoda descrisa de James Tanton ([I]) si o putem adapta
nevoilor de cunoastere a elevilor nostri. Astfel putem prezenta elevilor o teh-
nica noua de a efectua operatii cu numere naturale, operatii de transformare
dintr-o baza de numeratie in altd bazd de numeratie, de a efectua operatii
cu numere intregi, de a explora conceptele de polinoame, care sunt expresii
matematice formate din termeni, fiecare avand coeficienti si variabile. Aceste
notiuni sunt interconectate si ajuta la dezvoltarea abilitatilor de rezolvare a
problemelor si a gandirii critice.

2. BAZE DE NUMERATIE: SCRIEREA iN BAZA 10, SCRIEREA IN BAZA 2

Conform programei scolare la clasa a V-a, respectiv clasa a VI-a, teoria
corespunzatoare lectiilor: ,Baze de numeratie: scrierea in baza 10, scrierea in
baza 2”7 si ,Operatii cu numere intregi”, cat si aplicatiile corespunzatoare pot
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fi consultate in manualele digitale ([2], [3]) si in cartile de specialitate ([6]),
dar noi dorim sa va prezentam o alta abordare.

O baza de numeratie cu puncte explozive este un sistem in care numerele
sunt reprezentate printr-o combinatie de puncte, iar fiecare punct are o valoare
specifica in functie de pozitia sa. Sistemul punctelor explozive este similar cu
sistemele de numeratie traditionale, dar introduce un element de complexitate
si creativitate. Punctele explozive pot fi folosite pentru a reprezenta diferite
valori, iar modul in care acestea sunt aranjate determina valoarea totala a
numarului.

2.1. Transformari de tipul 1 < n si m <+ n.

O transformare de bazd 1+-2 consta intr-un sir de casute, extinzandu-se
oricat de mult doresti spre stanga ([5]). Pentru a opera aceasta transformare,
asezi un anumit numar de puncte in casuta cea mai din dreapta, iar apoi se
redistribuie punctele conform urmatoarei reguli:

Doua puncte in oricare casuta sunt sterse (ele ,explodeaza”) si sunt inlocuite
cu un punct cu o pozitie mai la stanga.

De exemplu, daca plasam sase puncte intr-o masina 12, apar patru explo-
zii, rezultand Intr-o distributie finala a punctelor ce poate fi citita ca ,,110”.

Daca plasam 13 puncte, distributia devine ,,1101”, iar pentru 50 de puncte,
obtinem ,,110010”.

Aceste exercitii pot fi efectuate pe foaie sau pe tabla si pot fi verificate
folosind aplicatia , The Mathenaeum” ([5]) sau scanand codul QR.
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Se pot face lucruri interesante cu masinile de baza si se pot descoperi curi-
ozitati matematice frumoase.

Intr-o transformare de tipul 2 < 3, | ‘ ‘
vom 1Inlocui trei puncte dintr-o
caseta cu doua puncte plasate cu o ’ ’ ‘

pozitie mai la stanga. Daca punem
zece puncte In masind, obtinem
urmatorul rezultat: 10 — 2101. ’

10 devine 2 1 o 1



192 O. M. Parva, A. V. Boros, A. F. Novac-Tuhas, A. Cuntan

2.2. Exemplificarea punctelor explozive.

Opusul unui punct se refera la conceptul de numar opus in cadrul sistemelor
de numeratie. Daca luam in considerare un numar natural, opusul sau este
numarul intreg care, adunat cu numarul original, da zero. De exemplu, pentru
numarul 4, opusul este —4. Acest concept este esential in operatiile cu numere
intregi, unde adunarea unui numar cu opusul sau duce intotdeauna la zero,
demonstrand astfel proprietatea inversului aditiv.

Dar aceste informatii matematice sunt specifice clasei a VI-a! Pentru a pu-
tea continua aplicatiile la nivelul clasei a V-a, atunci vom numi simbolul e
cu dot (in lb. Engleza = punct), iar opusul simbolului e va fi o si denumit
intuitiv de elevii nostri cu tod (cuvantul dot scris invers). Astfel un dot e se
va anula cu un tod o: e + o = nimic (zero) [1].

EXEmMPLUL 1.

4 + opusd4 = nimic(zero) 5 + opus3 = 2 3 + opusS = opus 2
o0 6o _ ( X X ] —- (X ] 000
ee " oo oo *+t 000= e " oo =
5 2T _ ¥% ,  dd0 o
sy 77 EEE e gog =00l T g0 - g

3. OPERATII CU NUMERE NATURALE/INTREGI

3.1. Adunarea numerelor naturale/intregi.
1<-10
Sistemul de notatie pozitionala pe
care 1l folosim astazi pentru a scrie puncte
si a manipula numere este baza 10, ¢
o transformare 1 < 10 [IJ.
HE "]

K
100000 ;0090 1000 100 10 1

45203

wos-| | | | |

45203 -

Adunarea in baza 10 este directa.

EXEMPLUL 2. 279 = | oo [oue | 20

279 + 568 inseamna: . e e’

2 4+ 5 = 7 puncte in pozitia sutelor, s68= | o | o0 [0 . g z :
7 + 6 = 13 puncte in pozitia zecilor, il X KA
9 + 8 = 17 puncte In pozitia

unitatilor. = | 7 |13(17

Este rezonabil sa scriem acest rezultat sub forma 7|13|17, folosind bare
verticale pentru a separa unitatile puterilor lui 10.

10 dintre cele 13 puncte din celula zecilor ,explodeaza” si lasa 3 puncte in
urma, creand un punct suplimentar in caseta sutelor, rezultatul este 8|3|17.
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Din cele 17 puncte din caseta unitatilor, 10 ,explodeaza” si lasa 7 in urma,
creand un punct in plus in caseta zecilor. Obtinem rezultatul final:

279 + 568 = 8|4|7, adica 847.
3.2. Inmultirea numerelor naturale/intregi.

Unele probleme simple de inmultire sunt conceptual clare in modelul cu

puncte si casute, se efectueaza explodarile pas cu pas pentru a obtine raspunsul
final.

ExEmMpPLUL 3.
42708 -3 =12(6/211]0/24 = 12|8|1]0| 24 = 12|8|1|2| 4 = 128124

EXEMPLUL 4.
O provocare dificila propusa de James Tanton ([I]) si rezolvata de noi

este:

Dezvoltd o metoda pentru efectu-

area inmultirii lungi in modelul cu sacerz=| | | [efw]e]
puncte si casute. Foloseste aceasta | [ [=]ss[z8] | -+
metoda pentru a calcula: 354 - 672. | [8]30]24] [ |
Desi este posibil sa dezvolti proce- ] 18“|“51"|:;5"|“38 (s ]
duri pentru inmultirea lunga in mo-

delul cu puncte si casute, acestea [ [=]7]s]a]s]
tind sa fie oarecum artificiale. 354 - 672 = 237888

3.3. Scaderea numerelor naturale/intregi.
Scaderea nu este altceva decat adunarea unor cantitati negative. In modelul

nostru cu puncte si casute, vom lucra acum cu ,,puncte = dots” si ,,anti-puncte
= tods”

1 2 5
RN A A I
©%% |®8c|c0oo| *
EXEMPLUL 5. 478 — 353 = 125

478

-353

=125

EXEMPLUL 6. 423 — 254 =

Aceasta este o expresie perfect valida matematic, desi pentru majoritatea
lumii poate fi greu de inteles ce inseamna ,,doua sute si minus treizeci minus
unu”!

Pentru a traduce acest lucru intr-un format cunoscut, putem ,,de-exploda”
un punct solid din stanga pentru a adauga 10 puncte in casuta din mijloc.
Acest lucru da: 1]7] — 1. Daca de-explodam din nou, obtinem: 1|6|9.

Astfel: 423 — 254 =2|—-3| —-1=1|7 — 1 =1/6|9 = 169
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OBSERVATIA 1.

Acest proces de ,,de-explodare” este numit imprumutul cifrelor. Elevii sunt
invatati sa imprumute pe masura ce rezolva o problema de scadere, in loc s&
lase toate imprumuturile la final.

3.4. Impartirea numerelor naturale/intregi.
a) Impartirea numerelor naturale fara rest

In ciuda limitarii in cazul Inmultirii, un avantaj semnificativ al modelului
cu puncte si casute este ca explica procesul impartirii lungi cu o claritate
conceptuala remarcabila.

EXEMPLUL 7.

384 :12 =

Dorim sa vedem de cate ori putem gasi grupuri de 12 in cele 384 de puncte.
Astfel cautam grupuri de 12 in 384. Si aceasta devine pur si simplu o sarcina
de recunoastere a tiparelor.

Observam ca identificam:

Trei grupuri de 12 la nivelul zecilor
(adica: o suta si doua zeci).

Doud grupuri de 12 la nivelul 384 = e fe®
unitatilor (adicd: un zece si doua EQQ_‘E
unitati). 102 10 1
Astfel: 384 :12 = 32. 2= [o ]
b) Impartirea numerelor naturale cu rest
Se procedeaza la fel ca si la
impartirea fara rest. Epreesiorc 705 ¢ 83
[ Apply |

EXEMPLUL 8 2785+23 [1 - 10 machine]

2 = 5 i '
2785 : 23 = 121 rest 2 sau 121—1—% .
Cautam grupuri de 23 in 2785 si
identificam o grupa de 23 la nivelul g L ET
sutelor, doua grupe de 23 la nive- —_— o)
lul zecilor, o grupa de 23 la nivelul
unitatilor si ne mai raman 2 unitati T

(restul). - . 5. |
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4. NUMERE IN BAZA X: INTRODUCEREA POLINOAMELOR

In cadrul programei de liceu, in clasa a Xll-a, gasim capitolul de ,,Poli-
noame” unde notiunea de polinom este definita foarte sofisticat astfel:

DEFINITIA 1. ([4]) Un element f € A[X] de forma f = ag+a1 X + a2 X2+
< Fap X" a; € A,i > 0, se numeste polinom in nedeterminata X cu coeficienti
in inelul comutativ si unitar A.

Dar o definitie poetica ar putea fi:

DEFINITIA 2. Polinoamele sunt expresii matematice formate din variabile
si coeficienti, care pot fi folosite pentru a reprezenta numere in diferite baze.
Un polinom in baza X poate fi scris sub forma

f(X)=an X" +an 1 X" 4+ aaX? + a1 X+ a,

unde coeficientii a; sunt numerele din baza respectiva. Aceasta forma permite
manipularea si evaluarea polinoamelor in mod eficient.

EXEMPLUL 9.
f(X)=2X?+3X +1

Daca dorim sa evaluam acest polinom in baza 10, putem inlocui X cu un
numar, cum ar fi 2:

f(2)=2-22+3-24+1=15.
Aceasta demonstreaza cum polinoamele pot fi utilizate pentru a efectua

calcule complexe intr-un mod structurat.

Reprgzentarefcx cu puncte explozive 1<—X
a polinomului:

L ] LN e® oo

f(X):X3+5X2—|-2X—|—3’ eee °
3 2 41,0

cu coeficienti numere naturale. X" X° X* X

Reprezentarea cu puncte explozive
a polinomului:

f(X) = X*-2X3410-X2—6-X +3, o R PR RS B
care are coeficienti numere intregi 2 3 — 2 1 0
X X X X X

negative.

4.1. Adunarea polinoamelor.
Observam ca adunarea numerelor naturale ca si reprezentare cu puncte
explozive este identica cu adunarea a doua polinoame.



196 O. M. Parva, A. V. Boros, A. F. Novac-Tuhas, A. Cuntan

X x2 x2 x* x°
RIS
f(X)=3X*-3X%2+5X -1 ( ') // +
g(X)=3X%"-X3 - X% _-2X 14 L
f(X)+g9(X) = x*x3 x? xt x°
—6X*— X3 —4X?4+3X +3 =TT
).(". x3 ;° xl.x’.’

4.2. impéri;irea a doua polinoame.

Se observa ca impartirea numerelor naturale ca si reprezentare cu puncte

explozive este identica cu impartirea a doua polinoame.

ExeEmMpLUL 10.

1]

276= | @ LRI (X
276 : 12 = 23 o |o0s |®e
L] o0
x2  x! x°
2X24+7X +6
A T TR _9x 43 -
<2 + 12
xt x°

4.3. Impartirea a doua polinoame cu coeficienti numere intregi nega-

tive !
ExXEmMpPLUL 11.

X - X2+ X+3
X +1 B

Scopul nostru este sa gasim grupuri de (X + 1), dar apar dificultati:

e poate ca ne-am gandit sa ,,de-explodam” puncte pentru
puncte noi (tods) in diagrama.

e dar aici apare o problema: nu stim care este valoarea lui

a introduce

X, si astfel

nu stim cate puncte ar trebui sa desenam pentru fiecare ,,de-explozie”.
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Solutie:  pentru a gestiona 32| ° . o*
aceasta dificultate, putem fo- A .
losi uln truclaitelzrnati\{: putem X3 x2 xI xO
completa celulele goale cu pe- i
rechi de dots si tods. Aceasta *”‘EE‘!

X" X

pastreaza valoarea celulei la
zero, dar creeaza punctele ne-

1
- 1
cesare pentru a recunoaste ti- s ~ % _91
parele dorite! xXaxas=| . —1%
et

3 2 1 0

X3 - X24+ X +3 xoox o xn X

TS X2 ox43 xo1=

X+1

x1 x0

4.4. Impartirea cu rest a doua polinoame cu coeficienti numere intregi
negative !
Foarte asemanator cu exemplul anterior, vom obtine:

xFx= * *
VE x2 xI x0O
ExXEMPLUL 12. ) Eli
X+1=
X3 - X2+ X 350

X+1

olefe).. o

3_ y2 5 o °
S TS TE N N e =

X+1

X +1=

5. CONCLUZII

Recapitularea conceptelor fundamentale de algebra este esentiala pentru ele-
vii din ciclul gimnazial, aflati intr-o etapa importanta de dezvoltare a gandirii
logice si a abilitatilor de rezolvare a problemelor. Sistemele de numeratie
ofera baza pentru intelegerea modului in care sunt reprezentate numerele si
pentru realizarea corecta a operatiilor matematice. Operarea cu numere natu-
rale si numere intregi contribuie la formarea unei intelegeri solide a relatiilor
numerice, intalnite frecvent in viata de zi cu zi. De asemenea, polinoamele
reprezintd un element central in studiul algebrei, fiind necesare pentru mani-
pularea expresiilor si rezolvarea ecuatiilor.
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Metoda punctelor ,,explozive” aduce o abordare vizuala si intuitiva acestor
continuturi, facilitand intelegerea mecanismelor din spatele operatiilor mate-
matice. Prin utilizarea acestei metode, elevii isi pot dezvolta increderea in
propriile rationamente si pot construi o baza conceptuala solida pentru ex-
plorari matematice mai avansate.
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