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AC-UL ALBINEI SI DRUMUL PRIN GEOMETRIE

Elena-Maria Marginean, Catalina-Maria Rus, and Marioara Safta

Abstract Rezolvarea problemelor de geometrie la Evaluarea Nationalda nu
reprezinta doar un exercitiu matematic, ci un test complex al gandirii logice,
al stapanirii emotiilor si al capacitatii de adaptare. In sala de clasa, elevul
de gimnaziu este obisnuit sa parcurga probleme legate de o anumita unitate
de invatare: o lectie despre Teorema lui Thales, o aplicatie a Teoremei lui
Pitagora sau o demonstratie bazata pe proprietatile cercului. In acel context,
el stie ,,ce trebuie sa aplice”, pentru ca directia i este clar oferita de profesor.

La examen insi, situatia se schimba fundamental: problemele de geometrie
pot solicita intreaga materie din gimnaziu, fird a indica teorema potrivita.
Aceasta genereazi o tensiune emotionala fireasca: elevul stie teoria, dar nu
reuseste mereu sa identifice ,,cu ce sa inceapd”. Blocajul apare nu din lipsa
cunostintelor, ci din dificultatea de a alege metoda corecta intr-o situatie des-
chisa.

Un principiu esential in rezolvarea problemelor de geometrie, fie ele plane
sau spatiale, este acela de a incepe cu ,punctul cel mai slab” al problemei,
adica locul unde informatia este mai clara sau unde elevul recunoaste imediat
o relatie cunoscuta. Este asemenea unui ac de albina care inteapa mierea:
de la o mica patrundere intr-o structura complexa, se deschide treptat intregul
drum al rezolvarii.

Aceasta alegere initiala este Insa una dintre cele mai dificile etape. Elevul
de 15 ani resimte adesea o tensiune emotionala fireasca: desi stie teoria, nu
reuseste mereu sa identifice ,,cu ce sd inceapd”. Blocajul apare nu din lipsa
cunostintelor, ci din dificultatea de a selecta metoda corecta intr-o situatie
deschisa, unde nu exista un indiciu direct despre ce teorema sa fie aplicata.

Aici intervine rolul algoritmului de gandire: revenirea asupra desenului,
recitirea atentd a cerintei si construirea pas cu pas a unui plan de rezolvare.
Geometria se transforma astfel intr-un test al rezilientei intelectuale: elevul
care 1si pastreaza calmul si incepe de la ,,punctul de intrare” pe care il cunoaste
poate, printr-o succesiune de pasi logici, sa atinga solutia.

Deosebirea intre geometria plana si cea in spatiu adaugd un strat supli-
mentar de complexitate. In plan, elevul poate urmari vizual toate relatiile;
in spatiu, trebuie sa invete sa ,patrunda in figurd”, sa o descompuna in pla-
nuri si sectiuni, s& transforme problema tridimensionald intr-o succesiune de
probleme plane. Aceasta diferenta explica de ce, in fata problemelor de tipul
celor de la subiectul 6, unii elevi se simt coplesiti: planul de rezolvare nu este
evident, ci necesita o gandire flexibila si capacitatea de a explora mai multe
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metode alternative. Din aceasta perspectiva, geometria nu este doar o disci-
plind de studiu, ci si un instrument de ierarhizare. Ea distinge natural intre
elevii cu inclinatii catre domeniul real — analitic, abstract, structural — si cei
care poseda talente spre zona umanista — comunicare, expresie, creativitate
verbala. Aceastd triere nu trebuie privitd ca o nedreptate, ci ca o orientare
fireasca: fiecare elev isi va gasi locul potrivit, acolo unde se potriveste cu
adevarat, unde se simte in armonie cu propriile aptitudini.

Daca in viitor generatiile vor stapani temeinic geometria, atunci cu siguranta
un alt filtru va fi folosit pentru a diferentia elevii. Esential ramane insa acelasi
principiu: fiecare va ajunge sa isi urmeze drumul firesc, iar educatia are me-
nirea de a ghida aceste drumuri, nu de a le ingradi. Geometria, cu logica ei
riguroasa si cu frumusetea figurilor ei, este doar o etapa din acest proces, o
,Iima” bine asezata in poezia vietii fiecarui elev, care, in final, se va plia acolo
unde se simte cu adevarat implinit.

1. ALGORITMUL REZOLVARII iN GEOMETRIA PLANA SI iN GEOMETRIA iN
SPATIU

1. Geometria plana — pasii esentiali

La problemele de geometrie plana, planul de rezolvare se bazeaza pe cativa
pasi clari:

1. Citirea atenta a enuntului — identificarea datelor de intrare (ce este
cunoscut) si a cerintei (ce se cere demonstrat sau calculat).

2. Construirea desenului — trasarea figurii si notarea tuturor elemen-
telor. Un desen corect este ,,scheletul” rationamentului.

3. Analiza figurii — cautarea triunghiurilor asemenea, a patrulaterelor
speciale, a simetriilor sau a altor proprietati.

4. Aplicarea teoremelor — alegerea metodei potrivite (Thales, Pita-
gora, criterii de aseméanare, proprietati ale cercului, metoda ariilor).

5. Redactarea clara a pasilor — ordonarea logica a demonstratiei sau
a calculelor.

Daca elevul se blocheaza, o strategie utila este sa porneasca de la cerinta
si sa incerce sa o descompuna: ,Pentru a demonstra X, ar trebui sa arat
ca Y; pentru Y, ce relatii cunosc?” Acest mecanism invers (de la concluzie
spre ipoteze) este un instrument puternic.

2. Geometria In spatiu — diferente si dificultati
In geometria in spatiu, planul de rezolvare urmeaza aceiasi pasi generali,
dar exista particularitati:

e Figura nu mai este bidimensionala, iar elevii intampina dificultati in
»a patrunde in figura”. De aceea, este important sa distinga intre
date de intrare (lungimi de muchii, inaltimi, unghiuri date) si date
de iesire (ce trebuie calculat sau demonstrat).
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e Un pas crucial este identificarea planurilor si sectiunilor rele-
vante: In spatiu, solutia se gaseste adesea prin reducerea problemei la
o sectiune plana.

e Diferenta majora fata de geometria plana este ca nu toate relatiile
pot fi vizualizate direct; uneori trebuie sa ,,desenezi mental” un
plan auxiliar sau sa proiectezi problema intr-o figura plana.

Elevii trebuie sa isi dezvolte abilitatea de a privi figura 3D ca pe o
colectie de figuri plane: triunghiuri, dreptunghiuri, sectiuni circulare. Aceasta
transforma problema geometriei in spatiu intr-o succesiune de probleme plane
mai accesibile.

3. Dimensiunea psihologica si emotionala

Un aspect esential este starea emotionala a elevului de 15 ani. In clasi,
elevul poate reproduce imediat o metoda lucrata anterior, dar la examen apare
dificultatea:

e are la dispozitie toata materia, fara ca enuntul sa 1i indice ce teorema
sa foloseasca;

e presiunea timpului si emotiile pot bloca accesul la cunostinte deja bine
insusite;

e se poate instala senzatia de ,stiu teoria, dar nu stiu ce sa aplic acum”.

Pentru a depasi acest blocaj, elevul trebuie sa invete sa gandeasca algo-
ritmic: sa citeasca cerinta, sa noteze datele, sa reduca problema la
figuri mai simple, si incerce mai multe abordari. Constientizarea fap-
tului ca existd mereu ,,mai multe drumuri” (ca in problema 6b) are un efect
eliberator: elevul nu trebuie sa caute ,singura metoda corecta”, ci o cale care
functioneaza.

Problema 6b ilustreaza perfect diferenta intre o lucrare de clasa — unde
metoda este sugerata — si examenul national — unde elevul trebuie sa aleaga
singur metoda. Ea arata cum geometria in spatiu devine un teren de selectie
intre elevii care doar reproduc pasi invatati si cei care gandesc algoritmic si
flexibil. Astfel, geometria ramane un instrument de ierarhizare, dar si un
exercitiu de maturizare intelectuald, in care fiecare elev invata sa caute drumul
care i se potriveste.

2. PROBLEMA 4. METODA 1

Se considera patratul ABCD si triunghiul echilateral ACFE, astfel incat
punctele D si F sunt situate de aceeasi parte a dreptei AC. Perimetrul
patratului ABCD este egal cu 48 cm.
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E

B C
Sa se demonstreze ca distanta de la punctul D la dreapta AFE este egala cu
3\@(\/5 —1) cm.
IPOTEZA

Se da patratul ABCD si triunghiului echilateral ACE.

e perimetrul patratului ABCD este egal cu 48 cm;
e punctele D si F sunt situate pe aceeasi parte a dreptei AC.

CONCLUZIE
Distanta de la punctul D la dreapta AE este egala cu 3v/2(v/3 — 1) cm.

DEMONSTRATIE
E
F
A D
@)
B C

Date initiale: Daca perimetrul patratului ABC'D = 8 cm, atunci latura patratului

este 48
l= T =12 cm

Din proprietatile patratului stim ca diagonala AC' are lungimea

AC =1V2 =12V2
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Pasul 1. Observatie asupra triunghiului ACE. In triunghiul echilateral ACE,
dreapta care uneste varful £ cu mijlocul bazei AC' este inaltime si media-
toare, ceea ce rezulta ca FO este perpendiculara pe AC si trece prin mijlocul
laturii.
Pasul 2. Observatie asupra triunghiului DAC. In triunghiul DAC observim
cd DA = DC (ambele sunt laturi ale patratului), deci DAC este un triunghi
isoscel cu varful in D. Intr-un triunghi isoscel, segmentul care pleaca din varf
si trece prin mijlocul bazei (mijlocul lui AC) este mediatoare si perpendicular
pe baza. Deci, si DO este perpendicular pe AC si trece prin O.
Pasul 3. Conditia de coliniaritate a punctelor £, D, 0. Cum atat EO cat si DO
sunt perpendiculare pe aceeasi dreapta AC' si ambele trec prin O, ele coincid
ca dreapta == 1In consecinta punctele E, D, O sunt coliniare. (Adica D si
E se afla pe aceeasi perpendiculara la AC prin O)
Pasul 4. Calculul lungimii FO. (inaltimea triunghiului echilateral ACE din
E pe baza AC).

V3

Pentru un unghi echilateral de latura AC, inaltimea este 5* - AC. Deci,

Eo_\f.Ac_\f-m@_wé.

Pasul 5. Calculul lungimii DO. (distanta de la varful D la mijlocul O al
diagonalei AC).

Stim cd O este centrul patratului, iar D este unul din varfurile acestuia,
deci distanta DO este distanta de la centru la varf. Aceasta este jumatate din
diagonala patratului, mai precis

122
DO = 2[ = 6v2
Pasul6. Calculul lungimii DFE si DF'. Fiind punctele E, D, O coliniare pe

aceeasi latura, atunci
DE = EO — DO = 6V6 — 6vV2 = DE =6v2(vV3—1)

Fie DF o dreapta perpendiculara pe AF, atunci rezulta ca ZDEF = 90°.
Intr-un triunghi dreptunghic, cateta opusa unghiului de 30 de grade are lun-
gimea egala cu jumatate din lungimea ipotenuzei, deci

DFE
Pasul 7. Concluzie. Am demonstrat ca

DF =3v2(v/3 1)

3. PROBLEMA 4, METODA 2.

Se considera patratul ABCD si triunghiul echilateral ACFE, astfel incat
punctele D si E sunt situate de aceeasi parte a dreptei AC. Perimetrul
patratului ABCD este egal cu 48 cm.
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E

B C
Sa se demonstreze ca distanta de la punctul D la dreapta AFE este egala cu
3\@(\/5 —1) cm.
IPOTEZA

Se da patratul ABCD si triunghiului echilateral ACE.

e perimetrul patratului ABCD este egal cu 48 cm;
e punctele D si F sunt situate pe aceeasi parte a dreptei AC.

CONCLUZIE
Distanta de la punctul D la dreapta AE este egala cu 3v/2(v/3 — 1) cm.

DEMONSTRATIE
E
F
A D
@)
B C

Date initiale: Daca perimetrul patratului ABC'D = 8 cm, atunci latura patratului

este 48
l= T =12 cm

Din proprietatile patratului stim ca diagonala AC' are lungimea

AC =1V2 =12V2
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Pasul 1. Calculul ariei triunghiului ADE.

Aspp = Adop—Asop
A0 ACOD — A0(0E - OD)

2
_ AO~2DE _ %ﬁ . (6\/6—6\/5)
= 18v2-v2(v/3—1)=36(v3 1)
Pasul 2. Calculul distantei de la punctul D la dreapta AFE.
DF - AFE

AapE =

_2:36(V3-1) _ _
DF = NG =3v2(V3-1)

Pasul 3. Concluzie. Am demonstrat ca

DF =3V2(v/3 1)

4. PROBLEMA 4, METODA 3.

Se considera patratul ABCD si triunghiul echilateral ACFE, astfel incat
punctele D si E sunt situate de aceeasi parte a dreptei AC. Perimetrul
patratului ABCD este egal cu 48 cm.

E

B C
Sa se demonstreze ca distanta de la punctul D la dreapta AFE este egala cu
3\&(\/§ —1) cm.
IPOTEZA

Se da patratul ABCD si triunghiului echilateral ACE.

e perimetrul patratului ABCD este egal cu 48 cm;
e punctele D si F sunt situate pe aceeasi parte a dreptei AC.

CONCLUZIE

Distanta de la punctul D la dreapta AE este egals cu 3v/2(v/3 — 1) cm.
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DEMONSTRATIE
E
F
A D
@)
B C

Date initiale: Daca perimetrul patratului ABC'D = 8 cm, atunci latura patratului
este 48
l=—=12c¢
1 m

Din proprietatile patratului stim ca diagonala AC' are lungimea
AC =1vV2=12V2

Pasul 1. Calculul ariei triunghiului AEC. Aria unui triunghi echilateral de
latura a este
3
A= \4f -a®.

In cazul nostru

. 288 = 72v/3.

Asgc =

V34 (123 = /3
4

Pasul 2. Calculul ariei triunghiului ADC. Diagonala AC imparte patratul in
doua triunghiuri congruente, deci

1 1
Aspc = 3 aria patratului = 3 144 = 72.

Pasul 3. Calculul ariei triunghiului ADFE. Aria triunghiului ADE este egala
cu jumatate din diferenta ariilor triunghiurilor AEC si ADC.
Aspc — Aapc  T2V/3-T2
2 B 2 B
Aspp = 36(v/3—1)
Pasul 4. Calculul distantei de la punctul D la dreapta AFE.
DF - AE
2

. 2:36(v3-1) B
DF_—IN§ =3vV2(vV3-1)

36(vV3—1)

AapE =

AapE =
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Pasul 5. Concluzie. Am demonstrat ca

DF =3v2(v/3 1)

5. PROBLEMA 5, METODA 1.

Se considera trapezul dreptunghic ABCD, cu AB || DC, ZDAB = 90°, AB =
8cm si AD = DC = 4em. Punctul M este mijlocul segmentului DC' si P este
punctul de intersectie a dreptelor AM si BD

FM
D < <

. B
A E c

Sa se calculeze aria patrulaterului M PBC.

IPOTEZA

Se da trapezul dreptunghic ABCD.
e AB | DC,ZDAB = 90°, AB = 8 cm;
e punctele AD = DC =4 cm;
e M - mijlocul segmentului DC'.
CONCLUZIE

Aria patrulaterului M PBC =7

DEMONSTRATIE

FM C
D » B

A E C’ B

Date initiale: Se considera punctul E pe segmentul AB astfel incat PE 1 AB
si PE = x.

PE1 AB, PE=2 — PF=4-¢
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Pasul 1. Avem MD || AB. Din Teorema fundamentala a asemanarii, rezulta
ca triunghiurile AMPD si AAPB sunt asemenea:

AMPD ~ ANAPB

Pasul 2. Observatie asupra triunghiurilor asemenea. Deoarece triunghiurile
sunt asemenea, raportul laturilor corespunzatoare este egal:

MD  PF

AB FE
Pasul 3. Inlocuim valorile numerice: Se cunosc lungimile M D = 2, AB = 8,
PF =4 —x, FE = x. Prin urmare:

2 4—x

8 x

Pasul 4. Rezolvarea ecuatiei. Simplificam raportul din stanga:

Inmultim in cruce:

16
r=44—-2) = z=16—4r = br=16 = z= -

Pasul 5. Calcul ariei Ay ppc.

Ayvpee = AvcoBa — ApaB

Folosim formulele ariilor:

2+38)-4 z-8
AmeBa = Q, Apap=——
2 2
8x 16 6 36
A =20 L =90 —dr=20—4-— =20 — == cm?
MPBC 0 5 0 T 0 5 0 5 5 cm

Pasul 6. Concluzie. Ay;ppe = % cm?

6. PROBLEMA 5, METODA 2.

Se considera trapezul dreptunghic ABCD, cu AB || DC,ZDAB = 90°, AB =
8cm si AD = DC = 4em. Punctul M este mijlocul segmentului DC si P este
punctul de intersectie a dreptelor AM si BD
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FM
D 2y ¢
A I3 c B

Sa se calculeze aria patrulaterului M PBC.

IPOTEZA

Se da trapezul dreptunghic ABCD.
e AB || DC,ZDAB =90°, AB = 8 cm;
e punctele AD = DC' =4 cm;
e M - mijlocul segmentului DC'.

CONCLUZIE
Aria patrulaterului M PBC =7

DEMONSTRATIE

FM C
D » B’

B
A E C’

Date initiale: Se considera punctul E pe segmentul AB astfel incat PE | AB
si PE = x.

PE 1 AB, PE=u

Pasul 1. Analog metodei 1, determinam valoarea expresiei stiind ca x =
cm.

16

5

16 20—16 4
A—p=4-——= =
== x 5 5 5CH1

Pasul 2. Identificam ariile implicate: Dorim sa aflam aria suprafetei Ayrppc,
care este diferenta dintre aria mare App/p si ariile micilor triunghiuri Agp/c
si Appp:

Anpe = App'p — (Appc + Ampp)
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Pasul 3. Calculdam aria triunghiurilor BB'D, BB'C si M PD:
BB -B'D 8.4

App'p = 1
BB'D 5 5 6
BB'-B'C  4-4
A 4 = = =
BB'C 5 5 8
A _MD(4—:r)_2-%_%
MPD 2 T2 5
Pasul 4. Calculam aria final& prin diferenta:
4 44  80—44 36
mpBc =16 — (8 + 5) 6+ 5 5

Pasul 5. Concluzie. Ay ppe = % cm?

7. PROBLEMA 6, METODA 1.

Se considera cubul ABCDA'B'C'D’ cu latura AB = 8. Dreapta AC' si BD

se intersecteaza in O, dreaptele A’B si AB’ se intersecteaza in E, iar F este
mijlocul lui CC".

c’ B’
D’ A’
Fe
E
C)— —B
//::o::/
D A

Sa se demonstreze: FO | DFE.

IPOTEZA

Se da cubul ABCDA'B'C'D’ cu latura AB = 8. Punctele definite:

e O — intersectia diagonalelor bazei (AC si BD), deci O este mij-
locul segmentului AC;

e F'— mijlocul segmentului CC’;

e F — intersectia dreptelor A'B si AB'.

CONCLUZIE

Dreptele FO si DE sunt perpendiculare.
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DEMONSTRATIE
c’ B’
//
!
!
D’ A/
F -
N\
//\E
Pe’ \
C/—< - —> B
/’/,”/”O\\\\\\
D A

Pasul 1. Observatie asupra triunghiului ACC”. In triunghiul ACC’, O este
mijlocul lui AC si F este mijlocul lui CC’. Prin proprietatea liniei mijlocii
rezulta ca segmentul FO este linie mijlocie in triunghiul ACC’, deci

FO || AC'.
Astfel unghiul format de FO cu DE este acelasi cu unghiul format de AC” cu
DE. Pentru a demonstra FFO L DE este suficient si aratam ca dreapta AC’
este perpendiculara pe DFE.
Pasul 2. Notdm. P = AC’' N DE. Trebuie sa aratam ca ZC'PD = 90°.
Pasul 3. Avem.
AD || B’

AD = B } = ADC'B’ paralelogram

Daca
ADC' B'paralelogram si A, E, B’ coliniare = AE || DC’

Pasul 4. Teorema fundamentala a aseméanarii. O paraleld dusa la una dintre
laturile unui triunghi formeaza cu celelalte doua laturi (sau cu prelnugirile
acestora) un triunghi asememea cu cel dat. Prin urmare, daca

AE | DC si AAPE ~ AC'PD

rezulta ca
AE AP PE
DC' CP PD’
Pasul 5. Calculul lungimilor relevante (din datele cubului). Lungimile cunos-
cute ale cubului cu latura 8:

AC' =8v3,  DC'=8V2.

Din geometria figurii se gaseste ca

1
AFE = 5Dc’ = 4V/2.
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Di o AE 1
1m raportul — = — =
P DC' 2 C'P

rezulta
[P
AP = -C'P.
2
Dar AP + C'P = AC’, deci

1
§(J/P +CO'P=AC" = gC’P = 8V/3,

de unde

cp = 108

PE 1
Din raportul D= 5 rezulta PE = %PD, deci

DE=PD+PE=PD+iPD=3PD.
(Prin calcul geometric se giseste totodatd, DE = 41/6; din aceasta obtinem)

SPD=4vV6 = PD_8\3/6.

Pasul 6. Verificarea dreptunghiului (Pitagora). Verificam ca in triunghiul
C'PD se respecta teorema lui Pitagora la P:

2 2
1 256 - 4. 4 1152

Dar C'D? = (8v/2)% = 128. Deci
C'P*+ PD* = C'D?,

deci triunghiul C'PD este dreptunghic in P, adicd ZC'PD = 90°.

Pasul 7. Concluzie. Am aratat ca ZC'PD = 90°. Deoarece FO || AC’, rezulta
ca unghiul dintre F'O si DFE este tot drept. Prin urmare FO L DFE, ceea ce
trebuia demonstrat.

8. PROBLEMA 6, METODA 2.

Se considera cubul ABCDA'B'C'D’ cu latura AB = 8. Dreapta AC' si BD
se intersecteaza in O, dreaptele A’B si AB’ se intersecteaza in E, iar F este
mijlocul lui CC".
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c’ B’
D’ A’
Fe
E
Cl— —
/K:Io:’//
D A

Sa se demonstreze: 'O | DE.

IPOTEZA
Se da cubul ABCDA'B'C'D’ cu latura AB = 8. Punctele definite:

e O — intersectia diagonalelor bazei (AC si BD), deci O este mij-
locul segmentului AC,

e F— mijlocul segmentului CC’;

e £ — intersectia dreptelor A'B si AB'.

CONCLUZIE

Dreptele FO si DE sunt perpendiculare.

DEMONSTRATIE
C/ M B/
D/ /
F
E
- —— B
,”/’/(’/O\\\\
D A

Pasul 1. Observatie asupra triunghiului ACC”. In triunghiul ACC’, O este
mijlocul lui AC si F este mijlocul lui CC’. Prin proprietatea liniei mijlocii
rezulta ca segmentul FO este linie mijlocie in triunghiul ACC’, deci

!/
FO | AC' si FO = 2
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Pasul 2. Observatie asupra triunghiului AB'C". In triunghiul AB'C’, F este
mijlocul lui AB’ si M este mijlocul lui C'B’. Prin proprietatea liniei mij-
locii rezultd c& segmentul M E este linie mijlocie in triunghiul AB'C’, deci

ME || AC' si ME = A2C'.
Pasul 3. Relatia dintre segmentele M E si FO. Din pasii anteriori rezulta:
ME = FO
ME || FO

Deci, FOME este un paralelogram.
Pasul 4. Unghiurile determinate. Se observa ca:

/(FO,DE) = /(ME,DF) = /(MED),

deoarece FO || ME si DF este paralel cu muchia cubului.
Pasul 5. Determinarea lungimilor necesare. Calculam:

A/
024\/5.

AC' =8V3 = ME= 5

In ADAE avem:

DA L1 (ABB'A)
AE c (ABB'A)

rezultd ca ADAFE dreptunghic. Folosind calculul teoremei lui Pitagora, obtinem:

} — DA 1 AF

DE = 46 cm.
In AD'C'M dreptunghic, avem:
MD' = 4V5 cm,

iar in ADD'M avem:
DD’ 1 (A'D'C'B
D'M C EA’D’C”B’; } = DD’ L D'M

rezultd ca ADD'M dreptunghic. Folosind calculul teoremei lui Pitagora,
obtinem:
MD =12 cm.

Pasul 6. Aplicarea reciprocei teoremei lui Pitagora. In triunghiul ADEM,
verificam daca:

MD? = ME? + DE>.
Inlocuind valorile:

122 = (4v/3)? + (4V6)%.
Calculam:

144 =16-3416-6 = 48 + 96 = 144.

Egalitatea este adevarata.
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Pasul 7. Concluzie. Deoarece in triunghiul DEM se verifica relatia lui Pita-
gora, acesta este dreptunghic in F, adica:

ZMED =90°.

Din pasul (4) rezulta ca Z(FO,DE) = ZMED = 90°, deci:

9. PROBLEMA 6, METODA 3.

Se considera cubul ABCDA'B'C'D’ cu latura AB = 8. Dreapta AC si BD
se intersecteaza in O, dreaptele A’B si AB’ se intersecteaza in E, iar F este
mijlocul lui CC".

c’ B’
D’ A’
Fe
E
C/)— —B
//::o:/’
D A

Sa se demonstreze: FO | DE.

IPOTEZA
Se da cubul ABCDA'B'C'D’ cu latura AB = 8. Punctele definite:

e O — intersectia diagonalelor bazei (AC si BD), deci O este mij-
locul segmentului AC,

e F— mijlocul segmentului CC’;

e £ — intersectia dreptelor A'B si AB'.

CONCLUZIE

Dreptele FO si DE sunt perpendiculare.
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DEMONSTRATIE

c’ B
D’ A’

F

P E
NS
/-0

D A

Pasul 1. Observatie asupra triunghiului ACC". In triunghiul ACC’, O este
mijlocul lui AC si F este mijlocul lui CC’. Prin proprietatea liniei mijlocii
rezultd ca segmentul FO este linie mijlocie in triunghiul ACC’, deci

FO || AC' = /FO,DE = /AC',DE

Pasul 2. Observatie asupra dreptunghiului AB’'C’D. In dreptunghiul AB'C'D,
avem

AC'NDB =P
Punctul de intersectie al diagonalelor unui dreptunghi este mijlocul am-

belor diagonale si, de asemenea, centrul de simetrie al dreptunghiului. Acest
punct este equidistant fata de toate cele patru varfuri ale dreptunghiului. Prin
urmare, P este mijlocul lui AC” si DB’
Pasul 3. Observatie asupra triunghiului DAB’. Medianele triunghiului DAB’
sunt concurente intr-un punct G numit centru de greutate al acestuia. Cen-
trul de greutate se gaseste pe fiecare mediana la 1/3 de mijlocul laturii pe care
cade mediana si 2/3 de varful triunghiului din care pleaca mediana. Prin
urmare

DENAC' =G

AP, DE = mediane

Pasul 4. Calculam:

} —> (G centru de greutate.

!
AC' =8V3 = AE:A2B = 4/2.

In ADAE avem:

DA 1 (ABB'A)
AE C (ABB'A))

rezultd ca ADAFE dreptunghic. Folosind calculul teoremei lui Pitagora, obtinem:

DE = 46 cm.

} — DA 1 AF
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Pasul 5. Punctul de greutate si determinarea lungimilor necesare. Din propri-
etatea medianelor prezentate la pasul 3, rezulta ca:

!/
po_lyp_1 AC _8V3 _ 43
3 32 6 3
8v3 4v3  16V3

'G =C'P+ PG =
C'G=C'P+ PG =~ ; ;

2 2
DG:3DE:3-4\/6:8‘3/6

Pasul 6. Aplicarea reciprocei teoremei lui Pitagora. In triunghiul ADGC’,
verificam daca:
DC” = DG* + C'G”.

Inlocuind valorile:

8v6 8-2v3
Ve = (A0p B2
impér‘pim toata ecuatia la 8:

S

4-3
9
18
Egalitatea este adevarata. Prin urmare, in triunghiul DGC’ se verifica relatia
lui Pitagora, acesta este dreptunghic in G, adicé:
/DGC" = 90°.

Pasul 7. Concluzie. Deoarece FO | AC’, rezulta ca unghiul dintre FO si
DE = /ZDGC’" = 90°. Prin urmare FFO L DE, ceea ce trebuia demonstrat.

2

10. PROBLEMA 6, METODA 4.

Se considera cubul ABCDA'B'C'D’ cu latura AB = 8. Dreapta AC si BD
se intersecteaza in O, dreaptele A'B si AB’ se intersecteaza in E, iar F este
mijlocul lui CC".

c’ B’
D’ A’
Fe
E
C/— — B
/::o:/’
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Sa se demonstreze: FFO | DFE.

IPOTEZA
Se da cubul ABCDA'B'C'D’ cu latura AB = 8. Punctele definite:

e O — intersectia diagonalelor bazei (AC si BD), deci O este mij-
locul segmentului AC,

e [’ — mijlocul segmentului CC’;

e I/ — intersectia dreptelor A’'B si AB'.

CONCLUZIE

Dreptele FO si DE sunt perpendiculare.

DEMONSTRATIE
c’ B’
D’ A’
F
FE
VN7
D A

Pasul 1. Observatie asupra triunghiului A’B’'C’. In triunghiul A’B'C’, P este
mijlocul lui A'B’ deci,

C'P=+42+82=4V5

Pasul 2. Observatie asupra dreptunghiului C'PEF. Dacd C'PEF este drept-
unghi, atunci
CP=FE=4V5

Pasul 3. Observatie asupra dreptunghiului DC'B’P. FO linie mijlocie in
ACC'A, ceea ce rezulta ca

A/
FO = 20 =43
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Pasul 4. Determinarea conditiei de perpendicularitate.

FC 1 (ABCD)
CO L BD
CO,BD C (ABCD)

Din AOME, M = 90° avem OM = MFE = 4 cm. Utilizand teorema lui
Pitagora, obtinem ca

FO 1 BD( conform teoremei celor trei perpendiculare)
BD c (A'BD)

OE = 4v2
Aplicand reciproca teoremei lui Pitagora in AFOFE, obtinem:
FO 1L OE
FO 1 OF
OFE € A'BD . FO 1 (A’BD)
FO 1 BD DE c A’BD
BD c (A’BD)
Pasul 5. Concluzie.
FO L DE

11. PROBLEMA 6, METODA 5.

Se considerd cubul ABCDA'B'C'D’ cu latura AB = 8. Dreapta AC si BD
se intersecteaza in O, dreaptele A'B si AB’ se intersecteaza in E, iar F este
mijlocul lui C'C”.

C’ B’
D A’
Fe
E
I —> B
) e -7 }
D A

Sa se demonstreze: F'O | DFE.

IPOTEZA
Se da cubul ABCDA'B'C'D’ cu latura AB = 8. Punctele definite:

e O — intersectia diagonalelor bazei (AC si BD), deci O este mij-
locul segmentului AC,

e F— mijlocul segmentului CC’;

e £ — intersectia dreptelor A'B si AB'.
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CONCLUZIE

Dreptele FO si DE sunt perpendiculare.

DEMONSTRATIE
C/ B/
D’ A’
F
F
% € = B
O
D A
Pasul 1. Construim.
C'T| B'C

C'T=B'C
= CO'T=DBC=8V2
Pasul 2. AABT - teorema lui Pitagora.
— AT =8V5
Pasul 3. AAC'T - reciproca teoremei lui Pitagora.
— AC' LC'T

} — C'B'CT — paralelogram

Cum

C'T | B'C = AC' L B'C
Pasul 4. FO L A'D.
FO | AC'" = FO L B'C

dar
A'D|| B'C = FO L A'D(Q1)
Pasul 5.
FC 1 (ABCD)
— (CO L BD —> folosind teorema celor trei perpendiculare, ca FO 1L BD(2)

CO, BD C (ABCD)

Pasul 6. FO 1 (A’BD). Din (1) si (2) = FO L (A’BD)
Pasul 7. Concluzie.

DE € (ABD) = FO L DE
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12. PROBLEMA 6, METODA 6.

Se considera cubul ABCDA'B'C'D’ cu latura AB = 8. Dreapta AC si BD
se intersecteaza in O, dreaptele A'B si AB’ se intersecteaza in E, iar F este
mijlocul lui CC".

c’ B
D’ A’
Fe
E
C)— — B
//::o:/’
D A

Sa se demonstreze: FO | DFE.

IPOTEZA
Se da cubul ABCDA'B'C'D’ cu latura AB = 8. Punctele definite:

e O — intersectia diagonalelor bazei (AC si BD), deci O este mij-
locul segmentului AC,

e ' — mijlocul segmentului CC’;

e £ — intersectia dreptelor A'B si AB'.

CONCLUZIE

Dreptele FO si DE sunt perpendiculare.

DEMONSTRATIE
Cl B/
D’ A’
F
Q E
C X GX B
0]
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Pasul 1. Observatie asupra triunghiului ACC". In triunghiul ACC’, O este
mijlocul lui AC si F este mijlocul lui CC’. Prin proprietatea liniei mijlocii

rezultd cd segmentul F'O este linie mijlocie in triunghiul ACC’, deci

Pasul 2.

Pasul 3.

Pasul 4.

Pasul 5.

Pasul 6.

Pasul 7.

FO | AC'
G - centru de greutate in triunghiul A’BD.

G — centru de greutate in AAB'D
G € DE, unde DFE mediana

C’' A’ BD piramida regulata.

— C'G 1L (A'BD)
AA'BD piramida regulata.

= AG 1 (A’BD)

=

A, G, C'" - coliniare.
Pasul 3
Pasul 4
AC" perpendicular pe (A’BD).
DE € (A'BD)
= AC' 1L (A'BD)
DE € (A'BD)

} = A,G,C’' - coliniare

— AC' | DE

Concluzie.

FO || AC' = FO L DE

13. PROBLEMA 6, METODA 7.

Se considera cubul ABCDA'B'C'D’ cu latura AB = 8. Dreapta AC si BD
se intersecteaza in O, dreaptele A’B si AB’ se intersecteaza in E, iar F este

mijlocul lui CC".

Cl B/
D’ A’
Fe
FE
C)— —B
//::o:/’
D A

Sa se demonstreze: FFO | DFE.
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IPOTEZA

Se da cubul ABCDA'B'C'D’ cu latura AB = 8. Punctele definite:

e O — intersectia diagonalelor bazei (AC si BD), deci O este mij-
locul segmentului AC,

e F— mijlocul segmentului CC’;

e £ — intersectia dreptelor A'B si AB'.

CONCLUZIE

Dreptele FO si DE sunt perpendiculare.

DEMONSTRATIE
C/ B/
D’ A’
Fe
E
LN
O\
D A

Pasul 1. Daca.
D'C" L (ADD'A)
A'D c (ADD'A") — D'C' L A'D
CO,BD c (ABCD)

A'D 1 D'C
— A'D L AD — A'D L (AD'C’) dar AC' C (AD'C")
din (ADD'A") patrat

A'D 1 AC'
dar AC” || FO( FO - linie mijlocie in AACC")
Pasul 2. Avem.

FC 1 (ABCD)
— (CO 1L BD — folosind teorema celor trei perpendiculare, ca FO 1 BD(2)
CO,BD c (ABCD)

Pasul 3. Din (1) si (2).

} — A’D L FO(1)

FO L (A'DB) }
DF C (A'DB)
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Pasul 4. Concluzie.
— FO L DE

CONCLUZIE

De retinut este ca, in matematica — si mai ales In geometrie — exista o
distinctie esentiala: problemele de examen, precum cele din Evaluarea Nationala,
ofera de regula mai multe cai de rezolvare, ceea ce permite elevului sa-si valo-
rifice creativitatea si sa-si aleaga drumul cel mai potrivit. Alegerea punctului
de plecare — ,,ac-ul albinei” — devine momentul decisiv care deschide intregul
proces de gandire: o patrundere precisa intr-o structura complexa, din care
se poate construi pas cu pas intreaga solutie. Tocmai de aceea, blocajul nu
apare din lipsd de teorie, ci din dificultatea de a decide ,pe unde sa intri
in problema” — sau, altfel spus, unde patrunde acul albinei pentru a
scoate mierea. Elevul invata astfel sa fie rezilient, sa revina la desen si sa
construiasca algoritmic solutia, chiar daca prima idee nu functioneaza.

In contrast, cele mai dificile probleme de matematici sunt adesea
cele care au o singura solutie. Istoria geometriei ofera exemple remarcabile
de astfel de probleme, unde unicitatea solutiei a reprezentat atat provocarea,
cat si frumusetea lor:

e Problema lui Apollonius (sec. III i.Hr.): constructia cercului
tangent la trei cercuri date. Are o solutie geometrica unicd in anu-
mite cazuri, iar generalizarea ei a devenit una dintre cele mai celebre
probleme ale antichitatii.

e Problema celor patru puncte cociclice: dat fiind un triunghi si
un punct interior, exista o unica circumferinta care trece prin varfurile
triunghiului si prin punctul dat.

e Problema cercului celor noua puncte: pentru orice triunghi, cer-
cul care trece prin mijloacele laturilor, picioarele inaltimilor si mijloa-
cele segmentelor dintre ortocentru si varfuri este unic.

e Problema dreptei lui Euler: toate elementele fundamentale ale
unui triunghi (ortocentru, baricentru, circumecentru) se afla pe o dreapta
unica.

e Teorema lui Morley (1899): unica si surprinzatoare, arata ca
intersectiile trisectoarelor unghiurilor unui triunghi formeaza intotdeauna
un triunghi echilateral.

Aceste exemple arata ca frumusetea matematicii nu consta doar in rezolvarea
rapida a exercitiilor, ci si in descoperirea unor structuri unice, irepetabile, care
au fascinat generatii intregi de matematicieni.
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