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POLINOAMELE MINIMALE ALE LUI cos 2* SI sin 2%
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Rezumat. Prezentam cateva metode elementare pentru calculul polinomului
minimal al unor numere algebrice trigonometrice.
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1. INTRODUCERE

Este bine cunoscut faptul ca numerele reale cos 27r si sin 277, unde 7 este
rational, sunt numere algebrice, adica sunt radacini ale unor polinoame cu
coeficienti rationali. Pe de alta parte, Felix Klein a aratat in 1897 ca numerele
cosT si sinr sunt trancendente.

Studiul acestora a prezentat interes pentru multi autori avand motivatii
diverse, dar mai ales prin prisma legaturii cu polinomul ciclotomic ®,, (poli-
nomul minimal al lui cos 2% +isin %’r) si particular cu probleme de constructie
cu rigla gi compasul. Se stie ca gradul polinomului ciclotomic ®,, este numarul
lui Euler ¢(n). Daca r = k/n, unde k si n sunt prime intre ele (n > 4),
atunci D. H. Lehmer [5] a demonstrat ca gradul polinomului minimal al lui
cos 2mr este ¢(n)/2, iar gradul polinomului minimal al lui sin 277 este ¢(n)
daca (n,8) < 4, este ¢(n)/4 daca (n,8) = 4 si este ¢(n)/2 daca (n,8) = 8.
Un rezultat asemanator privind gradul polinomului minimal al lui tan 27r se
gaseste in [7, Chapter 3.

Polinomul minimal al lui cos 2% este uzual notat prin W¥,. Polinoamele lui
Cebisev de prima si a doua speta T, respectiv U, sunt definite prin

sin((n + 1)t).

T, (cost) = cosnt, Un(cost) = -~
sin

Multiple conexiuni intre aceste polinoame sunt studiate in [1], [2], [3], [4] si
8].
Lucrarile [9] si [10] prezinta liste de polinoame cu coeficienti rationali care
au ca radacini numere ,,trigonometrice”. In aceste articole, precum si in cele
mentionate mai sus, este doar indicata ideea de calcul pentru polinoamele
W, si de multe ori sunt folosite consideratii mai avansate de algebra, cum
ar fi grupul Galois al unui polinom. Scopul notei de fata este de a prezenta
in detaliu cateva metode elementare de calcul al polinoamelor minimale ale
lui cos%’T si sin %’T, metode accesibile la nivel de liceu. Toate notiunile si
rezultatele neexplicate aici pot fi gasite in [6].
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2. PRELIMINARII

In aceasta sectiune introducem notatiile de baza si prezentam céateva formule
utile. Fien e N, n > 3.

Notatii:
o t=2m/n.
e xr =cost, y =sint.
e w=2a+1iy, § = —iw =sint —icost.

Cu aceste notatii avem:
(1)  w"=1,  6"=i"

1
9)  r=wt -,  2y=0+ .
(2) x w+w, Y +9

Din formula lui de Moivre avem
(r+1iy)" = x = (cost 4 isint)" = cosnt + isinnt.
Pe de alta parte, din binomul lui Newton avem
(l‘ + iy)n =" 4 C,lliﬂn_lyi + 0721$n—2y212 + Cg:ﬂn_ByBiB 4.
Identificand partile reale respectiv partile imaginare, obtinem
(3) cosnt =z — C2z" 2% 4 Clpniyt — OB 6,6 4 ...
(4) sinnt = Cla" "ty — C3a™ 33 4 COa™ 55 — ...

Asadar, deoarece 22 4 y? = 1, cosnt este polinom de grad n in cost. Daci n
este impar, atunci sinnt este polinom de grad n in sint, iar daca n este par,
atunci sinnt = cost-(polinom de grad n — 1 in sint).

Enumeram cateva identitati pe care le vom folosi in continuare.
(5) cos 3t = 423 — 3z, sin3t = —4y> + 3y.
(6) cosdt = 82t — 8% + 1, sindt = 2x(—4y> + 2y).
(7) cos bt = 162° — 202> + 5z, sin bt = 16y° — 20y + 5y.

3. APLICATII

In aceastd sectiune prezentam trei metode pentru calculul polinoamelor
minimale ale lui = cost si y = sint, in cazurile n = 5 (doar pentru y), n =7
sin=09.

3.1. Fie n = 5. Fie t = 27/5.
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3.1.1. Metoda 1. Pornim de la observatia ca sin 3t = — sin 2¢, deoarece 3t+2t =
27r. De aici, folosind faptul ca sint € (0, 1) obtinem ecuatiile:

—4y® + 3y = —2uy,

3 — 492
xr=
2 Y

1

1—y%= 1(9 — 2492 + 16y%),

16y* — 20y +5 = 0.
3.1.2. Metoda 2. Folosind formulele din Sectiunea 2, obtinem imediat acceasi
ecuatie ca mai sus:

0 = sin 5t = 16y* — 2042 + 5.
3.1.3. Metoda 3. Folosim egalititile 6 + 1/0 = 2y, 6% + 1/0* = 4y* — 2 i
(6%)° = —1. Deoarece 02 4+ 1 # 0, obtinem ca 6 satisface ecuatia reciproci

(0% = (0*)° + (0*)* = +1=0.
Deoarece 6 # 0, obtinem

1
(62)

De aici obtinem din nou ecuatia

1
—(02+@)+1:0.

(6%)% +

16y* — 209> +5 = 0.

Este usor de vazut ca aceasta ecuatie bipatrata are o unica solutie reala in
intervalul (1/2,1).

—sin2—7r— 5+\/5
y=simg = 8

Aplicand Criteriul lui Eisenstein cu p = 5, deducem ca polinomul
f=16Y*—20Y2 +5

este ireductibil peste Q. Rezultd ca f este polinomul minimal peste Q al lui
sin %ﬂ

Calculele de mai sus raméan valabile inlocuind pe t cu kt, k = 1,2,3,4.
Asadar, 16Y* — 20Y2 + 5 este polinomul minimal peste Q al lui sin Ly

5
1,2,3,4.

3.2. Fien="7. Fiet =27 /7, x = cost, y = sint.
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3.2.1. Metoda 1. a) Pentru z, pornim de la egalitatea cos4t = cos 3t. Obtinem
ecuatia

8t —42® — 822 + 3z +1=0,

care are o solutie neconvenabild x = 1. Simplificand cu x — 1, obtinem ecuatia
82% + 423 — 4z —1=0.

Polinomul
8X1 —4X3 —8X% +3X 41

este ireductibil deoarece are gradul 3 si nu are radacini reale, deci este polino-
mul minimal peste Q al lui z = cos27/7.

b) Pentru y, pornim de la egalitatea sin4¢ = — sin 3¢, ridicam la patrat si
inlocuim 22 cu 1 — y?. Obtinem ecuatia

64y% — 112y* + 56> — 7 = 0.
3.2.2. Metoda 2. a) Pentru z, pornim de la egalitatea sin7t = 0 gi obtinem
ecuatia

642° — 80z + 2422 — 1 =0,
care se descompune astfel:

(823 + 42 — 4z — 1)(823 — 42® — 4z +1=10) = 0.

Radacinile primului factor sunt cost, cos 2t si cos 3t, iar radacinile celui de-al
doilea factor (de asemenea ireductibil) sunt cos7/7, cos 37 /7 si cos b /7.
b) Pentru y, pornim tot de la egalitatea sin 7t = 0 si obtinem ecuatia

64y° — 112y* + 56y% — 7 = 0.
Aplicand Criteriul lui Eisenstein cu p = 7, deducem ca polinomul
64Y° — 112Y* + 56Y2 — 7

este ireductibil, deci este polinomul minimal peste Q al lui sin 2k7/7, pentru
k=1,...,6, deci, in particular, si al lui sinw/7.

3.2.3. Metoda 3. Fie w = x + iy, 0 = —iw = sint — icost.
a) Pentru z, avem ca w satisface ecuatia reciproca

S+ttt rw+1=0.
. 1
Impartind cu w? si folosind 2z = w + —, obtinem din nou ecuatia
w
82° +47° —4x — 1 =0.

1
b) Pentru g, pornim de la §'44-1 = 0 si impartim cu #°. Folosind 2y = 6+ g’
obtinem din nou ecuatia
64y5 — 112y* + 56y% — 7= 0.

3.3. Fie n =9. Fie t = 27/9, x = cost, y = sint.
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3.3.1. Metoda 1. a) Pentru z, pornim de la egalitatea cos4t = cos 5¢. Obtinem
ecuatia

(x —1)(2z — 1)(82® — 62 + 1) =0,
deci
8X3 —6X +1

este polinomul minimal peste Q al lui z = cos 27 /9. Radacinile acestuia sunt
cost, cos 2t si cos4t.
b) Pentru y, pornim de la egalitatea sin4¢ = — sin 5¢. Obtinem ecuatia

64y° — 96y* + 36y% —3 = 0.
Aplicand Criteriul lui Eisenstein cu p = 3, deducem ca polinomul
64Y°% — 96Y* + 36Y% — 3
este ireductibil, deci este polinomul minimal peste Q al lui sin 2k7/7, pentru
k=1,24,571,8.
3.3.2. Metoda 2. Avem
0 = sin 9t = sin 3¢(3 — 4sin® 3t),

dar sin 3t # 0.
a) Pentru z, observam ca

3 —4sin?3t = 4cos?3t — 1 = (2cos 3t — 1)(2cos 3t + 1).
Obtinem ecuatia
(823 — 62 4 1)(82% — 62 — 1) = 0.

Ambii factori sunt ireductibili. Primul factor are radacinile cost, cos2t si
cos4t, iar al doilea are radacinile cos /9, cos 5 /9 si cos 7m/9.
b) Pentru y, ecuatia 3 — 4sin? 3¢ = 0 ne da din nou ecuatia

64Y% — 96Y* + 36Y2 — 3.

3.3.3. Metoda 3. Fie w =z + iy, § = —iw = sint — icost.
a) Pentru z, putem porni de la w? = 1, sau mai bine, vedem ci w este
radacina a polinomului ciclotomic @3, deci obtinem ecuatia reciproca

WO Hwdi+1=0.
impér‘gind cu w? si folosind 22 = w + %, obtinem din nou ecuatia
82° — 6z +1=0
b) Pentru y, avem 0'® = —1, deci
0=0"84+1=(0°+1)(0"—6°+1).
Primul factor este nenul, deci obtinem ecuatia reciproca

02 — 9% +1=0.
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1
Folosind 2y = 6 + g’ obtinem din nou ecuatia

64y° — 96y* + 369> —3 = 0.

Calculele devin laborioase odata cu cresterea lui n. Recomandam cititorului
aplicarea metodelor de mai sus pentru urmatoarele valori ale lui n:

e n = 6. Polinoamele minimale sunt X — 1/2 respectiv Y2 — 3/4.

e n = 12. Polinoamele minimale sunt 4X? — 3 respectiv 2Y — 1.

e n = 8. Polinoamele minimale sunt X2 — 1/2 respectiv Y2 — 1/2.

e n = 10. Polinoamele minimale sunt 4X2? — 2X — 1 respectiv 16Y*4 —
20Y2 + 5.

e n = 16. Polinoamele minimale sunt 8 X2 — 8X + 1 respectiv 16Y4 —
20Y2 + 5.

e n = 7. Polinoamele minimale sunt 8X? — 4X? — 4X + 1 respectiv
64Y° — 112Y* + 56Y2 — 7.

e n=15.
e n=18.
o n=20.

4. DISCUTIE IN CAZUL GENERAL

Calculele din sectiunea anterioara arata ca Metoda 3 este cea care se gene-
ralizeaza cel mai bine.
Se arata usor ca pentru n > 2, polinomul ciclotomic @®,, este palindromic

1
(reciproc) de grad par ¢(n) =: 2m. Notand Z := X + < putem scrie
B,(X) = X™Fy(2).

Deoarece @, este ireductibil peste Z rezulta ca i F,(Z) este ireductibil peste
Z. Evident, gradul lui F,, este ¢(n)/2.

Discutam urmaétoarele patru cazuri: (n,8) = 1, (n,8) = 2, (n,8) = 4 si
(n,8) = 8.

Mai jos, w poate fi luat orice radacind primitiva de ordin n a unitatii, iar
0= —iw.

4.1. (n,8) = 1. Atunci n = 2k + 1, unde k£ € N. Evident, polinomul minimal
al lui w este ®,, si polinomul minimal al lui x = cost este F,.

Deoarece 62" = —1, rezultd c& polinomul minimal al lui 6 este ®y4y, si poli-
nomul minimal a lui y = sint este Fy,. Avem ¢(4n) = 2¢(n), deci gradul lui

Fy,, este ¢(n).

42. (n,8) = 2. Atunci n = 2(2k + 1), unde k& € N. Deoarece w?+1 = —1,
rezulta ca polinomul minimal al lui w este ®,, si polinomul minimal al lui
T = cost este F,.

Deoarece 6™ = —1, rezulta ca polinomul minimal a lui 8 este ®o,, si polino-
mul minimal a lui y = sint este Fy, de grad ¢(n).
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4.3.

(n,8) = 4. Atunci n = 4(2k 4+ 1), unde k € N. Deoarece w2kt = —1,

rezulta ca polinomul minimal al lui w este ®, si polinomul minimal al lui
T = cost este F,.

Deoarece 62%t1 = —1, rezultd c& polinomul minimal a lui 6 este ®,, /2 §i
polinomul minimal a lui y = sint este F}, /.

4.4.

(n,8) = 8. Atunci n = 8k, unde k& € N*. Deoarece w* = % = —1,

rezulta ca w si 0 au acelagi polinom minimal ®,,, deci z = cost i y = sint au
acelagi polinom minimal F), de grad ¢(n)/2.

JENE=N

[9]

[10]
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