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Rezumat. Prezentăm câteva metode elementare pentru calculul polinomului
minimal al unor numere algebrice trigonometrice.
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1. INTRODUCERE

Este bine cunoscut faptul că numerele reale cos 2πr şi sin 2πr, unde r este
raţional, sunt numere algebrice, adică sunt rădăcini ale unor polinoame cu
coeficienti raţionali. Pe de altă parte, Felix Klein a arătat ı̂n 1897 că numerele
cos r şi sin r sunt trancendente.

Studiul acestora a prezentat interes pentru mulţi autori având motivaţii
diverse, dar mai ales prin prisma legăturii cu polinomul ciclotomic Φn (poli-
nomul minimal al lui cos 2π

n +i sin 2π
n ) şi particular cu probleme de construcţie

cu rigla şi compasul. Se ştie că gradul polinomului ciclotomic Φn este numărul
lui Euler ϕ(n). Dacă r = k/n, unde k şi n sunt prime ı̂ntre ele (n > 4),
atunci D. H. Lehmer [5] a demonstrat că gradul polinomului minimal al lui
cos 2πr este ϕ(n)/2, iar gradul polinomului minimal al lui sin 2πr este ϕ(n)
dacă (n, 8) < 4, este ϕ(n)/4 dacă (n, 8) = 4 şi este ϕ(n)/2 dacă (n, 8) = 8.
Un rezultat asemănător privind gradul polinomului minimal al lui tan 2πr se
găseşte ı̂n [7, Chapter 3].

Polinomul minimal al lui cos 2π
n este uzual notat prin Ψn. Polinoamele lui

Ceb̂ışev de prima şi a doua speţă Tn respectiv Un sunt definite prin

Tn(cos t) = cosnt, Un(cos t) =
sin((n+ 1)t)

sin t
.

Multiple conexiuni ı̂ntre aceste polinoame sunt studiate ı̂n [1], [2], [3], [4] şi
[8].

Lucrările [9] şi [10] prezintă liste de polinoame cu coeficienţi raţionali care

au ca rădăcini numere ,,trigonometrice”. În aceste articole, precum şi ı̂n cele
menţionate mai sus, este doar indicată ideea de calcul pentru polinoamele
Ψn şi de multe ori sunt folosite consideraţii mai avansate de algebră, cum
ar fi grupul Galois al unui polinom. Scopul notei de faţă este de a prezenta
ı̂n detaliu câteva metode elementare de calcul al polinoamelor minimale ale
lui cos 2π

n şi sin 2π
n , metode accesibile la nivel de liceu. Toate noţiunile şi

rezultatele neexplicate aici pot fi găsite ı̂n [6].
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2. PRELIMINARII

În această secţiune introducem notaţiile de bază şi prezentăm câteva formule
utile. Fie n ∈ N, n > 3.

Notaţii:

• t = 2π/n.
• x = cos t, y = sin t.
• ω = x+ iy, θ = −iω = sin t− i cos t.

Cu aceste notaţii avem:

ωn = 1, θ2n = in.(1)

2x = ω +
1

ω
, 2y = θ +

1

θ
.(2)

Din formula lui de Moivre avem

(x+ iy)n = x = (cos t+ i sin t)n = cosnt+ i sinnt.

Pe de altă parte, din binomul lui Newton avem

(x+ iy)n = xn + C1
nx

n−1yi + C2
nx

n−2y2i2 + C3
nx

n−3y3i3 + · · ·

Identificând părţile reale respectiv părţile imaginare, obţinem

cosnt = xn − C2
nx

n−2y2 + C4
nx

n−4y4 − C6
nx

n−6y6 + · · ·(3)

sinnt = C1
nx

n−1y − C3
nx

n−3y3 + C5
nx

n−5y5 − · · · .(4)

Aşadar, deoarece x2 + y2 = 1, cosnt este polinom de grad n ı̂n cos t. Dacă n
este impar, atunci sinnt este polinom de grad n ı̂n sin t, iar dacă n este par,
atunci sinnt = cos t·(polinom de grad n− 1 ı̂n sin t).

Enumerăm câteva identităţi pe care le vom folosi ı̂n continuare.

cos 3t = 4x3 − 3x, sin 3t = −4y3 + 3y.(5)

cos 4t = 8x4 − 8x2 + 1, sin 4t = 2x(−4y3 + 2y).(6)

cos 5t = 16x5 − 20x3 + 5x, sin 5t = 16y5 − 20y3 + 5y.(7)

3. APLICAŢII

În această secţiune prezentăm trei metode pentru calculul polinoamelor
minimale ale lui x = cos t şi y = sin t, ı̂n cazurile n = 5 (doar pentru y), n = 7
şi n = 9.

3.1. Fie n = 5. Fie t = 2π/5.
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3.1.1. Metoda 1. Pornim de la observaţia că sin 3t = − sin 2t, deoarece 3t+2t =
2π. De aici, folosind faptul că sin t ∈ (0, 1) obţinem ecuaţiile:

−4y3 + 3y = −2xy,

x =
3− 4y2

2
,

1− y2 =
1

4
(9− 24y2 + 16y4),

16y4 − 20y2 + 5 = 0.

3.1.2. Metoda 2. Folosind formulele din Secţiunea 2, obţinem imediat acceaşi
ecuaţie ca mai sus:

0 = sin 5t = 16y4 − 20y2 + 5.

3.1.3. Metoda 3. Folosim egalităţile θ + 1/θ = 2y, θ2 + 1/θ2 = 4y2 − 2 şi
(θ2)5 = −1. Deoarece θ2 + 1 ̸= 0, obţinem că θ satisface ecuaţia reciprocă

(θ2)4 − (θ2)3 + (θ2)2 − θ2 + 1 = 0.

Deoarece θ ̸= 0, obţinem

(θ2)2 +
1

(θ2)2
− (θ2 +

1

θ2
) + 1 = 0.

De aici obţinem din nou ecuaţia

16y4 − 20y2 + 5 = 0.

Este uşor de văzut că această ecuaţie bipătrată are o unică soluţie reală ı̂n
intervalul (1/2, 1).

y = sin
2π

5
=

√
5 +

√
5

8
.

Aplicând Criteriul lui Eisenstein cu p = 5, deducem că polinomul

f = 16Y 4 − 20Y 2 + 5

este ireductibil peste Q. Rezultă că f este polinomul minimal peste Q al lui
sin 2π

5 .
Calculele de mai sus rămân valabile ı̂nlocuind pe t cu kt, k = 1, 2, 3, 4.

Aşadar, 16Y 4 − 20Y 2 + 5 este polinomul minimal peste Q al lui sin 2kπ
5 , k =

1, 2, 3, 4.

3.2. Fie n = 7. Fie t = 2π/7, x = cos t, y = sin t.
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3.2.1. Metoda 1. a) Pentru x, pornim de la egalitatea cos 4t = cos 3t. Obţinem
ecuaţia

8x4 − 4x3 − 8x2 + 3x+ 1 = 0,

care are o soluţie neconvenabilă x = 1. Simplificând cu x−1, obţinem ecuaţia

8x3 + 4x3 − 4x− 1 = 0.

Polinomul

8X4 − 4X3 − 8X2 + 3X + 1

este ireductibil deoarece are gradul 3 şi nu are rădăcini reale, deci este polino-
mul minimal peste Q al lui x = cos 2π/7.

b) Pentru y, pornim de la egalitatea sin 4t = − sin 3t, ridicăm la pătrat şi
ı̂nlocuim x2 cu 1− y2. Obţinem ecuaţia

64y6 − 112y4 + 56y2 − 7 = 0.

3.2.2. Metoda 2. a) Pentru x, pornim de la egalitatea sin 7t = 0 şi obţinem
ecuaţia

64x6 − 80x4 + 24x2 − 1 = 0,

care se descompune astfel:

(8x3 + 4x3 − 4x− 1)(8x3 − 4x3 − 4x+ 1 = 0) = 0.

Rădăcinile primului factor sunt cos t, cos 2t şi cos 3t, iar rădăcinile celui de-al
doilea factor (de asemenea ireductibil) sunt cosπ/7, cos 3π/7 şi cos 5π/7.

b) Pentru y, pornim tot de la egalitatea sin 7t = 0 şi obţinem ecuaţia

64y6 − 112y4 + 56y2 − 7 = 0.

Aplicând Criteriul lui Eisenstein cu p = 7, deducem că polinomul

64Y 6 − 112Y 4 + 56Y 2 − 7

este ireductibil, deci este polinomul minimal peste Q al lui sin 2kπ/7, pentru
k = 1, . . . , 6, deci, ı̂n particular, şi al lui sinπ/7.

3.2.3. Metoda 3. Fie ω = x+ iy, θ = −iω = sin t− i cos t.
a) Pentru x, avem ca ω satisface ecuaţia reciprocă

ω6 + ω5 + ω4 + ω3 + ω2 + ω + 1 = 0.

Împărţind cu ω3 şi folosind 2x = ω +
1

ω
, obţinem din nou ecuaţia

8x3 + 4x3 − 4x− 1 = 0.

b) Pentru y, pornim de la θ14+1 = 0 şi ı̂mpărţim cu θ6. Folosind 2y = θ+
1

θ
,

obţinem din nou ecuaţia

64y6 − 112y4 + 56y2 − 7 = 0.

3.3. Fie n = 9. Fie t = 2π/9, x = cos t, y = sin t.
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3.3.1. Metoda 1. a) Pentru x, pornim de la egalitatea cos 4t = cos 5t. Obţinem
ecuaţia

(x− 1)(2x− 1)(8x3 − 6x+ 1) = 0,

deci

8X3 − 6X + 1

este polinomul minimal peste Q al lui x = cos 2π/9. Rădăcinile acestuia sunt
cos t, cos 2t şi cos 4t.

b) Pentru y, pornim de la egalitatea sin 4t = − sin 5t. Obţinem ecuaţia

64y6 − 96y4 + 36y2 − 3 = 0.

Aplicând Criteriul lui Eisenstein cu p = 3, deducem că polinomul

64Y 6 − 96Y 4 + 36Y 2 − 3

este ireductibil, deci este polinomul minimal peste Q al lui sin 2kπ/7, pentru
k = 1, 2, 4, 5, 7, 8.

3.3.2. Metoda 2. Avem

0 = sin 9t = sin 3t(3− 4 sin2 3t),

dar sin 3t ̸= 0.
a) Pentru x, observăm că

3− 4 sin2 3t = 4 cos2 3t− 1 = (2 cos 3t− 1)(2 cos 3t+ 1).

Obţinem ecuaţia

(8x3 − 6x+ 1)(8x3 − 6x− 1) = 0.

Ambii factori sunt ireductibili. Primul factor are rădăcinile cos t, cos 2t şi
cos 4t, iar al doilea are rădăcinile cosπ/9, cos 5π/9 şi cos 7π/9.

b) Pentru y, ecuaţia 3− 4 sin2 3t = 0 ne dă din nou ecuaţia

64Y 6 − 96Y 4 + 36Y 2 − 3.

3.3.3. Metoda 3. Fie ω = x+ iy, θ = −iω = sin t− i cos t.
a) Pentru x, putem porni de la ω9 = 1, sau mai bine, vedem că ω este

rădăcină a polinomului ciclotomic Φ3, deci obţinem ecuaţia reciprocă

ω6 + ω3 + 1 = 0.

Împărţind cu ω3 şi folosind 2x = ω +
1

ω
, obţinem din nou ecuaţia

8x3 − 6x+ 1 = 0

b) Pentru y, avem θ18 = −1, deci

0 = θ18 + 1 = (θ6 + 1)(θ12 − θ6 + 1).

Primul factor este nenul, deci obţinem ecuaţia reciprocă

θ12 − θ6 + 1 = 0.
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Folosind 2y = θ +
1

θ
, obţinem din nou ecuaţia

64y6 − 96y4 + 36y2 − 3 = 0.

Calculele devin laborioase odată cu creşterea lui n. Recomandăm cititorului
aplicarea metodelor de mai sus pentru următoarele valori ale lui n:

• n = 6. Polinoamele minimale sunt X − 1/2 respectiv Y 2 − 3/4.
• n = 12. Polinoamele minimale sunt 4X2 − 3 respectiv 2Y − 1.
• n = 8. Polinoamele minimale sunt X2 − 1/2 respectiv Y 2 − 1/2.
• n = 10. Polinoamele minimale sunt 4X2 − 2X − 1 respectiv 16Y 4 −
20Y 2 + 5.

• n = 16. Polinoamele minimale sunt 8X2 − 8X + 1 respectiv 16Y 4 −
20Y 2 + 5.

• n = 7. Polinoamele minimale sunt 8X3 − 4X2 − 4X + 1 respectiv
64Y 6 − 112Y 4 + 56Y 2 − 7.

• n = 15.
• n = 18.
• n = 20.

4. DISCUŢIE ÎN CAZUL GENERAL

Calculele din secţiunea anterioară arată că Metoda 3 este cea care se gene-
ralizează cel mai bine.

Se arată uşor că pentru n > 2, polinomul ciclotomic Φn este palindromic

(reciproc) de grad par ϕ(n) =: 2m. Notând Z := X +
1

X
, putem scrie

Φn(X) = XmFn(Z).

Deoarece Φn este ireductibil peste Z rezultă că şi Fn(Z) este ireductibil peste
Z. Evident, gradul lui Fn este ϕ(n)/2.

Discutăm următoarele patru cazuri: (n, 8) = 1, (n, 8) = 2, (n, 8) = 4 şi
(n, 8) = 8.

Mai jos, ω poate fi luat orice rădăcină primitivă de ordin n a unităţii, iar
θ := −iω.

4.1. (n, 8) = 1. Atunci n = 2k + 1, unde k ∈ N. Evident, polinomul minimal
al lui ω este Φn şi polinomul minimal al lui x = cos t este Fn.

Deoarece θ2n = −1, rezultă că polinomul minimal al lui θ este Φ4n şi poli-
nomul minimal a lui y = sin t este F4n. Avem ϕ(4n) = 2ϕ(n), deci gradul lui
F4n este ϕ(n).

4.2. (n, 8) = 2. Atunci n = 2(2k + 1), unde k ∈ N. Deoarece ω2k+1 = −1,
rezultă că polinomul minimal al lui ω este Φn şi polinomul minimal al lui
x = cos t este Fn.

Deoarece θn = −1, rezultă că polinomul minimal a lui θ este Φ2n şi polino-
mul minimal a lui y = sin t este F2n de grad ϕ(n).
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4.3. (n, 8) = 4. Atunci n = 4(2k + 1), unde k ∈ N. Deoarece ω2(2k+1) = −1,
rezultă că polinomul minimal al lui ω este Φn şi polinomul minimal al lui
x = cos t este Fn.

Deoarece θ2k+1 = −1, rezultă că polinomul minimal a lui θ este Φn/2 şi
polinomul minimal a lui y = sin t este Fn/2.

4.4. (n, 8) = 8. Atunci n = 8k, unde k ∈ N∗. Deoarece ω4k = θ4k = −1,
rezultă că ω şi θ au acelaşi polinom minimal Φn, deci x = cos t şi y = sin t au
acelaşi polinom minimal Fn de grad ϕ(n)/2.
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