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EXPONENTIALA MATRICIALA

Mihaela - Diana LUPEA

Abstract. In this paper, we present key properties of the matrix exponential
and outline its use in solving linear differential systems with constant coefficients.
As an illustration, we apply the method to a discretized heat equation, where
the solution naturally involves the exponential of a symmetric matrix.

Cuvinte cheie. exponentiala matriciald, ecuatia caldurii, matrice simetrica,
sisteme de ecuatii diferentiale liniare.

1. INTRODUCERE

Exponentiala matriciald constituie o extensie a functiei exponentiale din
analiza reala gi complexa in contextul spatiului matricial, fiind un instrument
esential in algebra liniara, analiza numerica si analiza sistemelor dinamice.

Un exemplu important al aplicabilitatii exponentialei matriciale este in re-
zolvarea sistemelor de ecuatii diferentiale liniare cu coeficienti constanti de
forma X’ = AX. Solutia generald a unui astfel de sistem este X (¢) = e/ X(0).

Pentru a evidentia aplicabilitatea conceptului de exponentiala matriciala,
am analizat un exemplu din teoria ecuatiilor cu derivate partiale , mai precis
din studiul ecuatiei caldurii. In urma discretizdrii doar in variabila spatiala,
ecuatia caldurii poate fi redusa la un sistem liniar de ecuatii diferentiale or-
dinare care implicd o matrice simetrica. Solutia acestui sistem se exprima cu
ajutorul exponentialei acestei matrice.

2. DEFINITIA SI PROPRIETATI

Fie n € N*. Notam cu M,,(R) multimea matricelor de tip nxn cu coeficienti
reali. Notam cu

ITL: . . . . 9

matricea unitate (sau matricea identitate).
Inainte de a introduce notiunea de exponentiald matriciala, reamintim pro-
prietatile fundamentale ale seriei exponentiale asociate numerelor complexe.
Se stie ca seria
k

o0
a
a -
e —g R a € C,
k=0
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este convergenta pentru orice numar complex a.

Vom folosi in continuare acest rezultat fundamental pentru a defini exponentiala
unei matrice patratice, printr-o serie de aceeasi forma, dar in care termenii sunt
puteri matriciale.

In definitia urmétoare se considera o serie matriciala a carei convergenta se
defineste pe componente.

DEFINITIA 1. Fie A € M, (R). Exponentiala matricei A, notatd e sau

exp(A), este suma seriei matriciale
1 1 1 1
P — k f— —_— —_— 2 .. —_— n “ ..
exp(A)—In—l—Zk!A =In+ A+ AT DA
k=1

OBSERVATIA 1. S-a demonstrat ca seria din definitia anterioara este con-
vergenta pentru orice A € M, (R). In acest articol, vom arata convergenta
doar pentru cateva cazuri particulare.

Cazuri particulare:
(1) Daca A = O,, atunci e = I,,.
(2) Daca A = I,,, atunci

AN SRS SN .
e =1y +ﬁ+§+§+“‘ = €dp,

deoarece A* = I,,, pentru orice k > 1.
(3) Pentru A = tI,,, se obtine

tI t 12 t" ¢
er=I |1+ 5+ 5+ 4+ 5+ | =€y,
12 n!

deoarece A* = t* . I,,, pentru orice k > 1.
(4) Fie A o matrice diagonala:

M O -0

0 X -+ O

0 0 - A\
unde Ai, A2, ..., A, € R. Matricea A* este
Moo o0

k
A 0 N o 0
0 0 --- )k

Folosind definitia

t2 "
et = n+tA+§A2+...+fA”+...
! n
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obtinem
e 0 0
tA
‘A _ 0 e 0
0 0 elhn

(5) Consideram matricea

Calculam puterile acestei matrice.

-1 0
A% = ( 0 —1) =l

A3 =A-A2=A.(—I) = —A,
At =A% A% = [,
Observam ca

1o, daca k = 4p,
A, daca k =4p+1,

Ak =
—1I, daca k=4p+ 2,
—A, daca k=4p+ 3.
Prin urmare,
t t2 5t
tA _ k2 Uigg U3 U g
e —Ig+1!A+2!A +3!A +4!A +
(Lt gt =ttt — Lt 4 gtd = &0+
Jt—Ht+ 50— ... —gt? 4+ it — St6
_ [cost —sint
~ \sint cost )°

(6) Analog,

0 1)
. -1 0 _<cost sint)

—sint cost

ProproziTIA 1. Fie A, B € M,(R) si P € M,(C) astfel incat P este in-
versabild si A = PBP~!. Daci existd e?, atunci existd e si e4 = PefP~1.
Demonstratie. Deoarece A = PBP™!, rezulta prin inductie matematica

faptul ca, pentru orice k € N,

AF = (PBP Y = pBkp~1,
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Seria care defineste exponentiala matriciala este

A _ o AP
e — ﬁ
k=0

Inlocuind expresia lui A* se obtine

00
=2
k=0

Cum seria care defineste e este convergents, rezulta ca si seria care defineste

e” este convergentii. Prin urmare,

x| =

oo 1
Ep—1 _ k -1_ p,Bp-1
!PBP =P kg k!B P " =Pe”P .
=0

e = peBpl.
O

In continuare, ne propunem sa calculam exponentiala unei matrice diagonal-
izabile. Pentru a intelege metoda de calcul, vom introduce mai intai notiunea
de matrice diagonalizabila, precum si alte concepte utile, cum ar fi valorile gi
vectorii proprii. De asemenea, vom prezenta cateva proprietati esentiale care
ne vor ajuta sa simplificim calculele.

DEFINITIA 2. Spunem ca o matrice A € M, (R) este diagonalizabild peste

R daca exista o matrice diagonalda D € M,,(R) si o matrice inversabila
P € M,(C) astfel incat A = PDP!.

DEFINITIA 3. Numaérul A € C se numeste valoare proprie a matricei A daca
existd un vector u € C", u # 0, astfel Incat Au = Au. In acest caz, u se
numeste vector propriu corespunzator valorii proprii A.

OBSERVATIA 2. Numarul A € C este o valoare proprie a matricei
A € My (R) daca si numai daca

det(A — AI,) =0,

care este o ecuatie polinomiald in A de grad n. Mai mult, daci A = PBP~!,
atunci

det(A — \I,,) = 0 =det(B — A\I,).

ProroziTiA 2. Fie A € M, (R). Matricea A este diagonalizabila peste
R daca si numai daca toate valorile proprii ale lui A sunt reale si exista n
vectori proprii liniar independenti ai lui A. In acest caz, fie A\, Ao, ..., \y € R
valorile proprii ale lui A (nu neaparat distincte) si uy, ug, ..., u, € C" vectorii
proprii liniar independenti ai lui A. Daca notam D = diag(A1, A2, ..., Ap) si
P=(uy...up), atunci A = PDP~L.
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Demonstratie.

A\ 0
A=PBP ' & AP=PB & A(u1...u,) = (u1...uy,)

& Aup = Mua, ..., Auy = A
O

PROPRIETATEA 1. Dacid A € M, (R) este diagonalizabila cu A = PDP~1,
atunci e!4 = Pdiag(et™,et?2, ... e? )Pl teR.

3. APLICATIE

Una dintre cele mai importante aplicatii ale exponentialei matriciale este
rezolvarea sistemelor de ecuatii diferentiale liniare cu coeficienti constanti,

X' = AX, a cirui solutie generali este X (t) = e1X(0).

Pentru a evidentia aplicabilitatea acestui concept, am analizat un exemplu
provenit din studiul ecuatiei caldurii. Dupa discretizarea in variabila spatiala,
aceasta se reduce la un sistem liniar de ecuatii diferentiale ordinare, a carui
solutie se exprima prin exponentiala unei matrice simetrice.

Ne propunem sa calculam exponentiala acestei matrice

2 -1 0 -~ 0 -1

-1 2 -1 0 0

0 -1 2 0 O
A= :

0 0 O 2 -1

-1 0 O -1 2

Pentru a justifica forma discretizaté a ecuatiei caldurii si aparitia matricei
considerate, este necesar sa reamintim relatiile care aproximeaza derivatele de
ordinul I gi II ale unei functii de variabila realid. Acestea sunt prezentate in
urmatoarea lema.

LEMA 1. Fie I C R un interval deschis, nevid si u € C?(I). Atunci

o () = }lllg}) u(x + h})b —u(x)

h—0 h? , eel

(a se consulta [2])
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Pentru valorile fixate xy € I, notam vy = u(zg), 0 <k <n.Avem

u(zy +h) —u(zy) _ upsr — uy

h ho
—h)=2 h 1—2
u(xy — h) u}(L;:k)+u(ﬂJk+ ) _ Uk fzt2l<:+ulc+17 0<k<n.

Pentru h suficient de mic se considera
Uk41 — Uk
/ ~
U (xk) ~ h ?
Ug—1 — 2Up + Ugy1
" ~
u (.Z'k) =~ h2 s

Daca intr-o ecuatie diferentiala de ordinul al doilea cu necunoscuta = +— u(z)
se Inlocuiesc u cu uy, u' cu “EH—E gi v cu U1 2U UL atunei ecuatia cu
diferente obtinuta se numeste discretizarea ecuatiei diferentiale date.

Consideram Problema Cauchy pentru ecuatia caldurii pe R

ou  0%u
il 0, te€0,00), z€R, u(0,z)=nv(x)

cu conditia de periodicitate in variabila spatiala

u(t,z+1) =u(t,x), zeR, tel0,00),

1<k<n-—1.

unde [ > 0 este o constanta reala fixata.
Ne propunem sa o discretizam doar in variabila spatiala.
Consideram o diviziune a intervalului [0, {]

O=xp<m < - <xp_1<xTp=1

astfel Incat

l
Tpr1 —2x=h, 0<k<n-—1, unde h=—.

n
Notam
up(t) =u(t,zg), 0<k<mn,
Unt1(t) = u(t, I+ h),n = v(xk)
si obtinem
P _1(t) — 2u(t t
e e 22 20l _ g o) =g, 1<k<n ()

Conditia de periodicitate asigura ca
un(t) = u(t,l) = u(t,0) = up(t)

1 (8) = u(t, 1+ ) = u(t, h) = u(t, 21) = wr (1)
Scriem sistemul (1) pe componente
Up — 2u1 + Uz

, ug — 2u1 + us
T
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,_u1—2uQ+U3

2 -1 0 0
m Ul -1 2 -1 0
2 ug 0 -1 2 0
n= , X = , A= .
Tn, Unp 0 0 o --- 2
-1 0 0 --- -1

Problema Cauchy (1) devine

1

/
X+h2

AX =0, X(0)=n

a carei solutie este

4. CALCULUL VECTORILOR $I VALORILOR PROPRII

Cautam vectorii proprii de forma

1
o
2k .
v = P , peC’ 0<k<n-—-1
pk(é_l)
Atunci
9 _ pk _ pk(n—l)
14+ ka o p2k:
k 2k 3k
—p"+2p7 —p
Av, = .

_pk(n73) 4 2pk(nf2) _ pk(nfl)
11— pk(n—Z) + ka(n—l)
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(2 _ pk _ pk(nfl) =\
-1 +2pk _p2k — )\kpk
k 2k 3k 2k
=P+ 207 = p?F = Agp
Av, = Ao & .
_pk(n—B) 4+ 2pk(n—2) _ pk(n—l) — )\kpk(n—Q)
k(n—2 k(n—1) _ k(n—1

Se remarca faptul ca ecuatiile

_pk+2p2k _p3k — )\kPQk

7pk(n—3) + 2pk(n—2) _ pk(n—l) — )\kpk(n—2)

sunt echivalente, motiv pentru care putem reduce sistemul la urmatoarea
forma

2 — pk— pn=l) = ),

—1 +2pk _ p2k — )\kpk

—1 — pk(n=2) 4 9ph(n=1) — ), ph(n=1)
Sistemul obtinut este echivalent cu

pFn=t =2 — pk — )\,

NepF + p%F =208 +1=0

AppF(n=1) — 9pk(n=1) 4 pk(n=2) 4 1 —

inmul‘gim prima relatie cu p* si obtinem
kn _ ok _ 2k _ )k
P p—p kP -

Inlocuind in a doua ecuatie aceasta expresie rezulta

pnk -1
De aici rezulta ca
2mi 2r . 2w
p=en =CcosS— +18in —
n n

este una dintre radacinile primitive de ordinul n ale unitatii.
A treia relatie o inmultim cu p¥ si tinem cont c& p™* = 1. Obtinem valorile
proprii
e =2 — pk _ pk(n—l).
Dar

deci
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Calculam
k. —k 2kw . 2km ( 2k:7r> . ( 2k7r>
p +p "=cos— +ism——+cos| —— | tismm| ———
n n n n
2km . 2kmw 2kw .. 2kw
=coS — +isin —— + cos — — isin —
n n n n
2k
:2COS—7T.
n

Asadar, valorile proprii ale lui A sunt numerele reale

Mo =0, X\g=2—pF—pkr=1) :2—2cos2k7”, 1<k<n-1.
OBSERVATIA 3. Valorile proprii ale matricei A satisfac relatia: A,_p =
Ak, lar vectorii proprii corespunzatori v,_p = vg. Notand vy = wg + 1w, _g,
cu wg, wy_ € R™, avem ca wy si wy,_x sunt doi vectori proprii reali liniar
independenti corespunzatori valorii proprii Ag. Distributia valorilor proprii si
multiplicitatile acestora depind de paritatea lui n.

e Daca n este impar:
— Ao = 0 este valoare proprie simpla.
—pentrul <k < ”T_l, A are multiplicitate algebrica 2 gi multiplic-
itate geometrica 2.
e Daca n este par:
— Ao = 0 si A, /2 sunt valori proprii simple.
— pentru 1 < k < 5 — 1, Ay are multiplicitate algebrica 2 gi multi-
plicitate geometrica 2.

5. INDEPENDENTA LINIARA A VECTORILOR PROPRII

Vom demonstra ca vectorii proprii vy, 1 < k < n—1 sunt liniar independenti.
Consideram matricea care are ca si coloane vectorii proprii

1 1 1 1 1
1 0 pQ p3 pn—l

V= V(1> P, /)2, . ,pn 1) =1 p2 ,04 p6 p2(”_1) :
1 pnfl pz(nfl) p3(n*1) p(nfl)(nfl)

unde p = en'. Determinantul asociat acestei matrice este un determinant
Vandermonde. Vom calcula valoarea lui.
Efectuand —1-Ly + Lo, —1-L1 + L3,...,—1- Ly + L,, obtinem:
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1 1 1 A 1
detV = |0 p?—1 pt—1 p2=1) 1
6 pn—l' 1 p2(n—1) -1 p(n—l)(n—l) 1

—(p=1)(P? =) (0" = 1) - det(V(p, o>, ., 0" 1),

care reprezinta o relatie de recurentd. Aplicand recursiv aceasta relatie, rezulta

detV =det(V(Lp,....0" )= [[ —0")
0<i<j<n—1
Cum 1, p%, ..., p" ! sunt radscinile de ordin n ale unitatii (distincte dous cate

doud), rezulta

detV = H (¥ — p') #0.

0<i<j<n—1
Prin urmare, matricea A are n vectori proprii liniari independenti, deci este
diagonalizabila.
6. CALCULUL EXPONENTIALEI MATRICEI A

Consideram matricea

N O .- 0

0 N\ - 0
D=1 . . .

0 0 - Ap_1

Matricea exponentiala este
e =vetPy—t,

Deoarece D este o matrice diagonala, rezulta ca

elho 0 - 0
0 P25 R 0
oD —
6 () .. 6t>\:n.71

7. CALCULUL INVERSEI MATRICEI V/

Pentru calculul inversei matricei V' consideram produsul scalar complex

n—1 ] ] n—1 ' ‘ T
(vryve) = D vk wp =) (0" - (0 = )" -1

il
j=0 j=0 po
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(a se vedea [3]). Numaratorul este 0 deoarece p"™ = 1, iar numitorul este nenul
deoarece k # (. Rezulta ca (v, vy) = 0, adica vectorii vy sunt ortogonali.
Fiecare vector vy, are norma

loll = /{(ok, o) = V/n.

Prin urmare, putem defini vectorii ortonormali

1
k
p
1 1 p2k
ey = ——Vp = ——
PRt Un
p(n‘—l)k
Construim matricea F' cu coloanele eg,eq,...,€e,_1

1 .
F = < .pﬂk>
\/ﬁ 4,k=0,1,....n—1

adica
1 1 1 1
1 p P2 pn—l
1 2 4 2(n—1)
F=—1|1 »p p P
NG . :
i pn;l p2(7;71) p(nfl.)(nfl)

Aceasta este o matrice unitara, deci:
F*=F7!  unde F* = adjuncta matricei F.

Prin urmare,
_ 1 i
F~ 1= <.p ik
vn 4,k=0,1,....n—1

OBSERVATIA 4. Matricea F' se numeste Transformata Fourier Discreta (DFT),

a se vedea [4,5]. Aceasta matrice este utila pentru analiza semnalelor din punct
de vedere al frecventelor. In cazul imaginilor sau sunetelor, aceasta dezvaluie
care componente sunt importante si care nu. De exemplu, in compresia JPEG,
se transforma blocuri de pixeli folosind o versiune a DFT. Apoi se pastreaza
doar frecventele dominante, deoarece ochiul uman oricum nu percepe detaliile
foarte fine. Astfel, se obtin fisiere mai mici, dar cu o calitate vizuala foarte
apropiata de original.

Observam ca V = /n - F, deci
= P36

§,k=0,1,...n—1 §,k=0,1,...n—1
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1 1 1 1
1 ! p2 p=(n=1)
v-1= l 1 P_2 0_4 p—2(n—1) unde p = @%
n . .
1 pf(nfl) p72(n71) pf(nfl)Q
Tinem cont c& p~* :/Tk, 0<k<n—-1
Exponentiala matricei A este:
1 1 1
1 n—1 1 0 0
g f 0 eth 0
etA _ 1 p2 p2(n71)) . ‘ ‘ . V_l,
: : N N
1 pn—l p(n—l)(n—l) 0 0 e !
unde
1 1 1 1
1 ! o2 p(n=1)
oL () =t o~ p2n)
n §.k=0,1,....n—1 : : :
1 pf(nq) p72(n71) pf(nfl)z
Unde p = et
Solutia sistemului
1
X(0) + 5 AX()) =0, X(0) =7
este data de .
X(t) = e azd, teR
Folosind
etA — VetDV717
rezulta )
X(t) =V - diag (e*?ﬂk) Vi,
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