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ASPECTE METODICE PRIVIND STUDIUL POLINOAMELOR IN
INVATAMANTUL PREUNIVERSITAR

Serghei-Daniel Frunzescu

In contextul reconfigurarii programelor scolare si al invatamantului
preuniversitar romanesc actual este utila remodelarea metodelor de invatare
ale diferitelor materii. In acest sens, lucrarea de fata isi propune observarea
unor aspecte metodice privind studiul polinoamelor in invatamantul preuni-
versitar. Mai precis, lucrarea isi propune sa atraga atentia asupra unor teme
din programa actuala care ne aduc foarte aproape de studiul polinoamelor,
chiar daca acestea apar inainte de clasa a XII-a cand se studiaza Inelele de
polinoame. Ne putem gandi la o posibila remodelare a programei in sensul
introducerii notiunii si a unor proprietati legate de polinoame mai devreme
decat prevede programa scolara in vigoare si aceasta pentru ca premisele sunt
in mare masura intrunite incepand din ciclul gimnazial. In sprijinul acestei
idei aduc urmatorul argument: elevii de gimnaziu cunosc si folosesc calculul
algebric si studiaza ecuatiile de grad I si II - elemente care premerg studiului
polinoamelor. Exista pana in ultimul an de liceu situatii in care se pare ca unii
autori de manuale se asteapta ca elevii sa poata folosi astfel de instrumente
matematice care provin din acest studiu. Totodata, programa in vigoare pen-
tru Olimpiada Nationala de Matematica prevede pentru clasa a X-a, la etapa
nationald, notiuni si proprietati ce tin de polinoame.

Lucrarea de fata are trei parti: prima parte aminteste sumar capitolul Inele
de polinoame asa cum este prezentat in clasa a XII-a in manualele actuale,
partea a doua prezinta cateva teme care ne pun in situatiile amintite mai sus,
iar partea a treia, concluzii si observatii. Exemplele discutate in partea a doua
sunt preluate atat din manualele de gimnaziu actuale, cat si din culegerile si
manualele de liceu folosite de mine. Trebuie mentionat ca exemplele alese
pentru a arata apropierea de polinoame nu sunt dificile si prezumez ca este
foarte probabil ca temele propuse sa poata fi intelese de majoritatea elevilor,
nu doar de cei olimpici.



Aspecte metodice privind studiul polinoamelor 103

1. POLINOAMELE iN PROGRAMA SCOLARA ACTUALA

1.1. Constructia inelului de polinoame.

Contextul in care se lucreaza in clasa a XII-a este cel al polinoamelor peste
un corp comutativ (Q,R,C,Z, p-prim), asa cum e mentionat in programa
in vigoare. In cele ce urmeazii vom face o scurti prezentare a discutiei din
manualul de clasa a XII-a.

DEFINITIA 1. (i) O functie f : N — K se numeste sir de elemente din
corpul K.

(ii) Doua siruri f = (ag,ai,...,an,...) si g = (bo, b1, ...,bp,...) sunt egale dacd
apg = b(),al = bl, ey Ay = bn,

Notam cu KN multimea sirurilor de elemente din corpul K si cu KM
multimea sirurilor care de la un rang incolo au toti termenii zero. (Evident
KM ¢ gV).

Fie f,g € KN, f=(ag,a1,as,...,an,...), g=(bo,b1,ba,...,bn,...) doud
sirurt, atunci:
o Sirul f+g€ KN, f+g=(ag+bo,a1+by,...,a,+by,,...) se numeste
suma sirurilor f si g.
o Sirul f-ge KN, f-g=(co,c1,...,¢Cn,...), cu

m
Cm = agbm + a1bp_1 + ...+ amby = Zak bk
k=0
pentru orice m € N se numeste produsul sirurilor f si g.

TEOREMA 1. Tripletul (KN, +, ) formeaza un inel comutativ fard divizori
ai lui zero, iar (K(N), +, ) este un subinel al sau.

DEFINITIA 2. Elementele multimii KW se numesc polinoame cu coeficienti
in corpul K.

DEFINITIA 3. Dacd f € KN, f = (ap,a1,az,...,a,,0,0,...), unde a, €
K*, n € N se numeste gradul polinomului f si se noteazd grad f.

DEFINITIA 4.
(i) Polinomul cu un singur coeficient nenul se numeste monom.
(ii) Polinomul cu toti coeficientii nuli se numeste polinom nul.
(iii) Polinomul nul are gradul —oo.

Observatii:
(i) Polinoamele de forma f = (a, 0,0, ...) se numesc polinoame constante. Aces-
tea se identifica cu elementele din K.
(ii) Monomul X = (0,1,0,0,..) se numeste nedeterminata X.
Putem scrie puterile nedeterminatei X folosind definitia inmultirii polinoame-
lor, astfel avem:

X" =(0,0,...,0,1,0,0,...)
——

n zerouri
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Forma algebrici a polinomului f € K™ f = (ag, a1, ..., an, 0,0, ...), cu
an € K*este f=a9g+ a1 X + ... + a, X"
Observatii:
(i) grad(f + g) < max {grad f, grad g}.
(ii) grad(f - g) = grad f + grad g.

DEFINITIA 5. Fie f = ag+a1 X +...+a, X", a, € K*, valoarea polinomului
f inc e K este elementul f(c) = ap+ aic+ ... + apc” € K.

Definitia valorii unui polinom ne conduce la notiunea de functie polinomiald,
adica asocierea elementului z € K cu valoarea sa prin polinom.

DEFINITIA 6. Fie f € K[X] polinom. Functia f: K — K, f(z) = f(z) se
numeste functia polinomiald atasata lui f.

1.2. impéri;irea polinoamelor. Divizibilitatea.

TEOREMA 2. (Teorema impartirii cu rest) Fie f,g € K[X], g # 0. Atunci
exista polinoamele q,r € K[X] astfel incat:
(i) f=g-a+r
(ii) grad r < grad g
unde polinomul q se numeste catul impartirii lus f la g, iar polinomul r restul
impartirii lui f la g.

DEFINITIA 7. Fie polinoamele f,g € K[X]|. Spunem ca g divide f daca
existd un polinom h € K|[X]| astfel incit f = g-h (notam g | f).

TEOREMA 3. (Teorema restului) Restul impartirii polinomului nenul f €
K[X] la polinomul g = X —a € K[X] este egal cu f(a).

TEOREMA 4. (Bezout) Fie K corp, f € K[X]|. a € K este radacind a
polinomului f daca si numai daca X — alf.

1.3. Radacinile polinoamelor.

DEFINITIA 8.
(i) « € K se numeste radacindg a polinomului f € K[X] daca f(a) = 0.
(ii) Fie f € K[X]| un polinom nenul si m € N*. Elementul o € K se numeste
radacing multipla de ordinul m daca polinomul f se divide cu (X — )™, dar
nu se divide cu (X —a)™HL,
(iii) Numarul m se numeste ordinul de multiplicitate al radacinii o.

DEFINITIA 9. Fie f € K[X], polinom de grad n € N*, ecuatia de forma
f(x) =0 se numeste ecuatie algebrica de ordin n cu coeficienti in K.

TEOREMA 5. (Teorema fundamentald a algebrei) O ecuatie algebrica de
grad mai mare sau egal cu 1, cu coeficienti in C admite cel putin o solutie
complezxa.

Consecinta: O ecuatie algebrica de grad n € N* cu coeficienti complecsi
are exact n solutii complexe, nu neaparat diferite.
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Observatie: Un polinom de grad n € N cu coeficienti complecsi se anuleaza
de cel mult n-ori (are cel mult n radacini). Altfel el este polinomul nul.

TEOREMA 6. (Teorema Abel-Ruffini) Ecuatia algebrica generald de grad
mai mare sau egal cu 5 nu poate fi rezolvata prin radicali (nu exista nicio
expresie cu radicali, formatd cu coeficientii ecuatiei, care sd fie o raddcind a
ecuatiei).

1.4. Descompunerea polinoamelor in factori ireductibili.

DEFINITIA 10.
(i) Polinomul nenul f € K[X] se numeste reductibil peste K daca exista
polinoamele g, h € K[X] de grad cel putin 1, astfel incat f =g - h.
(ii) Polinomul f € K[X] de grad cel putin 1, care nu e reductibil peste K, se
numeste ireductibil.

TEOREMA 7. Fie K corp comutativ si f € K[X] polinom de grad n € N*.
Polinomul f se descompune intr-un produs finit de polinoame ireductibile peste

K.

TEOREMA 8. Fie f € C[X], f =ap+ a1 X + ... + a, X" polinom de grad
n € N*, dacd c1,co,...,c;, € C sunt radacinile distincte ale polinomului f, cu
ordinele de multiplicitate m1, mo, ...,mp € N* atunci:

f=an(X —c1)™ (X — )™ (X — )™

1.5. Relatiile lui Viete.

In manualul actual de clasa a XII-a, relatiile lui Viete sunt introduse pentru
polinoame de grad n € N* cu coeficienti in C. Acest context asigura existenta
a n radacini, nu neaparat distincte (vezi teorema fundamentald a algebrei si
consecinta). O remarca importanta este aceea ca relatiile lui Viete se pot scrie
pentru un polinom cu coeficienti intr-un corp K, doar daca toate radacinile
sale sunt in corpul K ([8] manual din 2007).

TEOREMA 9. (Relatiile lui Viéte)
Fie f € C[X], f=ao X" +a1 X" '+ ... 4+an, ay #0. Fiez,..2, € C
radacinile polinomului f.
Atunci:

ai
Z1t+z+ ..tz =——
agp
a2
2129 + 2123+ ...+ 2p—12n = —
ap
ag
21292k + 2123241 + oo + Zn—k41---Zn—1%n = (—1)ka—
0

1.6. Rezolvarea unor ecuatii algebrice cu coeficienti in Z,Q, R.
Din Teorema Abel-Ruffini reiese ca rezolvarea efectiva a ecuatiilor algebrice de
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grad mai mare sau egal cu 5 este dificila in lipsa unor informatii suplimentare
asupra solutiilor sau ecuatiei.

In cele ce urmeaza, vom prezenta cateva teoreme care furnizeaza astfel de
informatii suplimentare pentru polinoame cu coeficienti in Z, Q si R.

TEOREMA 10. Fie f =ao+ a1 X + ... + a, X" € Z[X], an # 0, polinom de
grad n € N* | atunci:
(i) Daca ¢ € Z e radacing a lui f, atunci clag

(i) Daca ¢ = Pe Q, cu (p,q) =1 e radacina a lui f, atunci plag, iar qlay,.
q

TEOREMA 11. Fie f =ap+ a1 X + ... + a, X" € Q[X], an # 0, polinom de
grad n € N*, iar u = a+vb, Vb € R\ Q. Daca u este radacindg a polinomului
f, atunci:

(i)i = a — /b e rdddcind a polinomului f
(i) w siw au acelasi ordin de multiplicitate.

TEOREMA 12. Fie f = ag+ a1 X + ... + a, X" € R[X], a,, # 0 polinom
de grad n € N*. Dacd z = a+bi € C, cu a,b € R,b # 0 este radacind a
polinomului f, atunci:

(i)z e radacindg a polinomului f
(ii) z si Z au acelasi ordin de multiplicitate.

Observatii:
(i) Functia ¢ : K[X] — KX, o(f) = f este un morfism (unital) de inele.
Procedeul de identificare a coeficientilor se poate transpune de la polinoame
la functii polinomiale cand ¢ este morfism injectiv.
Pentru K € {Q, R, C}, ¢ este injectiv, dar exista situatii cand ¢ nu e injectiv.
In cazul K = Z, injectivitatea nu mai are loc.
Polinoamele X +1si X2+ 1= X(X +1) 4+ X + 1 induc aceeasi functie poli-
nomiald (polinomul X (X 4 1) ia mereu valoarea zero).
(ii) Este de remarcat ca in manualele mai vechi de 1990 de clasa a VII-a [9],
polinoamele se introduc ca sume de monoame. Nedeterminatele sunt literele
dintr-o formula. ” Termenii sumei ce formeaza un polinom se numesc termenii
polinomului” ([9] manual din 1988). Acestia sunt numiti mai apoi monoame.
(iii) Inaintea manualelor alternative, capitolul actual intitulat Inele de poli-
noame era studiat preponderent in clasa a X-a, in contextul numerelor com-
plexe.

2. ASPECTE REFERITOARE LA STUDIUL POLINOAMELOR CARE APAR IN
PROGRAMA SCOLARA INAINTEA PREDARII POLINOAMELOR

2.1. Calcul algebric si formule de calcul prescurtat.

In manualul de clasa a VIII ([4] manual din 2020), la unitatea Calcul algebric
in R sunt studiate formulele de calcul prescurtat, contextul este unul care nu
e clar precizat, dar care permite inlocuirea literelor cu numere. Scoaterea fac-
torului comun este cunoscuta de elevi inca din ciclul primar. Distributivitatea
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inmultirii fata de adunare este proprietatea pe care ne bazam cand facem acest
procedeu matematic, asa cum se stie si se afla mai tarziu de catre elevi. Sub-
capitolul formule de calcul prescurtat studiat in clasa a VIII-a (impreuna cu
metoda factorului comun) sunt teme care abordate in context foarte general,
ascund calcule cu polinoame, chiar in mai multe nedeterminate. In nume-
roase exercitii, literele folosite in formule sunt tratate ca nedeterminatele unor
polinoame. Reamintim formulele:

Factorul comun/distributivitatea:
ab+ ac = a(b+ c)
Restrangerea patratului/patratul binomului:
a® + 2ab + b* = (a + b)?
Diferenta patratelor/produsul sumei cu diferenta:
a?> —b* = (a —b)(a+1D)
Formula diferentei cuburilor:
a® —b® = (a—b)(a® + ab + b?)
Formula sumei cuburilor:
a® + b = (a +b)(a® — ab + b?)

Contextul riguros in care se pot stabili aceste formule este cel al unui inel
comutativ si inelele de polinoame peste un corp comutativ (in una sau mai
multe nedeterminate). In particular, polinoamele peste R ar putea fi un con-
text bun pentru discutia din clasa a VIII-a.

Mentionam ca in manualele de algebra de clasa a VII-a din anul 1988 [9] si a
VIII-a din anul 1990 [10] apar notiunile de polinom (chiar de fractie rationala),
valoarea unui polinom (chiar a fractiei rationale) si proprietati ale polinoame-

lor - divizibilitatea, ireductibilitatea, descompunerea in factori. Acestea sunt
prezentate ca o extindere a proprietatilor similare ale numerelor.

Exemplu (Ex. 8 ¢)/ 1pg. 42/ [4]):

. x x
Efectuati: poa +x—1 —}—xz_l,:vE]R\{:I:l}

Solutie: Rezolvarea exercitiului necesita aducerea fractiilor la acelasi numi-

tor. Acest procedeu se realizeaza folosind calculul algebric. Se descompune in
factori diferenta de patrate:

2x 2z
2—-1 (z—1)(x+1)
Se amplifica primele fractii algebrice cu x — 1, respectiv z + 1 pentru a ajunge
la un multiplu comun. Expresia devine:
2?2+ 22 +1
2 -1
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(x+1)2
22 -1
Se remarca faptul cd nu este relevant daca se considera ca se lucreaza cu
numere sau expresii algebrice.
Exemplu (Ex. 2, a), b)/ pg. 16/ [15]):
Numerele reale a si b indeplinesc conditiile a +b = 6 si ab = 1. Calculati:
a) a®> +b* b)a®+b?
Solutie: In rezolvarea exercitiului se vor folosi formulele de calcul prescurtat
amintite anterior:
a) 36 = 62 = (a+ b)? = a® + b% + 2ab = a® + b* + 2, asadar a® + b* = 34.
b) 216 = 63 = (a+b)3 = a® + b3+ 3ab(a+b) =a®+b3+3-1-6 = a3+ b3 + 18,
asadar a® + b3 = 198.

Rezolvarea exercitiului ascunde proprietati mai elaborate cu privire la polinoa-
mele in mai multe nedeterminate (Teorema fundamentald a polinoamelor si-
metrice).

Daca proprietatile din formulele de calcul prescurtat pot fi privite ca proprie-
tati ale structurilor numerice de baza (adica proprietati ale operatiilor cu nu-
mere, dacd punem problema in contextul actual al clasei a VIII-a), vom vedea
o situatie in care, In opinia noastra, nu putem ignora faptul ca avem de-a face
cu polinoame (Binomul lui Newton).

Folosind formula restrangerii patratului se obtine

2.2. Valoarea numerica a unei expresii.
In manualul de clasa a VIII-a ([4] manual din 2020) se folosesc termenii ez-
presie algebrica si fractii algebrice pentru a desemna ceea ce este, de fapt, o
expresie polinomiald, respectiv o fractie rationala.
In cazul unei expresii algebrice care este si un polinom, valoarea numerica
a expresiei este totuna cu valoarea polinomului Intr-un element. Schimbarea
terminologiei nu ar afecta parcursul matematic al elevilor, ci dimpotriva i-ar
obisnui cu limbajul de specialitate folosit in clasa a XII-a si totodata ar usura
intelegerea provenientei acestor instrumente.
Exemplu (Test de autoevaluare subiectul II ex. 1/ pg 44/ [4]):

2
E(x) = ? 6. Calculand F(2) se obtine?
Solutie: Ffactia algebrica data este evident o fractie rationala, unde numarato-
rul si numitorul sunt expresii polinomiale in . Rezolvarea necesita inlocuirea
lui x cu 2 (adica exact calculul valorilor polinoamelor de la numéarator si nu-
mitor in 2). Se obtine:

BE(2)=-1

4 2
8z% —9
Exemplu (Ex. 15 a), ¢)/ pg. 43/ [4]): Fie E(x) = Hsix
3 —x
a) Simplificati, punand conditiile de existenta.
c¢) Determinati x € Z, pentru care E(x) € Z.
Subpunctul b) nu este relevant discutiei.
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Solutie: Rezolvarea exercitiului necesita descompunerea in factori a expresi-
ilor polinomiale de la numarator si numitor.

Se noteaza x? cu y si se rezolva ecuatia de gradul II, y% 4+ 8y — 9 = 0. Se obtin
solutiile —9, 1 si rezulta ca:

ot 48272 -9 = (22 4+ 9) (2% — 1)
Numitorul se descompune in:
x(x—1)(z+1)

Fie ca le consideram ca aplicatie la formulele de calcul prescurtat sau descom-
punere a unei expresii de gradul II cand se cunosc radécinile, ceea ce se face, de
fapt, este descompunerea in factori a doud polinoame (expresii polinomiale).

Conditiile de existentd pentru fractia rationald sunt x € R\ {—1,0,1}. Se
2249

simplifica expresia cu factorii comuni, iar E(x) devine

c¢) Descompunem fractia algebrica astfel ca numaratorul fractiei ramase sa fie
un numar intreg:

2249 9
—a+o (1)

Elz) = x x

Avem ca 0
E(x) EZ@; €Z < z|9

Asadar z € {£1, £3,+9}.

Se observa ca pentru a aduce pe E(z) la forma (1), ceea ce se face, de fapt, este
aflarea catului si restului impartirii expresiei polinomiale 22 +9 la x (Existenta
unor cunostinte despre impartirea polinoamelor permite rezolvarea unor astfel
de exercitii si atunci cand aducerea lui E(x) la forma (1) nu e atat de evidenta).

2.3. Binomul lui Newton.

In manualul de clasa a X-a ([6] manual din 2005), introducerea binomului
lui Newton este motivata de formulele de calcul algebric in R (ex. (a + b)?).
Binomul lui Newton este prezentat ca un rezultat mai general al acestora.
Fie a, b € R si n € N*, atunci:

(1) (a+b)"=C%" + Cla™ bt + ... + Cka"FpF - . 4+ Cp”
(a+b)" = Z CFanFpP
k=0

Termenul k + 1 (notat Ty,1) este dat de urmatoarea formula:
Tory = Chan—kph

Numerele C* se numesc coeficienti binomiali (k = 0, 7).

Chiar daca contextul formulei prezentat in manualul de clasa a X-a este unul
numeric, in foarte multe situatii, membrul drept din (1) este privit ca un po-
linom cu coeficienti reali.

Observatie: Coeficientii binomiali nu sunt in general aceiasi cu coeficientii
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polinomului rezultat si, in unele situatii, autorii de culegeri sau manuale abor-
deaza aceasta tema avand in minte polinomul din membrul drept.

Exemplu (E8/ pg. 184/ [6]): Se considera egalitatea

(522 —x — 1" = a12® + a2® ! + ... + ag,x + asny1. Sa se calculeze
S=a1+ax+ ..+ azms1-

Solutie: Indicatia data de autor este "se ia x = 17.

Credem ca autorul se asteapta ca elevii sa-1 vada pe x ca pe o nedeterminata,
iar expresiile ca pe niste polinoame pentru care se identifica coeficientii (cu
atat mai mult intrucat membrul stdng nu este in forma unui binom).

Putem face legatura cu expresii si calcul algebric, dar evitarea instrumentelor
care provin de la polinoame este nenaturala, in acest context.

Aceeasi opinie o avem in ce priveste urmatorul exercitiu:

Exemplu (Aplicatia 2/ pg. 180/ [6]): Sa se demonstreze egalitatea:

(C)? + (Co)* + .+ (C)? = C,
Solutie: Rezolvarea propusa de manual foloseste identitatea:
(z+1)"(z+1)"=(x+1)"" mneNazcR

in care se egaleazd coeficientii lui z* din membrul stang cu cei ai lui z* din
membrul drept.
Coeficientul lui z* din membrul stang este

Cl-Cr+Ch-Ch 4 CL-CR 2+ ... +Ch - C)
Coeficientul lui z* din membrul drept este C¥, .
Asadar, pentru m,n e N*si k <m, k <n:
Co -ChyCh Ot 02 . CF 24 4 Ck - Ch=CF .
Pentru m = n = k, se obtine:
(CR)?+(CR)* +(CR)* + ...+ (C)? = C3,.

Procedeul folosit de egalare a coeficientilor nu este altceva decat identificarea
coeficientilor expresiilor polinomiale.

2.4. Limitele unor functii rationale.

In manualul de clasa a XI-a la capitolul Limite de functii sunt prezentate si

limite ale functiilor rationale. Pentru definirea functiei rationale se folosesc

doua functii polinomiale.

Fie f : R — R, f(z) = apa2™ + a12" ! + ... + ap, unde ag,a1,...,a, € R si

an # 0, f se numeste functie polinomiala de grad n.

Fie f si ¢ : R — R doua functii polinomiale de grad n, respectiv m.

A={xeR | g(x)=0}.

h:R\A > R, cu h(z) = L&)
9()

Manualul contine o discutie pe cazuri a limitei in infinit si Intr-un punct oa-
recare a functiilor rationale.

se numeste functie rationala.
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2.4.1. Cazul limitei la infinit.

Studiul limitei la infinit a functiei rationale se face printr-o discutie pe baza
gradelor expresiilor polinomiale care o alcatuiesc.

Fie f,g: R — R functii polinomiale de gradul p, respectiv ¢:

f(@) = apr? +a1a?t + -+ ap,  g(@) =boxt + bzt -+ by

Atunci limita functiei rationale /() va fi:
g(x)
a
bz ' (+OO)7 p>q,
- 1i f(@) ap
Tog = 00, 1umn p=q,
z—o0 g(x) bo’
L0, p<q,
a
' bo (—o0)P7l, p>gq,
_ G ag
g = —0Q, 11m — p=4q,
z——00 ¢ x) bo’
0, p<q

0
2.4.2. Cazul —.
azl 0

0
Un alt caz interesant din punct de vedere al discutiei noastre este cazul — ([7]

manual din 2006), deoarece este necesara o simplificare a fractiilor algebrice
cu un termen de forma = — zg pentru a inlatura nedeterminarea.
Exemplu (E3 d)/ pg. 184/ [7]): Sa se calculeze:

Solutie: Se observa imediat ca suntem in cazul amintit mai sus. Se descompun
in factori functiile polinomiale:

lim (x —2)(z + 2)(z? + 22)(z* + 2%)
a2 (v —2)(a? 4 2z + 4) (23 + 23)

Se simplifica:

. (z+2) (2% +22)(z* + 2%)
lim
a2 (22 + 22+ 4) (a3 + 23)

16
Limita obtinuta se poate calcula si este —.

Procedeul folosit, de fapt, este o descompunere a expresiilor polinomiale de la
numarator si numitor, urmata de simplificarea termenilor asemenea.



112 S.-D. Frunzescu

2.5. Integrarea functiilor rationale.

In clasa a XII-a, calculul integralelor (si primitivelor) functiilor rationale se
face dupa predarea lectiilor despre polinoame. Cu toate acestea, am atrage
atentia asupra unei discontinuitati datorate lipsei unor notiuni anterioare cu
privire la polinoame.

In contextul actualei programe, calculul integralelor (si al primitivelor)
functiilor rationale este predat in jurul saptamanii 24, mult dupa celelalte as-
pecte discutate despre studiul primitivelor care se termina in preajma saptamanii
16 (vezi exemplul de planificare calendaristica de la pagina 10 din [16]). Aceasta
separare a materiei este motivata de actualul moment al studierii polinoamelor
(in jurul saptamanilor 19-21).

Asa cum vom vedea in continuare, scrierea unei functii rationale oarecare ca
suma de functii pentru care stim sa calculam primitive necesita folosirea unor
instrumente din capitolul Inele de polinoame. Consideram ca, daca (macar) o
parte din notiunile din acest capitol ar fi cunoscute mai repede, acest decalaj
nu ar fi necesar.

Calculul primitivelor functiilor rationale se face pe baza urmatoarei teoreme
(a se vedea [8]):

Plz)
Q(z)’

TEOREMA 13. Fie functia rationala f : I — R, f(z) = unde

P,Q e RIX],

Q(z) # 0,Yx € I. Daca:

Qr) = (r—a1))M(z—a2)® - (x—ap)(@? + bz +c1)r - (22 + bz + )P,
unde bz —4e, <0, k=1,7, atunci f(x) se scrie in mod unic sub forma:

A(l) A(Q) A(ak)
-1 p k k o k
R e S EA P T
5 BYz 1 BPyic® BB 4 0
ML\ a2t g+ ¢ (22 4 b + )2 (22 + bpx + cx)Pr )’

unde L este functie polinomiala. Coeficientii A,gi),B,ii),Clgi), urmand a fi

determinati.

Observatii:
(i) L(z) este functia polinomiala asociata polinomului cat rezultat din impartirea
lui Pla Q.
(ii) Teorema precedenta foloseste descompunerea in factori ireductibili a polino-
mului care ne da Q(z).
(iii) Coeficientii Ay, By, Ck, vor fi determinati folosind metoda identificarii
coeficientilor (instrument care poate fi transferat de la polinoame la functii po-
linomiale deoarece morfismul ¢ : R[X] — R este injectiv)(vezi 1.6 observatii).
Exemplu (Ex. A4, d)/pg. 262/ [8]): Sa se calculeze integrala:

/1x5+x4+2x3+3x2+x+1
0 x4+2x2+1
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Solutie: Se aplica teorema precedenta. Prima data se determina functia L(z).
Se imparte polinomul P de la numarator la polinomul ¢ de la numitor.
Se obtine catul (x + 1) si restul 2. Se descompune fractia:

(z* + 222+ 1)(z + 1) x?
x4+ 222 + 1 zt+ 222 +1
Se fac simplificarile:
2
x
1)e =
(+ )+a:4+2a:2+1

Se obtine L(z) = x + 1. Se descompune fractia ramasa in fractii simple:
Axr+B Cx+ D
22+1 (22 +1)2
Ax+B Cz+D z?
Din egalitatea = se determina coeficientii.
8 Zr1 @3 1E @) |
Se obtine A=C=0,B=1,D = —1.
Ramane acum de integrat urmatoarea suma de fractii simple:
1 1
2+1  (2241)2
Exercitiul continua cu integrarea expresiilor conform cu instrumentele date
pana in saptamana 16 (din planificarea calendaristica [16]).

(x+1)+

r+1+

2.6. Radacini ale polinoamelor. Ecuatii algebrice.
Un alt aspect care tine de studiul polinoamelor este rezolvarea ecuatiilor al-
gebrice, incepand cu ecuatia de gradul I si ajungand pana la rezolvarea unor
ecuatii algebrice de grad superior. Chiar daca abordarea acestora poate evita
folosirea unor instrumente provenite de la polinoame, nu suntem siguri ca
acest fapt este necesar. Mai mult, modalitatea in care ecuatiile sunt intro-
duse, prezentate si aprofundate ne conduce foarte aproape de contextul in
care terminologia si anumite proprietati care tin de polinoame sa fie cel putin
mentionate.

In continuare vom prezenta si discuta succint principalele ecuatii studiate
inainte de clasa a XII-a.

2.6.1. Ecuatia de gradul L.

In programa scolard la matematica In vigoare la clasele a IllI-a si a IV-a, in
cadrul Competentelor specifice i exemple de activitati de invatare apar aflarea
unui termen necunoscut, folosind metoda balantei sau prin efectuarea probei
adunarii/ scaderii, respectiv aflarea unui termen necunoscut, folosind diverse
metode. Contextul din respectivele manuale nu este unul clar precizat, dar se
poate observa ca operatiile nu depasesc cadrul multimii numerelor naturale.
Gasirea termenului care trebuie adunat/scazut/inmultit/impartit la un ter-
men dat pentru a obtine un anumit rezultat (ex.: ... + 3 = 5) este procedeul
care constituie esenta aflarii solutiei unei ecuatii de gradul I. Pasii inversi pe
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care elevul 1i face In mod algoritmic pentru a afla raspunsul este inlocuit in
clasa a V-a de calculul simbolic.

In clasa a V-a elevii incep sa foloseasca necunoscute in expresii, iar tema Me-
toda mersului invers le ofera instrumentele necesare pentru a le determina din
expresii. Toate aceste teme sunt premergatoare rezolvarii ecuatiei de gradul I
care este studiata in clasa a VI-a si lectiilor despre calculul algebric care apar
in programa incepand din clasa a VII-a.

Exemplu (Ex. 14 b)/pg. 67 /[3]): Rezolvati in multimea numerelor intregi:

8 6

-2 x

Solutie: Expresia algebrica din exercitiu este reductibila la o ecuatie de grad
I. Fie aducand la acelasi numitor, fie folosind proprietatea fundamentala a
unei proportii, expresia devine:

8z = 6x — 12

Se obtine x = —6, rezultat care convine (se impun restrictiile  # 2 si = # 0).
Se observa ca pe tot acest parcurs elevii folosesc elemente de calcul algebric.

2.6.2. Ecuatii de forma x>

=a,a € R;.

In clasa a VII elevii se intalnesc cu ecuatia z° = a,a € R4 care este un pas
intermediar ecuatiei de gradul al II-lea. Rezolvarea ecuatiei se face folosind
radicalul de ordin doi si modulul: 22 = a = Va2 = a = = = ++/a.

Solutiile ecuatiei {y/a, —y/a} se numesc numere opuse ([3] manual din 2024).
Exemplu (Ex. 3 e)/pg. 54 /[3]): Rezolvati ecuatiile, unde z este numar
intreg negativ: e) 3z = 36.

Solutie: Se aduce ecuatia la forma echivalentd x? = 12 si se obtine

.'ELQ = :E2\/§

Alternativ, exercitiul (si ecuatia in sine) se poate rezolva cu ajutorul calculului
algebric:

Se scrie ecuatia in forma 322 — 36 = 0, se d& factor comun 3(z% —12) = 0, de
unde se obtine 22 — 12 = 0. Dupa folosirea formulei diferentei pdtratelor se
obtine (x — 2v/3)(x + 2v/3) = 0, cu solutiile:

z19 = +2V3

Solutiile nu convin, asadar raspunsul este S = ().
Observatie: Rezolvarea ecuatiilor de forma x? = a ofera primele exemple de
numere irationale.

2

2.6.3. Sisteme de doud ecuatii liniare cu doud necunoscute.

In programa scolara de clasa a VII-a apare in continuturi tema Ecuatii s¢ sis-
teme de ecuatii liniare. Studiul sistemelor de ecuatii se rezuma la sisteme de
doua ecuatii liniare cu doua necunoscute, rezolvate prin metoda substitutiei
si/sau prin metoda reducerii. Ambele metode folosesc elemente de calcul alge-
bric in care expresiile sunt de fapt expresii polinomiale in doua nedeterminate.
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2.6.4. Ecuatia de gradul 2 cu coeficienti reali.

In programa de clasa a VIII-a la continutul Calcul algebric in R incepe studiul
ecuatiei de gradul al doilea. Acest studiu continua si in clasa a IX-a la care se
adauga Functia de gradul al doilea.

Fie ecuatia de gradul 2:

az? +bx+c=0,unde a,b,c € R, a #0
Ecuatia se rezolva calculand discriminantul A = b? — 4ac si folosind formula

b+ VA

T1,2 =
2a

In manualul de clasa a VIII-a ([4] manual din 2020), formula de aflare a
radacinilor ecuatiei de gradul al doilea se demonstreaza prin punerea in evidenta
a unui patrat perfect ((2azx + b)? = b? — 4ac), notarea si rezolvarea pe cazuri
a ecuatiei obtinute (y? = A, adica ecuatia din 2.6.2).

Cazul A < 0, 1n care spunem in clasele a VIII-a si a IX-a ca nu exista solutii
este rezolvat in clasa a X-a prin introducerea numerelor complexe. Ecuatia de
gradul II este o motivatie pentru introducerea numerelor complexe, cu ajutorul
carora orice ecuatie de gradul II are exact 2 solutii, nu neaparat diferite.

Totodata, in programa scolara pentru clasa a IX-a la continuturi pentru
functia de gradul II apar si relatiile lui Viete. Acestea sunt prezentate in
manualele scolare ca relatii intre radacini si coeficienti, iar ca aplicatie impor-
tanta este data determinarea semnului solutiilor ecuatiei.

Am sublinia ca aceasta incursiune in studiul ecuatiei de gradul II este destul
de consistenta inspre studiul polinoamelor.

2.6.5. Ecuatii algebrice de forma 2™ —a =0, a,z € R.

In clasa a X-a, in primul capitol al manualului in vigoare se studiaza radicalul
de ordin n. Motivatia pentru introducerea acestui instrument matematic este
aflarea solutiilor reale ale ecuatiilor de forma 2™ —a =0, a,z € R.

DEFINITIA 11. Un element b € R se numeste radical peste R daca este
radacing a unui polinom de forma X" —a € R[X], n > 2.

TEOREMA 14. Ecuatia z"—a =0, cun € N*\{1}, a € (0,00) are o singurd
solutie reald pozitiva.

TEOREMA 15. Fie ecuatia 2" —a =0, cun € N*\{1}, a € (—00,0) atunci:
1) daca n =2k, k € N* ecuatia nu are solutii reale.
2) dacan =2k + 1, k € N* ecuatia are o singura solutie reald negativa.

Observatie: Functia care modeleaza aceasta ecuatie este functia putere
(caz particular de functie polinomiala).



116 S.-D. Frunzescu

2.6.6. Radacinile de ordinul n ale unui numar complex. Ecuatii binome.

In manualul de clasa a X-a in vigoare radacinile de ordin n ale unui numar
complex sunt introduse folosind forma trigonometrica a numarului complex si
formula lui Moivre.

DEFINITIA 12. Se numeste radacina de ordinul n € N* a unui numar com-
plex z orice numar u € C cu proprietatea ca u™ = z.

DEFINITIA 13. Fie z € C atunci exista si sunt unice r > 0 si t € [0,27)
astfel incat z = r(cost + isint).

Formula lui Moivre: Fie z € C, z = r(cost + isint) si n € N atunci
2" = r"(cos(nt) + isin(nt))

TEOREMA 16. Fie z € C*, z = r(cost +isint) sin € N, n > 2. Numdrul
z are n radacini distincte date de formula:

t+ 2km t+2k:7r)

zk:\"/F<cos+isin E=0,n—-1
n

Tot la aceasta tema se studiaza ecuatiile binome, adica ecuatii de forma:
" —a=0,aeC, n>2

In cadrul multimii de numere complexe, ecuatia binoma se rezolva folosind
elemente de trigonometrie. Polinomul atasat ecuatiei fiind peste C si avand
grad n, va avea n radacini in C.
Exemplu (Ex.4 d)/pg. 77/ [6]): S se rezolve ecuatia 2 — 1 = 0.
Solutie: Folosind reprezentarea numerelor complexe in forma trigonometrica
2km

9 k=0,8
2.7. Zerouri ale unor functii polinomiale.
In rezolvarea problemei determinarii zerourilor unei functii polinomiale ne
bazam adesea pe rezolvarea ecuatiei algebrice aferente. Acest fapt este bine
cunoscut inca din invatamantul preuniversitar deoarece studiul functiei de gra-
dul I este precedat de cel al ecuatiei de gradul I, cum de altfel se intampla si
in cazul functiei si ecuatiei de gradul II.

) 2km .
se obtine: z = COST + isin

2.7.1. Functia de gradul 1 st 2 cu coeficienti in R.

In clasa a VIII-a se intalneste conceptul de functie. Acum, avem trei instru-
mente matematice (ecuatie, functie si polinom) toate fiind similare, dar avand
si particularitati. Particularitatea pentru functie este interpretarea geome-
trica, pentru ecuatie - rezolvarea efectiva a acesteia si aflarea solutiilor, iar
pentru polinom - calculul algebric si proprietatile care deriva din studiul aces-
tuia (ireductibilitatea, descompunerea, identificarea coeficientilor ...).

Fie f:R =R, f(z) =az?+br+c,cua,bceR, a#0,o functie de gradul
al doilea.
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Observatie: Din simetria graficului functiei de gradul al 2-lea se poate ob-
serva (si demonstra cu ajutorul relatiilor lui Viete) ca varful parabolei are
abscisa mijlocul distantei dintre abscisele celor 2 radacini.

2.7.2. Functia polinomiala de grad n € N*. Radacini multiple.
Fie f: R = R, f(z) = ag + a1z + asz® + ... + ap2™, unde ag,ay, ...,a, € R si
an # 0, f se numeste functie polinomiala de grad n.

DEFINITIA 14. Spunem cd c € R este un zero al functiei polinomiale
f(z) = ap + a12 + a2x® + ...apz™, n € N* dacd f(c) = 0.

In manualul de clasa a XI-a se studiazi tema Aplicatii. Radacini multiple
ale ecuatiilor polinomiale. Prima data, se defineste functia polinomiala pe
baza careia, mai apoi, se introduce ecuatia polinomiala.

Daca f: R = R, f(z) = ap + a1z + ... + anz™ este o functie polinomiala de
grad n, atunci ecuatia polinomiald se defineste ca fiind ecuatia f(z) = 0.

Se observa conexiunea intre cele doua concepte si totodata se observa termi-
nologia specifica polinoamelor cand vine vorba de radacini si nu de solutii.

DEFINITIA 15. Fie f o functie polinomiald de grad n € N*. Spunem ca
c € R este radacind de ordin m, 0 < m < n, m € N* a functiei polinomiale
f, daca exista o functie polinomiald g de grad n — m astfel incat:

f(z) =(z—c)"g(z),Vz €R si g(c) #0
3. OBSERVATII

Din partea a doua a lucrarii se contureaza anumite instrumente folosite
in rezolvarea exercitiilor care provin din studiul polinoamelor. In variantele
mai vechi ale programelor de matematica, pana la sfarsitul clasei a X-a erau
studiate toate aspectele din capitolul Inele de polinoame, pentru polinoame cu
coeficienti complecsi. Credem ca unele teme ar putea fi studiate mai devreme
si ar putea ajuta la intelegerea notiunilor si conceptelor matematice.

Dam o lista de astfel de elemente care pot fi mentionate in avans, tinand
cont de baza teoretica pe care elevii o au si totodata concentrandu-ne pe
frecventa aparitiei lor in exercitii. Totodata, vom face referire la anumite
situatii concludente.

1. Metoda identificarii coeficientilor

Metoda identificarii coeficientilor este o consecinta imediata a egalarii poli-
noamelor.
O perceptie mai clara asupra a ceea ce este un polinom ar ajuta la o mai buna
intelegere a functiei polinomiale asociate, mai ales atunci cand corpul K al
coeficientilor este finit (si f = g in K[X] nu este echivalent cu f = g pentru
functiile polinomiale asociate, vezi 1.6, observatia (i)).

O posibila cauza a perceptiei neclare asupra nedeterminatei poate fi ca,
in multe situatii, proprietati care in clasa a XII-a sunt prezentate in context
de polinoame au fost intdlnite anterior pentru expresii algebrice, iar literele
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de acolo puteau fi considerate numere. Definirea In avans a conceptului de
polinom ar putea inlatura aceasta dificultate de intelegere observata la unii
elevi.

2. Descompunerea in factori

Descompunerea in factori a polinoamelor ar putea fi introdusa ca o consecinta
a calculului algebric si a formulelor de calcul prescurtat.
Adesea, rezolvarea ecuatiilor algebrice de forma P(z) = 0 (studiate inainte
de clasa a XII-a) se face prin punerea in evidenta a unui factor de forma
x —a in P(x) (sau prin descompunerea in factori). Din acest motiv, una
dintre greselile frecvente ce apar la unii elevi este legarea reductibilitatii unui
polinom de existenta unei radacini si implicit ireductibilitatea polinoamelor
este caracterizata eronat de lipsa radacinilor polinomului.

Observam si in acest caz ca introducerea mai rapida a descompunerii in fac-
tori a polinoamelor ar putea fi benefica in clarificarea legaturii dintre radacini
si reductibilitate pentru elevi.

Observatii:

(i) Daca polinomul f € K[X] are gradul 2 sau 3 si nu admite radacini in K,
atunci el e ireductibil.

(ii) Descompunerea in factori ireductibili a unui polinom depinde de corpul
coeficientilor.

Proprietatea amintita in observatia (i) nu ramane valabila pentru polinoame
de grad cel putin 4.

Exemplu: f = X*+3X? 4+ 2 € R[X] admite scrierea (X2 +1)(X? +2), deci
este reductibil peste R, dar radacinile lui {4, —i, v/2i, —/2i} nu apartin lui R.
Totodata g = X* + 3X2% 4+ 2 € C[X] admite scrierea (X + 1)(X — 1)(X +
V2i)(X — /2i), asadar g si f au descompuneri diferite.

3. Teorema impartirii cu rest
Teorema impartirii cu rest este o consecinta a calculului algebric. Cu toate
acestea, aspectele ce tin de teorema si nu rezulta din calcul algebric, sunt
utile in contextele deja prezentate acolo unde folosirea calculului algebric nu
pune in evidenta care este catul si restul impartirii celor doua polinoame.
Aceastd componenta se remarca in programa de liceu (vezi integrarea functiilor
rationale, limitele unor functii polinomiale etc.).

Daca teorema impartirii cu rest si cateva aspecte legate de descompunerea in
factori ireductibili a polinoamelor din R[X] ar fi cunoscute inca din clasa a
XI-a, atunci calculul primitivelor functiilor rationale, precum si limitele unor

0 A
functii rationale (cazul —), ar putea fi abordate mai usor. In cazul calculului

primitivelor si al integralelor s-ar putea chiar evita sincopa din planificarea
calendaristica remarcata In sectiunea 2.

4. Relatiile lur Viéte
Relatiile lui Viete ar putea fi abordate inainte de clasa a XII-a (macar pentru
polinoame de grad 3 si 4). Acestea pot rezulta prin calcul algebric si prin me-
toda identificarii coeficientilor. Relatiile lui Viete s-ar putea utiliza in calculul
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unor tipuri de determinanti, in clasa a XI-a, care au in componenta radacinile
unui polinom. Subliniem ca un astfel de parcurs de rezolvare este natural si
eficient.

Exemplu (Ex. 10 a)/ pg. 53/ [14]): "Fie z1,x9,x3 radacinile ecuatiei
23 — 2 = 0. Calculati determinantul:

Ty T2 I3
Al = |3 T1 X2 J
T2 T3 T1

Solutie: Determinantul se scrie x‘i’ + a:% + x% — 3x1x073, Unde x1,x9,I3
sunt radicinile polinomului f = X3 — 2X € Q[X]. Se foloseste fapul ca
x1,x2,x3 sunt radacini ale unui polinom pentru a scrie relatiile lui Viete.
Totusi radacinile nu sunt toate in Q, asadar inainte de a scrie relatiile lui
Viete problema trebuie mutati in cadrul unui polinom g = X3 — 2X € C[X],
pentru a asigura existenta tuturor radacinilor in corp. Folosind relatiile lui
Viete se obtine: x1 + xo + 23 = 0, x129 + 2123 + xax3 = —2, 212023 = 0.
Asadar A; = 0.

Rezolvarea acestui tip de exercitiu, chiar daca este posibila la nivelul clasei a
XI-a cu instrumentele furnizate de programa scolara (prin aflarea radacinilor si
inlocuirea acestora in determinant), se face eficient folosind relatiile lui Viete
care apar in programéa abia In clasa a XII-a. O astfel de abordare permite
rezolvarea mai multor tipuri de exercitii cu determinanti, chiar si in situatii in
care radacinile polinomului sunt dificil de aflat.

Temele prezentate mai sus ar putea fi discutate mai devreme de clasa a XII-a,
iar acest fapt ar putea consolida baza teoretica a elevilor si ar eficientiza re-
zolvarea exercitiilor, folosind instrumente clar definite si naturale.

In formularea observatiilor finale despre abordarea conceptului de poli-
noame voi folosi ca argument experienta proprie de elev in sistemul roménesc
de invatamant. La finalul liceului am inteles ca as fi avut nevoie inca din
gimnaziu de o definire in termeni mai simpli (dar care s existe) a conceptului
de polinom, precum si de o acomodare cu proprietatile acestuia.

In opinia mea, aceasta ar fi fost o invatare structurata concentric, care ar
fi facilitat o asimilare mai rapida si eficienta a notiunilor. In acest sens, poate
ca nu ar fi de evitat reluarea in programa actuala a unor idei din programele
mai vechi asupra unor capitole cu privire la polinoame.

In cele ce urmeaza, voi prezenta succint modul de abordare al studiului
polinoamelor (inainte de clasa a XII-a) in manualele editate pana in anii 90.

Studiul polinoamelor in clasa a VII-a ([9], manual din 1988), in capito-
lul intitulat ”Polinoame si fractii rationale”, prezinta polinoamele in scopul
introducerii calculului simbolic. Constructia polinoamelor este una intuitiva,
pornind de la monoame [9]. Sunt prezentate operatiile obisnuite cu polinoame,



120 S.-D. Frunzescu

iar fractiile rationale sunt introduse ca "o pereche de polinoame in nedeter-

. . P(X
minata X, P(X),Q(X) scrise sub forma ox)
diferit de polinomul nul”[9]. In clasa a VIII-a ([10] manual din 1990) studiul
polinoamelor continua cu un capitol intitulat ”Polinoame si fractii rationale”.
De remarcat este analogia intre polinoame si numere in momentul prezentarii
ireductibilitatii. Sunt invatate c.m.m.d.c. si c.m.m.m.c. a doua polinoame.

, unde numitorul trebuie sa fie

In clasa a X-a, in manualele mai vechi de 1990 [11], se completeazs studiul
polinoamelor cu toate elementele prezentate in sectiunea 1. Studiul polinoa-
melor in clasa a X-a se finalizeaza cu ecuatii algebrice de grad superior (peste
Z,Q,R).

Notiunea de polinoame aparea inca din ciclul gimnazial in manualele editate
inainte de 1990, acomodandu-1 pe elev cu limbajul matematic si cu abstracti-
zarea notiunilor.

Daca studiul polinoamelor ar debuta in primii ani de liceu, ar putea exista
un avantaj in rezolvarea naturala si eficienta a problemelor din teme cum ar fi:
calculul unor determinanti folosind relatiile lui Viete sau integrarea fractiilor
rationale.

Aceste observatii pe marginea programei scolare si a manualelor de mate-
matica se inscriu in reliefarea necesitatii imbunatatirii, in anumite puncte, a
abordarii studiului polinoamelor si al algebrei in ciclurile preuniversitare.

Observatiile din prezentare trebuie privite din perspectiva viitorului profesor
de matematica de Invatamant preuniversitar si a provocarilor prezumate a fi
depasite cu succes In predarea polinoamelor, in beneficiul elevului.
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