DIDACTICA MATHEMATICA, Vol. 43 (2025) , pp. 91-96

INTERPOLARE CU FUNCTII SPLINE CUARTICE DE TIP AKIMA

Diana Curila

Rezumat. Articolul prezinta o variantd modificatd a metodei de interpolare
spline Akima, care asigurd o netezime locala superioara. Interpolarea Hermite
de gradul patru se realizeaza atat pe nodurile partitiei, cat si in punctele medii ale
subintervalelor, derivatelor fiindu-le atribuite valori estimate printr-un algoritm
de tip Akima. Pentru calculul derivatelor la capetele intervalelor, se considera
alternative care optimizeaza comportamentul local.
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1. INTRODUCERE

Analiza numerica si Teoria aproximarii incearcéa s elaboreze principii, metode
si algoritmi pentru gasirea solutiilor numerice aproximative, cu precizie deter-
minata, pentru diverse probleme studiate in matematica. In acest sens, deseori
se pune problema aflarii unor functii de aproximare pentru o functie necunos-
cuta. O clasa importanta de functii de aproximare o reprezinta functiile spline
polinomiale. Acestea sunt functii segmentar-polinomiale, avand un anumit
grad de netezime, in sensul ca graficul lor este format din arce polinomiale
care se racordeaza pe punctele de jonctiune astfel incat acestea sa admita
derivate continue pana la un anumit ordin.

Functiile spline sunt utilizate pentru interpolarea, aproximarea si reconstructia

unei functii necunoscute pe baza unui set finit de puncte date. Ele reprezinta
functii polinomiale definite pe subintervale ale unui domeniu, asigurand conti-
nuitatea derivatelor pana la un anumit ordin la punctele de imbinare. Scopul
principal al utilizarii spline-urilor este obtinerea unor curbe netede, stabile
numeric si suficient de flexibile pentru a descrie fenomene reale sau seturi de
date experimentale.

In analiza numeric, functiile spline sunt folosite pentru interpolarea val-
orilor unei functii f(x) atunci cand aceasta este cunoscuta doar in anumite
puncte (z;, f(x;)) sau pentru aproximarea datelor experimentale afectate de
erori. In grafica computerizata si modelarea geometrica, spline-urile permit
construirea curbelor gi suprafetelor netede (precum curbele Bézier sau B-
spline), fiind esentiale in aplicatii CAD si animatie 3D. De asemenea, acestea
sunt utilizate in procesarea semmnalelor si imaginilor, precum si in rezolvarea
numerica a ecuatiilor diferentiale, unde asigura o reprezentare continua si
derivabila a solutiei.
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Printre avantajele principale ale functiilor spline se numara netezimea, sta-
bilitatea numerica superioara fata de interpolarea polinomiala globala, precum
si flexibilitatea locala - modificarea formei curbei intr-o zona restransa fara a
afecta Intregul domeniu. Dintre cele mai utilizate tipuri de spline se remarca
spline-ul cubic natural, spline-urile Akima gi Catmull-Rom precum si B-spline
urile, fiecare adaptat unui scop specific si nivel diferit de complexitate.

Preocupari similare in domeniu a avut Schoenberg (vezi [13]), In care in-
troduce notiunea de B-spline, functiile spline fiind introduse in lucrarile lui
Popoviciu (vezi [12]) si Chakalov (vezi [5]). V. A. Kodnyanko in (vezi [10])
a introdus spline-uri directionale de ordin cubic si cuartic, comparandu-le fa-
vorabil cu spline-urile Akima i Catmull-Rom, in special pentru distributii
de puncte inegale. Aceastd metoda reduce zonele cu curburd excesiva, opti-
mizeaza derivata a doua la punctele de legatura, si propune un coeficient care
controleaza uniformitatea pantei curbei.

DEFINITIA 1. Considerand o diviziune A a intervalului [a, b]
Ata=zrg<t1 < ... <Tp_1<xp=0">

si fiind date valorile y; € R, = 0,n, se numeste functie spline, de grad m €
N*, de interpolare a valorilor y;,7 = 0,n pe nodurile diviziunii A, o functie
s: [a,b] = R cu urmétoarele proprietati:

(i) s € ™ 1a,b]

(ii) restrictia functiei s la fiecare interval [z;_1,z;] , i = 1,n, al diviziunii A
este cate un polinom de grad m

(iii) s(z) =vi, Vi=0,n.

OBSERVATIA 1. Daca existd o functie f € Cla,b] astfel incat f(x;) =
yi , Vi = 0,n, atunci functia spline s interpoleaza functia f pe nodurile
diviziunii A.

2. FUNCTII SPLINE CUBICE DE TIP HERMITE

O diviziune A : a = zg < 21 < ... < Tpn_1 < Zn, = b Impreund cu valorile
f(z) = yi si f'(xz;)) = my, i = 0,n, permit construirea unei functii spline
Hermite cubice s € Cl[a,b]. Pe fiecare subinterval [z;_1,x;], spline-ul este
un polinom cubic P;(z) care respecta conditiile de interpolare: s(z;) = f(z;),
s'(x;) = f'(x;). Fiecare portiune s;(x) are expresia:

N2 (e — e R 20 _ .
81(5'3) = (m xz) (233 $@71)mi71 + (x x%l)Q (x xz)mﬁr
hs h
x—x;)2[2(x — x1) + h; r—xi—1)2[2(x; — ) + hy
R WG SV LT R

unde hz =T; — CCl',l,Z' = 1,7771

Daca derivatele la noduri sunt cunoscute, spline-ul este unic. Daca nu,
valorile m; pot fi determinate prin conditii suplimentare sau metode geometrice
de estimare.
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3. FUNCTII SPLINE CUBICE DE TIP AKIMA

Cand sunt cunoscute doar valorile functiei f(z;),7 = 0, n, dar nu si derivatele
f'(x;), metoda Akima ofera o aproximare locald de natura geometrica a derivatei
necesare constructiei spline-urilor Hermite. Ea foloseste valorile functiei in
nodul curent si in alte doud noduri situate in stanga si in dreapta acestuia.
Din valorile z; si f(z;) = y;,7 = 0,n se determina pantele:

p; = Yi+1 — Yi : Z:m
Tit1l — T
Dupa care, derivata in nodurile interioare (cu exceptia primelor si ultimelor
doud) se aproximeaza prin:

(1) f/(xz) ~m; = |p’i+1 _p’b| . ‘pi—1| + ‘?i—l _pi—2’ : |pl’ ’ i = m
|pi+1 — pil + |pi-1 — pi-2|

daca numitorul nu este nul. In cazul In care numitorul este nul se ia media

pantei precedente si curente m; = pi%ﬂ". Pentru primele doua si ultimele

doud noduri Akima a introdus doud noduri anterioare x_5 si x_1 si a doua
noduri posterioare ;11 $i Tnt+2, construite astfel incat sa mentina continui-
tatea geometrica, conform conditiilor:

To— T2 =1 —T_1=T2 — X
Tnt2 —Tn = Tptl — Tp—1 = Tn — Tn-2
si punctele sa fie pe parabolele:
y = ap + ay (¢ — x0) + ay(a — xo)?
y = af + af(x — x,) + dy(x — x,)?

Pantele suplimentare p_s,p_1, P, Pnt1 obtinute conform ([1]), impreuna cu
pantele p;,© = 0,n — 1 permit estimarea derivatelor m;,i = 0,n prin extin-
derea formulei de aproximare (1) pentru ¢ = 0, n.

4. FUNCTII SPLINE CUARTICE

Pentru a obtine o interpolare mai precisa decat in cazul spline-ului cubic,
Howell si Varma au introdus in [9] spline-ul cuartic s € C?[a, b], care pastreaza
structura tridiagonala a sistemului de ecuatii. Acest spline interpoleaza functia
f atat in nodurile diviziunii A :a =29 < 21 < ... < Tp_1 < T, = b cat si In
punctele de mijloc ale intervalelor x;_;,, = x"%m, i = 1,n unei grile dupa
schema Marsden (vezi [11] si [14]).

Howell si Varma au aratat ci exista un spline cuartic s € C?|[a, b] unic, care
respecta valorile functiei in aceste puncte si conditiile la capete s’ (a) = f/ (a),
s'(b) = ' (b). Conditia de continuitate s € C?[a,b] a functiei spline cuartice
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conduce la sistemul tridiagonal de ecuatii prin care se determina derivatele in
noduri m; = s (x;), i = 0, n:

i (’% " hi+1) T e T T R F@ia) = W2, f(@iv1) +

11 11 16 16 . —
tlog =) f@)+ 5= [(Tipry2) — 53 [ (Tiape) =di, i=1n—1
hi  hita hit hi

unde h; = z; —x;—1, 1 = 1,n, cu mg = f'(a) §i m,, = f'(b) cunoscute, iar
termenul d; contine valorile functiei in noduri si in punctele de mijloc. Fiecare
portiune a spline-ului cuartic pe intervalul x € [z;_1,;], i = 1,n se exprima,

in functie de parametrul ¢ = %ﬁ” € [0, 1], sub forma:
si(x)=(1—1)*(1—2t) (4 + 1) y—1 + 16t (1 — t)* Yi—1/2t

+12 (2t — 1) (5 — 4t) yi + hat (1 — £)* (1 — 2t) mi_1 + hit? (1 — ) (1 — 2t) m;

5. METODA DE TIP AKIMA PENTRU FUNCTII SPLINE CUARTICE

Pentru functia spline cuarticd a lui Howell i Varma din [9], in articolul
[3] a fost propusa o metoda de tip Akima pentru determinarea coeficientilor
m;, i = 0,n. Pe fiecare interval [x;_1,z;] se calculeaza coeficientii m;_1 si
m; implicand atat punctele z;_1 si x; cat si punctul din mijlocul intervalului

_ Ti—1+x; s . v - N = .
Tiqp = 5—, @ = 1,n. Se interpoleaza punctele (z1,y1), i = 0,n si
o Y1271 ) _ Yi¥Yi-1/2 ) _ Yit1/27 Y

se definesc pantele d; = s di_1/2 = R YORRE dit1/2 = Thin 2

diy1 = % pentru i = 1,n — 1.

Calculand in x; derivatele polinoamelor patratice Lagrange

pi(z) =
2 (yic1 +yi — 2 yi_ 441 —Yi—3 yis
— (yima ylz vi1y2) (z — 2 1)°+ Yimij2 7 Yi 7 9 il (= @i—1)+yi
h3 hi
pi+1(x) =
2 (Yis1 + i — 2y 4 Yivr/o — Yir1 — 3 i
_ (Yit1 @/21 Yit1/2) (- 2:)° + Yirl2 Vil 72V o)
hi hita

care interpoleaza capetele intervalelor [x;_1, x;], respectiv [z;, x;11] i mijloacele
acestora x;_j o, respectiv x;, rezulta:
3Yi+Yi-1—4Yi—1/2

h;

P (i) =

4Yiv172 = Yit1 — 3 Yi
hit1

P§+1 (z;) =
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Se considera formula diferentiald in trei puncte ale derivatei in punctul z;
pentru intervalul [z;_; /9, ;41 /2]:
~ —2hi+1 2 (h7;+1 — hz) 2h;
v hi (hi + hig1) 7' 1/2 hihiya " higa (hi + hig1) /2

Pentru aproximarea coeficientului m; se calculata tangenta stanga ca o me-

die intre derivata obtinuta din polinomul stang p} (x;) si aproximarea y;:
1 ~
T-(z:) =5 <p§ (i) + yi’)
respectiv tangenta dreapta ca o medie intre derivata obtinuta din polinomul
drept p;; (2;) si aproximarea y:
1 ~
Ty (i) = 3 (P§+1 (z) + yé)
Aproximarea coeficientului m; este data printr-o medie ponderata intre tan-
genta stanga T (x;) si tangenta dreapta T4 (z;).
| divy = digage| T (i) + |dirje — di| Ty (2:)

m; = , t=1n-—1
‘di71/2 - di‘ + ‘di+1 - di+1/2‘

Ponderile sunt determinate de diferentele intre pantele d;_1, d;, d;+1, care
masoara ,,cat de lind” este functia in jurul punctului x;. Daca functia este
mai ,,inclinata” pe partea stanga (|d;—1 — d;| mare), formula foloseste o pon-
dere mai mare pentru tangenta din dreapta T (z;). Daca functia este mai
,,inclinata” pe partea dreapta (|d;;1 — d;| mare), formula foloseste o pondere
mai mare pentru tangenta din stdnga T- (z;). Dacad numitorul fractiei de

mai sus este zero, inseamna ca pantele sunt egale (o functie foarte ,,lind” sau
constanta in acea zona) si in acest caz formula devine o medie aritmetica:

1
m; = 5 (I (2i) + T4 (1))
cu valorile coeficientilor mg si m,, conform [3].

6. CONCLUZII

Comparativ cu interpolarea clasica cu functii spline cubice de tip Akima,
varianta modificata asigura o tranzitie mai uniforma a curburii intre segmente
adiacente, printr-o estimare mai buna a derivatei in punctele de interpolare.
Aceasta abordare conduce la 0 mai buna continuitate a derivatelor de ordinul
intai si al doilea, reducand oscilatiile locale si discontinuitatile de panta la
nivelul punctelor de jonctiune. Astfel, curba rezultatd prezintd o netezime
superioara si o comportare mai stabila in regiunile cu variatii abrupte ale
datelor. In consecinta, metoda de interpolare cu functii spline cuartice de
tip Akima este ideald pentru aplicatii care necesitd o modelare extrem de
fidela a datelor, fiind utila pentru aplicatii de modelare geometrica, prelucrarea
semnalelor, imbunatatirea imaginilor, grafica 3D sau traiectorii robotice.
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Multumiri. Multumiri speciale domnului Prof. Univ. Dr. Habil. Alexandru
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BIBLIOGRAFIE

[1] AkiMA, H., A new method for interpolation and smooth curve fitting based on local
procedures, J. Assoc.Comput. Mach., 4 (1970), 589-602.

[2] Bica, A.M., and CURILA (PoPEscU), D., The Akima’s Fitting Method for Quartic
Splines, J. Numer. Anal. Approx. Theory 51 (2) (2022), 155-166.

[3] Bica, A.M., CuriLA (PoPEscU), D. and CURILA, M., Optimal properties for deficient
quartic splines of Marsden type, J. Numer. Anal. Approx. Theory 49 (2) (2020), 113-130.

[4] Bica, A.M., Optimizing at the end-points the Akima’s interpolation method of smooth
curve fitting, Computer Aided Geometric Design, 31 (2014), 245-257.

[5] CHAKALOV, L., On a certain presentation of the Newton divided differences in interpo-
lation theory and its applications, Annuaire Univ. Sofia, Fiz. Mat. Fakultet, 34 (1938),
353-394 (in Bulgarian).

[6] CUrILA (PoPESCU), D., Deficient quartic spline of Marsden type with minimal deviation
by the data polygon, Stud. Univ. Babesg-Bolyai Math., 68 (1) (2023), 203211,

[7] DUBEY, S. and DUBEY, Y.P., Convergence of C2 deficient quartic spline interpolation,
Adv. Comput. Sciences & Technol., 10 (4) (2017), 519-527.

[8] HAN, X., and Guo, X., Cubic Hermite interpolation with minimal derivative oscillation,
J. Comput. Appl. Math., 33 (1) (2018), 82-87.

[9] HOwWELL, G., and VARMA, A.K., Best error bounds for quartic spline interpolation, J.
Approx. Theory, 58 (1989), 58-67.

[10] KODNYANKO, V.A., Directional splines and their use for smoothing ejections and frac
tures of interpolant, Vestn. YuUrGU. Ser. Vych. Matem. Inform., 10 (1) (2021), 5-19 (in
Russian).

[11] MARSDEN, M., Quadratic spline interpolation, Bull. Amer. Math. Soc., 80 (5) (1974),
903-906.

[12] Poproviciu, T., Sur le prolongement des fonctions convexes d’ordre superieur, Bull.
Math. Soc. Roumaine des Sc., 36 (1934), pp. 75-108.

[13] SCHOENBERG, I1.J., Contributions to the problem of approzimation of equidistant data
by analytic functions, Part A: on the problem of smoothing or graduation, a first class of
analytic approzimation formulas, Quart. Appl. Math., 4 (1946), 45-99.

[14] VoLkov, YU. S., Best error bounds for the derivative of a quartic interpolation spline,
Siberian Adv. Math., 9 (2) (1999), 140-150

Scoala Gimnaziald ”Dacia” Oradea, Catedra de Matematica
Bulevardul Dacia 25, Oradea 410464, Romania
e-mail: curila diana@yahoo.com



