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INTERPOLARE CU FUNCŢII SPLINE CUARTICE DE TIP AKIMA

Diana Curilă

Rezumat. Articolul prezintă o variantă modificată a metodei de interpolare
spline Akima, care asigură o netezime locală superioară. Interpolarea Hermite
de gradul patru se realizează atât pe nodurile partiţiei, cât şi ı̂n punctele medii ale
subintervalelor, derivatelor fiindu-le atribuite valori estimate printr-un algoritm
de tip Akima. Pentru calculul derivatelor la capetele intervalelor, se consideră
alternative care optimizează comportamentul local.
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locală.

1. INTRODUCERE

Analiza numerică şi Teoria aproximării ı̂ncearcă să elaboreze principii, metode
şi algoritmi pentru găsirea soluţiilor numerice aproximative, cu precizie deter-
minată, pentru diverse probleme studiate ı̂n matematică. În acest sens, deseori
se pune problema aflării unor funcţii de aproximare pentru o funcţie necunos-
cută. O clasă importantă de funcţii de aproximare o reprezintă funcţiile spline
polinomiale. Acestea sunt funcţii segmentar-polinomiale, având un anumit
grad de netezime, ı̂n sensul că graficul lor este format din arce polinomiale
care se racordează pe punctele de joncţiune astfel ı̂ncât acestea să admită
derivate continue până la un anumit ordin.

Funcţiile spline sunt utilizate pentru interpolarea, aproximarea şi reconstrucţia
unei funcţii necunoscute pe baza unui set finit de puncte date. Ele reprezintă
funcţii polinomiale definite pe subintervale ale unui domeniu, asigurând conti-
nuitatea derivatelor până la un anumit ordin la punctele de ı̂mbinare. Scopul
principal al utilizării spline-urilor este obţinerea unor curbe netede, stabile
numeric şi suficient de flexibile pentru a descrie fenomene reale sau seturi de
date experimentale.

În analiza numerică, funcţiile spline sunt folosite pentru interpolarea val-
orilor unei funcţii f(x) atunci când aceasta este cunoscută doar ı̂n anumite
puncte (xi, f(xi)) sau pentru aproximarea datelor experimentale afectate de

erori. În grafica computerizată şi modelarea geometrică, spline-urile permit
construirea curbelor şi suprafeţelor netede (precum curbele Bézier sau B-
spline), fiind esenţiale ı̂n aplicaţii CAD şi animaţie 3D. De asemenea, acestea
sunt utilizate ı̂n procesarea semnalelor şi imaginilor, precum şi ı̂n rezolvarea
numerică a ecuaţiilor diferenţiale, unde asigură o reprezentare continuă şi
derivabilă a soluţiei.
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Printre avantajele principale ale funcţiilor spline se numără netezimea, sta-
bilitatea numerică superioară faţă de interpolarea polinomială globală, precum
şi flexibilitatea locală - modificarea formei curbei ı̂ntr-o zonă restrânsă fără a
afecta ı̂ntregul domeniu. Dintre cele mai utilizate tipuri de spline se remarcă
spline-ul cubic natural, spline-urile Akima şi Catmull-Rom precum şi B-spline
urile, fiecare adaptat unui scop specific şi nivel diferit de complexitate.

Preocupări similare ı̂n domeniu a avut Schoenberg (vezi [13]), ı̂n care in-
troduce noţiunea de B-spline, funcţiile spline fiind introduse ı̂n lucrările lui
Popoviciu (vezi [12]) şi Chakalov (vezi [5]). V. A. Kodnyanko ı̂n (vezi [10])
a introdus spline-uri direcţionale de ordin cubic şi cuartic, comparându-le fa-
vorabil cu spline-urile Akima şi Catmull-Rom, ı̂n special pentru distribuţii
de puncte inegale. Această metodă reduce zonele cu curbură excesivă, opti-
mizează derivata a doua la punctele de legătură, şi propune un coeficient care
controlează uniformitatea pantei curbei.

Definiţia 1. Considerând o diviziune ∆ a intervalului [a, b]

∆ : a = x0 < x1 < ... < xn−1 < xn = b

şi fiind date valorile yi ∈ R, i = 0, n, se numeşte funcţie spline, de grad m ∈
N∗, de interpolare a valorilor yi, i = 0, n pe nodurile diviziunii ∆, o funcţie
s : [a, b] → R cu următoarele proprietăţi:
(i) s ∈ Cm−1[a, b]
(ii) restricţia funcţiei s la fiecare interval [xi−1, xi] , i = 1, n, al diviziunii ∆
este câte un polinom de grad m
(iii) s(xi) = yi , ∀ i = 0, n .

Observaţia 1. Dacă există o funcţie f ∈ C[a, b] astfel ı̂ncât f(xi) =
yi , ∀ i = 0, n, atunci funcţia spline s interpolează funcţia f pe nodurile
diviziunii ∆.

2. FUNCŢII SPLINE CUBICE DE TIP HERMITE

O diviziune ∆ : a = x0 < x1 < ... < xn−1 < xn = b ı̂mpreună cu valorile
f(xi) = yi şi f ′(xi) = mi, i = 0, n, permit construirea unei funcţii spline
Hermite cubice s ∈ C1[a, b]. Pe fiecare subinterval [xi−1, xi], spline-ul este
un polinom cubic Pi(x) care respectă condiţiile de interpolare: s(xi) = f(xi),
s′(xi) = f ′(xi). Fiecare porţiune si(x) are expresia:

si(x) =
(x− xi)

2(x− xi−1)

h2i
mi−1 +

(x− xi−1)
2(x− xi)

h2i
mi+

+
(x− xi)

2[2(x− xi−1) + hi]

h3i
yi−1 +

(x− xi−1)
2[2(xi − x) + hi]

h3i
yi

unde hi = xi − xi−1, i = 1, n.
Dacă derivatele la noduri sunt cunoscute, spline-ul este unic. Dacă nu,

valorilemi pot fi determinate prin condiţii suplimentare sau metode geometrice
de estimare.



Interpolare cu funcţii spline cuartice de tip Akima 93

3. FUNCŢII SPLINE CUBICE DE TIP AKIMA

Când sunt cunoscute doar valorile funcţiei f(xi), i = 0, n, dar nu şi derivatele
f ′(xi), metoda Akima oferă o aproximare locală de natură geometrică a derivatei
necesare construcţiei spline-urilor Hermite. Ea foloseşte valorile funcţiei ı̂n
nodul curent şi ı̂n alte două noduri situate ı̂n stânga şi ı̂n dreapta acestuia.
Din valorile xi şi f(xi) = yi, i = 0, n se determină pantele:

pi =
yi+1 − yi
xi+1 − xi

, i = 0, n− 1

După care, derivata ı̂n nodurile interioare (cu excepţia primelor şi ultimelor
două) se aproximeaza prin:

(1) f ′(xi) ≃ mi =
|pi+1 − pi| · |pi−1|+ |pi−1 − pi−2| · |pi|

|pi+1 − pi|+ |pi−1 − pi−2|
, i = 2, n− 2

dacă numitorul nu este nul. În cazul ı̂n care numitorul este nul se ia media
pantei precedente şi curente mi = pi−1+pi

2 . Pentru primele două şi ultimele
două noduri Akima a introdus două noduri anterioare x−2 şi x−1 şi a două
noduri posterioare xn+1 şi xn+2, construite astfel ı̂ncât să menţină continui-
tatea geometrică, conform condiţiilor:

x0 − x−2 = x1 − x−1 = x2 − x0

xn+2 − xn = xn+1 − xn−1 = xn − xn−2

şi punctele să fie pe parabolele:

y = a′0 + a′1(x− x0) + a′2(x− x0)
2

y = a′′0 + a′′1(x− xn) + a′′2(x− xn)
2

Pantele suplimentare p−2, p−1, pn, pn+1 obţinute conform ([1]), ı̂mpreună cu
pantele pi, i = 0, n− 1 permit estimarea derivatelor mi, i = 0, n prin extin-
derea formulei de aproximare (1) pentru i = 0, n.

4. FUNCŢII SPLINE CUARTICE

Pentru a obţine o interpolare mai precisă decât ı̂n cazul spline-ului cubic,
Howell şi Varma au introdus ı̂n [9] spline-ul cuartic s ∈ C2[a, b], care păstrează
structura tridiagonală a sistemului de ecuaţii. Acest spline interpolează funcţia
f atât ı̂n nodurile diviziunii ∆ : a = x0 < x1 < ... < xn−1 < xn = b cât şi ı̂n

punctele de mijloc ale intervalelor xi−1/2 = xi−1+xi

2 , i = 1, n unei grile după
schema Marsden (vezi [11] şi [14]).

Howell şi Varma au arătat că există un spline cuartic s ∈ C2[a, b] unic, care
respectă valorile funcţiei ı̂n aceste puncte şi condiţiile la capete s′ (a) = f ′ (a),
s′ (b) = f ′ (b). Condiţia de continuitate s ∈ C2[a, b] a funcţiei spline cuartice
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conduce la sistemul tridiagonal de ecuaţii prin care se determină derivatele ı̂n
noduri mi = s′ (xi), i = 0, n:

− 1

hi

(
4

hi
+

4

hi+1

)
mi −

1

hi+1
mi+1 =

5

h2i
f (xi−1)−

5

h2i+1

f (xi+1)+

+

(
11

h2i
− 11

h2i+1

)
f (xi) +

16

h2i+1

f
(
xi+1/2

)
− 16

h2i
f
(
xi−1/2

)
= di, i = 1, n− 1

unde hi = xi − xi−1, i = 1, n, cu m0 = f ′ (a) şi mn = f ′ (b) cunoscute, iar
termenul di conţine valorile funcţiei ı̂n noduri şi ı̂n punctele de mijloc. Fiecare
porţiune a spline-ului cuartic pe intervalul x ∈ [xi−1, xi], i = 1, n se exprimă,

ı̂n funcţie de parametrul t = x−xi−1

hi
∈ [0, 1], sub forma:

si (x) = (1− t)2 (1− 2t) (4t+ 1) yi−1 + 16t2 (1− t)2 yi−1/2+

+t2 (2t− 1) (5− 4t) yi + hit (1− t)2 (1− 2t)mi−1 + hit
2 (1− t) (1− 2t)mi

5. METODĂ DE TIP AKIMA PENTRU FUNCŢII SPLINE CUARTICE

Pentru funcţia spline cuartică a lui Howell şi Varma din [9], ı̂n articolul
[3] a fost propusă o metodă de tip Akima pentru determinarea coeficienţilor
mi, i = 0, n. Pe fiecare interval [xi−1, xi] se calculează coeficienţii mi−1 şi
mi implicând atât punctele xi−1 şi xi cât şi punctul din mijlocul intervalului

xi−1/2 = xi−1+xi

2 , i = 1, n. Se interpolează punctele (x1, y1), i = 0, n şi

se definesc pantele di =
yi−1/2−yi−1

hi/2
, di−1/2 =

yi−yi−1/2

hi/2
, di+1/2 =

yi+1/2−yi
hi+1/2

,

di+1 =
yi+1−yi+1/2

hi+1/2
pentru i = 1, n− 1.

Calculând ı̂n xi derivatele polinoamelor pătratice Lagrange

pi (x) =

=
2

(
yi−1 + yi − 2 yi−1/2

)
h2i

(x− xi−1)
2+

4 yi−1/2 − yi − 3 yi−1

hi
(x− xi−1)+yi−1

pi+1 (x) =

=
2

(
yi+1 + yi − 2 yi+1/2

)
h2i+1

(x− xi)
2 +

4 yi+1/2 − yi+1 − 3 yi

hi+1
(x− xi) + yi

care interpolează capetele intervalelor [xi−1, xi], respectiv [xi, xi+1] şi mijloacele
acestora xi−1/2, respectiv xi, rezultă:

p′i (xi) =
3 yi + yi−1 − 4 yi−1/2

hi

p′i+1 (xi) =
4 yi+1/2 − yi+1 − 3 yi

hi+1
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Se consideră formula diferenţială ı̂n trei puncte ale derivatei ı̂n punctul xi
pentru intervalul [xi−1/2, xi+1/2]:

ỹ′i =
−2hi+1

hi (hi + hi+1)
yi−1/2 +

2 (hi+1 − hi)

hihi+1
yi +

2hi
hi+1 (hi + hi+1)

yi+1/2

Pentru aproximarea coeficientului mi se calculată tangenta stângă ca o me-

die ı̂ntre derivata obţinută din polinomul stâng p′i (xi) şi aproximarea ỹ′i:

T− (xi) =
1

2

(
p′i (xi) + ỹ′i

)
respectiv tangenta dreaptă ca o medie ı̂ntre derivata obţinută din polinomul

drept p′i+1 (xi) şi aproximarea ỹ′i:

T+ (xi) =
1

2

(
p′i+1 (xi) + ỹ′i

)
Aproximarea coeficientului mi este dată printr-o medie ponderată ı̂ntre tan-

genta stângă T− (xi) şi tangenta dreaptă T+ (xi).

mi =

∣∣di+1 − di+1/2

∣∣ T− (xi) +
∣∣di−1/2 − di

∣∣ T+ (xi)∣∣di−1/2 − di
∣∣+ ∣∣di+1 − di+1/2

∣∣ , i = 1, n− 1

Ponderile sunt determinate de diferenţele ı̂ntre pantele di−1, di, di+1, care
măsoară ,,cât de lină” este funcţia ı̂n jurul punctului xi. Dacă funcţia este
mai ,,̂ınclinată” pe partea stângă (|di−1 − di| mare), formula foloseşte o pon-
dere mai mare pentru tangenta din dreapta T+ (xi). Dacă funcţia este mai
,,̂ınclinată” pe partea dreaptă (|di+1 − di| mare), formula foloseşte o pondere
mai mare pentru tangenta din stânga T− (xi). Dacă numitorul fracţiei de
mai sus este zero, ı̂nseamnă că pantele sunt egale (o funcţie foarte ,,lină” sau
constantă ı̂n acea zonă) şi ı̂n acest caz formula devine o medie aritmetică:

mi =
1

2
(T− (xi) + T+ (xi))

cu valorile coeficienţilor m0 şi mn conform [3].

6. CONCLUZII

Comparativ cu interpolarea clasică cu funcţii spline cubice de tip Akima,
varianta modificată asigură o tranziţie mai uniformă a curburii ı̂ntre segmente
adiacente, printr-o estimare mai bună a derivatei ı̂n punctele de interpolare.
Această abordare conduce la o mai bună continuitate a derivatelor de ordinul
ı̂ntâi şi al doilea, reducând oscilaţiile locale şi discontinuităţile de pantă la
nivelul punctelor de joncţiune. Astfel, curba rezultată prezintă o netezime
superioară şi o comportare mai stabilă ı̂n regiunile cu variaţii abrupte ale
datelor. În consecinţă, metoda de interpolare cu funcţii spline cuartice de
tip Akima este ideală pentru aplicaţii care necesită o modelare extrem de
fidelă a datelor, fiind utilă pentru aplicaţii de modelare geometrică, prelucrarea
semnalelor, ı̂mbunătăţirea imaginilor, grafică 3D sau traiectorii robotice.
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