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EXEMPLE SI CONTRAEXEMPLE PRIVING LIMITE CU
FUNCTIA PUTERE

Cristina-Lorena COMAN, Anca GRAD

Abstract. This article addresses a number of exercises aimed at strength-
ening the understanding of some difficult problems involving limits of se-
quences of both real numbers and functions, formulated with power func-
tions. They are particularly interesting to students attending mathemat-
ical competitions and to educators, due to the fact that in many cases
the non-trained reader might jump to the incorrect conclusion that such a
limit does not exist.
Exercitiul 1

Fie f,(x) un sir de functii, unde:
fo(z) = V3ra? + an, reR

Aflati convergenta sirului si limita sa.

Rezolvare

Pasul I Pentru a putea calcula limita lim f,(z) va trebui mai intéai
n—oo

sa determinam cazurile in care vom studia limita. Aceste cazuri le vom
determina prin intermediul studierii argumentelor aflate sub radical.
Sub radical gisim: 3"2*" si 2™ pe care le comparam:

2| _

1
13"2%"| = |2"] = |3z lz] = 3lz|=1 = |z| = 3

Astfel am determinat cazurile pe care lucram:

1

—, || = = S1 |T -
37 :

>
|z 3 3

Pasul IT Pentru fiecare caz vom da factor comun fortat de sub radical
argumentul cel mai puternic(deci vom folosi metoda factorului comun).

[label=)]

(1) Cazul: |z| > % Adica: z € (— oo,—%) U <%,oo>.

Daca |z| > 3 = 322 > |r| == evident argumentul mai
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puternic de sub radical va fi 3"2*". Scoatem factor comun fortat
si rescriem pe f,(z):

1 1
” = 4 [3nyp2n(] ): 2n 1
ful2) V&”(+mw 3x”+6w1
o . o, 1
Acum calculam limita din f,(z): im f,(z) = lim 3z°¢/1+
n—inf n—inf (31’)”
1

. % . — . — 2
stim cd: lim G 0 = nlgrlllffn(x) 3z

(2) Cazul: z :% = fu(®) = fu(3). Calculdm f,(3) :

1 1\ 2n 1\ 1 1 1 1 2 2
L(3) = i/ () @>:V“— 1_jir 12
f«ﬁ V 5) T3 320 T 3 T 3n 3

Calculam limita lui f,,(x) in acest caz.

: 1 :
dm o) = Jim =5 =3

(3) Cazul: = —%.Calculém fn(—%) :
B(-g)= (g (g = i -
%4w+vm
3" 3"
ZVFWH+®%_%TFW

3n N 3

Deoarece avem (—1)" functia oscileaza continuu si nu va avea

limita. .

(4) Cazul: |z| < 3 — 7 € (—3,3). Vom impartii din nou in 2
cazuri: atunci cand z va fi pozitiv si atunci cand va fi negativ.
Vom avea:

[label=d)]

(a) Cazul x € [0,3) = 0 <z <3 = 32? <z, deci vom
proceda ca si la cazul ¢ dar de data aceasta vom da factor
comun pe z".

Rescriem pe f,(z):

fulz) = /an(3ram + 1) = 2/ (3x)" + 1
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Calculam acum limita din f,(z) stiind ca lim (3z)" = 0 (deoarece
n—oo

daci 0 <z <3 = 3z <1 = (3z)" <1).

lim f,(z) = lim 2¢/(3x)"+1==x
n—oo

n—oo

(b) Cazul: z € (—3,0) = [z > 3%, putem scoate factor co-
mun pe x" dar din cauza ca lucram cu numere negative sem-
nul lui " va alterna continu iar aceasta implica inexistenta
limitei.

Pasul ITT Astfel am obtinut ca limita sirului de functii f,, este:

( 1
322, dacd |z > =
1 13
- , dacax=-
noee x , dacaze€ [0, 5)
1
3 , dacéxe[——,O)
\ 3

Deci sirul este convergent punctual pe R\(—%,0).

Exercitiul 2
Fie f,(z) un sir de functii, unde:

folz) = Varz? + zn, reR sia>0
Aflati convergenta sirului si limita sa.

Rezolvare
Acest exercitiu reprezinta o generalizare a exercitiului anterior deci re-
zolvarea va fi una asemanatoare.

Pasul I Precum in exercitiul 1 pentru a calcula limita sirului de functii
fn vom cauta cazurile pe care vom lucra prin comparatia argumentelor
de sub radical.

Sub radical gasim: a"2?" si 2". Le compardm pentru a obtinem:

1
\a”xQ”\ = |2"| = (a>0) a”]xzn\ =2" = d"2"| =1 = alz| =1 = |z| = -
a
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Astfel cazurile pe care vom lucra sunt:
1 1 . 1
lz] > = |z| < = si |z| < -.
a a a

Pasul IT Pentru fiecare caz vom da factor comun fortat de sub radical
argumentul cel mai puternic(deci vom folosi metoda factorului comun).

[label=)]

1
(1) Cazul: |z| > — adica: x € (—o0,—2) U (
a

a

1

a’

00)

Daca [z] > 1 = a2’ > [z = a"2® va fi argumentul

mai puternic de sub radical. Atunci rescriem f,(x) astfel:

folz) = (/a"x%(l + @) = ax® {1+ @

Acum calculam limita sirului de functii:

1
lim f,(r) = lim ax? {1+ — = ax®
n—00 n—00 (a,aj)n

(2) Cazul: x :% = fu(z) = fu(2). Calculdm f,(2) :

1 n 1\2n I\, 1 1 W1 1 nl 2
fn<‘>: a"(‘) +<—> =\t o= a T T T
a a a a a a a a

Calculam limita lui f,, in acest caz.
1 V2 201

lim f,(-=) = lim — = — = —
n—o00 a n—oo (@ a a

(3) Cazul: x = —2.Calculém fn(—é) :
(- g) = o) () = e G 5

oE
_ifC T VIR

a” a

Deoarece avem (—1)" functia oscileaza continuu si nu va avea
limita.
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(4) Cazul: |z| < % — € (=%, 1), Vom impirtii din nou in 2
cazuri, si anume atunci cand z va fi pozitiv si atunci cand va fi
negativ. Deci vom avea:
[label=d)]

(a) Cazul z € [0,1) = 0<z <l = az? <2z Vom
proceda ca si la cazul ¢ dar de data aceasta vom da factor
comun pe z".

Rescriem pe f,(z):

= {a(a"z" + 1) = x{/(azx)" + 1

Calculam acum limita din f,,(x) stiind ca lim (az)™ = 0 (deoarece
n—oo

dacd 0 <z <1 = ar <1 = (az)" <1).

lim f,(z) = lim z{/(az)"+1 =12z

n—o0 n—o0

(b) Cazul: z € (—1,0) = |z| > ax?, putem scoate factor co-
mun pe x" dar din cauza ca lucram cu numere negative sem-
nul lui 2™ va alterna continuu iar aceasta implica inexistenta
limitei.

Pasul ITT Astfel am obtinut ca limita sirului de functii f,, este:

\

( 1
ax? , daca |z| > —
a
1 1
- , dacax=-
lim f,(z)=4¢ @ a 4
noree T , dacazxe [0, —>
“
3 , dacé:vE[——,O)
a

Deci sirul este convergent punctual pe R\(—3,0).
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1. STUDIUL CONVERGENTEI PUNCTUALE SI UNIFORME A SIRURILOR DE
FUNCTII

Exercitiul 3
Fie sirul de functii:
arctan (nTlm)

fn(x) =

Determinati convergenta punctuala si uniforma pentru z € (0,1) si
x € [1,00).

T2

Rezolvare
Pasul I Calculam limita punctuala a sirului de functii.

1
arctan (%) _ arctan 0 _ ™
2 x? 222

Conform definitiei convergentei punctuale [?, Capitolul 5] putem afirma

lim f,(z) = lim
n—o00 n—o00 xT

I
ca sirul de functii f,(x) converge punctual la 5.2
x

ful@) = f(z) unde f(z) =

22

Notam:

Pasul IT Verificam daca sirul de functii este convergent uniform, iar
pentru aceasta avem nevoie de eroare (conform definitiei convergentei
uniforme [?, Cap. 5]).

1

tan(——) — =
arctan| ——) — —
n2x 2

err = [fu(a) — F()] = —

Pentru a calcula eroarea ne vom folosi de formula:

1 m 1 x
arctan — + arctany = 5 —> arctan — = 57 arctany.
Y

Astfel obtinem:

1|7 , | |arctann’z|
err = — |5 —arctann’s — S| = —————.
212 2 T

Pasul IIT Dupa ce am calculat eroarea vom verifica convergenta uni-
forma pentru cazul z € (0,1).

In acest interval z este subunitar deci putem alege un xy = n € N,

1
deoarece Vr € (0,1), In € N ai — =uw.
n

TR
n2
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Vom verifica proprietatea convergentei uniforme:

1
arctan (nz—z)
n

|fn(ﬂ70) - f($0)| = 1 =n2arctanl = %nQ
n2
. onir o )
lim — =00 = Vz € (0,1), |fu.(x)—f(z)| nue mai mic decat e, Ve >0

n—oo 4
Atunci rezulta ca sirul de functii nu converge uniform cand z € (0, 1).
Notam:f, & f Vo e (0,1)

Pasul IV Acum verificam daca sirul de functii converge uniform cand
x € [1,00).

Prima data vom verifica monotonia lui f,,(z)(Conform criteriului supremu-
lui pentru convergenta uniforma [?, Cap. 5]))

2 — 2z arctan(n’z)

fi(z) = —ntaH . <0 (evident) = f,(x) este descrescatoare
x
fn(x) descrescatoare = VYV € [1,00) : fu(x) < fu(1).

Calculam f,(1)pentru a gasi maximul.

1
fn(1l) = arctan =

Deasemenea verificam si monotonia lui f(z) = 53 care evident este
x

T

descrescatoare, deci f(z) < f(1), iar f(1) = 5

Pentru a putea verifica convergenta uniforma vom calcula maximul erorii.

xrer[lle}gio) |fo(x) = f(2)] = | fu(L)—f(1)] = arctanﬁ - g =0 (atunci cand n — 00)
— Ve >0, |fulz) — f(2)] <, Vo € [1,00)

Deci conform definitiei convergentei punctuale sirul de functii converge
uniform cand z € [1, 00).
Notam:f, = f  Va € [1,00)
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Exercitiul 4
Fie sirul de functii:

arctan( L )

fo(r) = ——"%%, unde a>1si k € N
x
Determinati convergenta punctuala si uniforma pentru z € (0,1) si
z € [1,00).
Rezolvare

Acest exercitiu reprezinta o generalizare a exercitiului anterior iar re-
zolvarea sa va fi una asemanatoare.
Pasul I Calculam limita punctuala a sirului de functii.

arctan( L ) arctan 0 T
li =1 O — = )

Conform definitiei convergentei punctuale [?, Capitolul 5] putem afirma

I
ca sirul de functii f,(x) converge punctual la et
x

Notam:

fu(z) = f(2) ,unde f(x) = —

2k

Pasul II Verificam daca sirul de functii este convergent uniform, iar
pentru aceasta avem nevoie de eroare (conform definitiei convergentei
uniforme [?, Cap. 5]).

1 s

tan(——) — —
arc an(nax) 5

err = fula) ~ (@) =

Pentru a calcula eroarea ne vom folosi de formula:

1 T 1
arctan — + arctany = 5 = arctan — = 5~ arctany.
Y

Astfel obtinem:

1w . T |arctann®z|
err = — |- —arctann’r — S| = ————.
xk 12 2 x
Pasul IIT Dupa ce am calculat eroarea vom verifica convergenta uni-
forma pentru cazul = € (0,1).

In acest interval x este subunitar deci putem alege un z9 = —, n € N,
n

1
deoarece Vr € (0,1) IneN ai. — =z
n(l
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Vom verifica proprietatea convergentei uniforme:

arctan <n“%)
| fu(0) = f(m0)| = 1 = n

nak

ak

tanl = =
arctan = —nNn
1

nkr
lim =0 = Ve e (0,1), |fu(z)—f(z)| nue mai mic decat e, Ve >0
n—oo
Atunci rezulta ca sirul de functii nu converge uniform cand z € (0,1).

Notam:f, & f  Vz € (0,1)

Pasul IV Acum vom verifica daca sirul de functii converge uniform
cand z € [1,00).

Prima data vom verifica monotonia lui f,(x)(Conform criteriului supremu-
lui pentru convergenta uniforma [?, Cap. 5]))

k=2 k=2 k—1 1
k-1 1 T i B
—W — kx arctan(nax) e — katT T arctan ——
f/ (fL’) — n2az 2 — n2a ;2
n o2k 22k
_akpe -
. Py kx®~1arctan nix ) g
fi(z) = <0 (evident) = f,(z) este descrescatoare

o2k
fn(x) descrescatoare = Vr € [1,00) : f(z) < f.(1).
Calculam f,(1)pentru a gasi maximul.

1
fn(1) = arctan —

na

Deasemenea verificim si monotonia lui f(z) = ook care evident este
x
descrescatoare, deci f(z) < f(1), iar f(1) = g
Pentru a putea verifica convergenta uniforma vom calcula maximul erorii.
rr[llax) |fu(z) — f(2)] = |fu(1)—f(1)] = |arctan — — g =0 (atunci cand n — 00)
z€|l,00 na
= Ve>0, |[fulz) = f(@)|<e, Vo el o)

Deci conform definitiei convergentei punctuale sirul de functii converge
uniform cand z € [1, 00).
Notam:f, = f  Vx € [1,00)
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2. STUDIUL CONVERGENTEI PUNCTUALE SI UNIFORME A SERIILOR DE PUTERI

Exercitiul 5
Fie S o serie de puteri, unde

> 1
I e —
— vVt +nbx

Sa se studieze convergenta punctuala si uniforma a seriei pentru x € (0, a)
si x € [b,00),unde a,b > 0.

Rezolvare
Pasul I Stabilim care este termenul general al seriei:

1 1 1

a, = = — .
Vit +nbr 114
Pasul II Marginim termenul general.
11 1 1
ap < — = = —
x~/nd xndn pni

[e.9]

==
ER- 5
xn1 i ni

n=1
Stim ca:
= 1
Z — - converge <= p>1 (7, Cap.3]
n
n=1
L. 9 o y
Avem: —5, lar 1 >1 = Zn:1 b,, este convergenta.
n4

oo oo (o] oo
Z b,, este convergentéz an < Z b, — Z a, este convergenta pe ambele cazuri

n=1 n=1 n=1 n=1

Pasul IIT Mergem pe cazul z € (0,a) si studiem convergenta uni-
forma.

Conform criteriul de caracterizare a convergentei uniforme ([?, Cap. 5])
calculam mai intai eroarea:

o0

err = |S(z) — Sy(z)| = Z a| unde S, = Zak.
k=1

k=n+1
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1

Vat+ (n+ 1)px
Suntem in cazul: x € (0, a), deci alegem un x, astfel incat sa € (0, a).

Stim ca: |Zzozn+1 ak‘ > Opg1 =

1
Alegem xy = m Calculam err pentru o —
1 (n+1)°
S(xg)—Sn(x0)| > apsi(xg) = = — 1 n — 00
‘ ( 0) ( 0)| +1( 0) i1/((114}1)5)4_’_1 \“/(n—l—l)Qo—i—l ( )

— Ve >0:|5(x) — Su(z)| £ e Vre (0,a)

Concluzionam ca S nu converge uniform cand = € (0, a).

Pasul IV  Mergem pe cazul x € [b,00) si verificim convergenta uni-
forma.

Alegem = € [b,00),b > 0. Verificam monotonia termenului general a,,
care este evident descrescator. = Vx € [b,00) : a,(x) < a,(b).

() 1 1 1 - 11 1
an = = — —_—_— =
bt 1+ nBb b 4 1+ 2_35 bW bng

oo o
5 este convergentia,(x) < — E a, este uniform convergenta

n=1 n=1

5 5
bna bna

(conform teoremei lui Weirtrass[?])

Exercitiul 6

Fie S o serie de puteri, unde
- n’x x
S = ————— arctan —.
; 1+ a3 +n3 n

Sa se studieze convergenta punctuala si uniforma a seriei pentru z € (0, 1)
six € [1,00).

Rezolvare
Pasul I Stabilim care este termenul general al seriei si incercam sa-l
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marginim.
n’x x
an = —— 5 5 arctan — — termenul general
1+ax°+n n
n’x - n’x - nx oz toan % o T - x?
= —arctan— ~ — = a, < —
I+a23+23 23403  nd n n o n n?
oo [e.e] oo
x? N 1 . 5
— = E — -convergenta — E a, - convergenta
n=1 n n=1 n n=1

Pasul IT Mergem pe cazul x € (0, 1) si studiem convergenta uniforma
cu ajutorul criteriului Weirstrass de majorare. Notam: f,,(z) = a,, vrem
sa aflam ce fel de functie este f,(z).

(n® — 22*n* 4+ n?) arctan £ n’z n?

(14 23 4 n3)? 14 23 +n3 22 +n?

fulz) =

fi(z) >0 = f, functie crescatoare pe (0,1) = f,(z) < fu(1), Vz €
(0,1).

n? 1 n 1
Il) = g retan L < s <

Atunci:

1 1 =
fulz) < 3 Z 3 -convergenta = Zan uniform convergenta
=1 n=1
Pasul III Mergem pe cazul = € [1,00) si studiem convergenta uni-

forma cu ajutorul abaterii(erorii).
Calculam eroarea: |S(z) — Sy(x)|, unde S, (z) = > ,_; ax. Stim ca:

(n+1)2z
arctan
1+a234 (n+1)3 n+1

S(2) = Sul@)] > et = | 3 ol >
k=n+1
(n+1)>3

Alegem zy = n + 1(punct critic) = f,(xg) = m%
n

= Ve >0:|fu(x) — f(zo)] £ € = S nu converge uniform pe [1, c0).

3. CALCULUL SUMELOR SERIILOR

Exercitiul 6
Fie S serie de puteri. Calculati suma seriei.
[label=c)]
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& (1
(3) 5= ; 4n +1
= 3"(n+2)
(4) 5= —~ (n+1)!
N (="
(5) 5 (3n+2)(n + 2)
Rezolvare

- 1
2) S:Z(3n+2)(n+2)

n=0 u - - | |

Pasul I Notam f(z) = % Gnr2)nt) - serie de puteri.

Pasul IT Verificam care este intervalul de convergenta.

Aflam raza de convergenta R = nh_)rrolo sl unde a,, = Bt 2§(n ey

o (Bn+5)(n+3)
= = Bi i 2)

=1 = intervalul de convergenta este: (—1,1)

Verificam daca f(z) este convergent cand = = 1.

1 = f(1)=S ! < !
Tr = = N an = = _—
’ Bn+2)(n+2) 3n?>+8n+4 n?

= 1
Z — -convergenta = S -convergenta.

n
n=0
Verificam daca f(z) este convergent cand x = —1. Cum —1 este punct

de discontinuitate(evident) intervalul de convergenta este: (—1,1].

Pasul III Calculam f(z).

. > x3n+1 5 0 x3n+6
@) =3 T = ) =Y = g
n=0 n=0
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1
1—2a3

323 L3 —1) 3
= ¢'(z) 1—x3 /:>g / l_xgdx:/x{ [ +1—x3 dx

:/[—33: —l—l?ix}dx——a: —In[1-2% = 2°f(2) = —2® —

Stim ca x € (—1, 1] deci T este o serie geometrica = T =

5

In |1 — 23 ‘:x
1 In|l— 2%
ﬁf’(x):—;—T ‘/dm
1 1 r? —3z% 74
=—— [ Il -2%2de=~—|In|l — 23 ~——
= f(x) " /n] x|z dx " {n| a:|_4 /1_$3_4dx]

l+ln|1—x3|+/ 3 dx:l+ln|1—x3|+§/<i+ x >dx

x 4ot 422(1 — 23) x 4t 4 21—

:1+M+§<_l+/ dZB)
x Azt 4 x l—x

Notam I =

1 zdx st calculdm.
—x

1 1 1 1-—
]:—/ 5 dx:—/[ — < }dx
3) 1—2)1+4z+ 2?) 3 l—z 14+x+42?

1 1 1— 1 1 [2 1-3
:—§1n|1—x|——/—xdx:—§1n|1—x|+—/Ld:ﬂ

3) 1+ x+ 22 6) 1+x+ a2
1 1
:——lnl—x+ ln 14z +2° /—x
1 1 1 20 41
— [=—In[1—2z|+=-In(1+z+ 2% — — arctan ———
gl ind G V3
1 Injl-2° 3] 1 1 1 ,
:>f(x)—E—l—T%—Z[—E—gln|1—x|+61n(l+x+x)—
; 2x+1}
— arctan ———
V3 V3
= S = lim f(x)
rz—1~
, 1 In(l+z+2?) In(l-z) 1 1 V3 2@ +
S:xllgqla%— i + —Z—Lln(l—x)%—gln(l—i-x—i-x)—Tarctan 7
1 In3 In3 3 1 3In3 3
g_t W3 3 V3w 1 3hm3 w3

4 4 8 4 3 4 8 12
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1 3In3 7V3
Deci obti 59 == B
€eCl O ,mem ca 4 + 8 12

b)S = i (n 4 1)3z"

n=1

a
Pasul I Aflam intervalul de convergenti. R = lim ——, unde a, =

(n+1)3

— R =1 = intervalul de convergenta= (—1, 1)

Verificam daca 1 si -1 sunt in intervalul de convergenta. Daca z = 1
atunci seria va tinde la oo deci 1 nu e in interval, iar -1 este punct de
discontinuitate.

Pasul II Calculam S. .
Prima datd notdm f(z) = Z "
n=1

(n+ D™ = g(x)

WE

= flla)=) (n+l)a" = af'(x)=

n=1 n=1
= ¢'(z) = Z (n+1)7%2" = x¢'(z) = Z (n + 1)%2" .= h(x)
n=1 n=1

= xh/(z) = Z (n+1)*2" =8

n=1
Prima data calculam pe f(x) dupa care putem obtine pe S. = € (—1,1)
deci f(x) este o serie geometrica.

f@:xif”:%ix e R O
= | |

— () = (1:_?;”; s h(a) = % ) - (15x(1__12;g4+ 1)
Deci § = “”(15‘”(1—_1330)f +1)

00 1)
C)S:Zlin—i-)l
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Pasul I Notam f(z) = 3 (=1t
M= L= dn +1

Pasul IT Aflam intervalul de convergenta cu ajutorul razei de convergenta.

R= lim —= , unde a,, = — R=1 = (—1,1) C intervalul

n—00 (p41 dn+1
de convergenta.
Daca x =1 = f(1) = S,a, — 0,a, > 0, a,-descrescatoare — S-
convergenta.
Iar -1 este punct de discontinuitate. Deci intervalul de convergenta este(-
1,1].

Pasul III Calculam f(x).

flla) = (=1t = (—ah)".

n=1

1,1] = f'(v)-serie geometrica. = f'(z) = —

— f(x):/f'(w)d:p:/11x;4dx:/%dx:/<—l+1jx4>dx

Pentru calcularea lui f dx vom folosi metoda descompunerii cu

: . 1+t
ajutorul ecuatiei:

1+at=(1+2%% =222 = (1 + 2% — V22)(1 + 2> + V22)
1 Az + B Cx+ D

= +
T+zt 22420 +1 22—V22r+1

— Ax® — V2A2® + Az + Bz? — V2Bx + B + C2® + V202% + Cx +
Dz?>+V2Dz+ D =1

— 2}(A+C) + 2*(—V2A4+V2C + B+ D) + 2(A - V2B + C +
V2D)+ B+ D=1

— A=-C; B+D=1; 2/20+B+D=0; D-B=0
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1 1 1
— D=B=- — A=——:;(C=——~-.
2 2v/2 2v/2
1 x—l—— —Ltr+ 1 1 2
Deci = = 2f 422t 2 ( T+ V2 _
1+ 224V2+1 22—V22+1 22\ 22 +V22+1
x—\/§ )
\/_1:—1—1

:>/ L(/Lﬁdx_ x——\/ﬁdx)_
1—1—:174 22 22 +2x 41 22 —2x +1
2 + /2 1 V2 1 20 — /2
mwhve g L V2 g L2 vE

2\/_ 22 4+2r +1 2) 224+V22+1 2) 22 —\V2r+1

1 V2 >

- | ——————dx

— \/533 +1
Ne folosim de faptul ci (22 £ /22 + 1) = 22 + /2 si obtinem:

1 1 2 2
—4:—{1n|x2+\/§x+1|+ Ldm—ln|x2—\/§m+1|—/L
1+a2* 4,2 (v + )2 +3 (x = F)* +

1 24 Ve 41 22 — 2
= {ln x +\/_:1:+ '+2arctan<$+1 2 ) —2arctan<x T 2 )}

1 x2+\/§x+1‘ 1 {
= In arctan \/§x+1 — arctan \/§$—1:|

4+/2 —V2zr+1] 2V2 ( ) ( )

1 q:g—i—\/ﬁx—i—l‘ 1 {
— r) = —x + In + arctan (V2z + 1) —
/@) 44/2 —V2r+1| 22 ( )
arctan (V2 — 1)}
1 24+ /2 1 {
- S = 1) = -1+ In arctan (V2 +1) —
) iV e (v

arctan (V2 — 1)}

= S =-1+ In

6+4\/§)+ 1 { . <
arctan
2 22

\/;_ 1>—arctan (V2-1)
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Ne folosim de proprietatea ca arctanx + arctan% = 7.

B m(3+2v2) 1 [«
= S=-1+ Wi +2\/§[§—arctan(\/§—1)}

oo n 2
Pasul I Ne formam seria de puteri: f(z) = E: x( (Z—B')
n .

n=0

Pasul II Construim intervalul de convergenta cu ajutorul razei de convergenta.

2
R = lim , unde a, = nt
n—oo anJrl (n—i— 1)'
2 2)! 2)2
— R = lim nt (n—i_):limm:oo
n%OO(n%»l)! n -+ 3 n—oo N+ 3
= seria este convergenta pe R
Pasul III Calculam f(x).
= 2"(n+2)  r"(n+1l) o = "
f(x)_; (n+ 1) _7; (n+ 1) *nz n 1) ;n'+
= 2" = 1 e 1
StimcéZ—:ex:z = - :_(el‘_1>:
“— nl —m+1)! = (nt)) oz
e’ —1
x

r—1 1 1

:>f($)=ex+e :e“”<1+—>——
x T x
4¢3 — 1
— S:
3

R =
€)S = ; (3n +2)(n + 2)
(_1>nx3n+2

Pasul I Ne formam seria de puteri: f(x) = Z;“;l Bnt Din+ 2), cu
n n
1

= Bnr2)nt2)
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Pasul IT Construim intervalul de convergenta cu ajutorul razei de convergenta.
R = lim

n—00 (11
Verificam daca 1 si —1 sunt in intervalul de convergenta.
Daca z = —1 seria este divergenta, deci —1 punct de divergenta.
Daca r =1 = a, > 0,a,-descrescatoare, a,, — 0(n — oc0) = serie
convergenta.
Deci intervalul de convergenta= (—1,1].

=1 = (—1,1) Cintervalul de convergenta.

Pasul ITT Aflam suma seriei.

/ = (—1)nantt > 3o
/@) ; n+ 2 ‘x v ; n+2 9(z)
g'(:v) _ 23(—1)n$3n+5 — 3, Z (_xS)n — 35T
n=1 n=1
€ (-1,1] = T-seri trick —> T = —° -
T € (— -serie geometrica = =
’ & 1—q¢ 1423
—328
g/(z):1+x3
—3a8 —328 — 325 + 32° x5 + 2?2 — 22
— dr = de= [ (=32° 435 )a
9(@) /1—|—x3 ! / 14 a3 ! / o 1427 ’
6 32 6
[ e e
, r 1 In|l+2°
I R
2 1 In |1+ 27| 1 —zhy/
= 1) =g [ e =g [ (F) il
21 1 322
= — — — | ——1In|l 3 —
vl bl B el vy e }
x? 1 1 3 1 x
=T | st [ ()
122 | 4934”' +‘”|+4/ 2 1+a3)"
x? 1 [ 31 3 x
eyl B rr i L e 4/1+x3 x]

x
Se rezolva integrala / T s dx cu metoda aplicata la punctul c.
x

x T B A Bx +C

1+23  (1+2)(1—2+22) 1+x+1—x+x2
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— A—Ar+ A>+Br+B*+C+Cr =z

= A+C+2(B+C—-A)+2*(A+B)==x

1 1
:C:—A,B:—A:B:O:A:—g,B:C:g
1 1 1 r+1 1
— = —= d — | ———dx = —=1In]|l
/1+$3 3/1+93x+3/x2—:v+1x 3n| *
/2x—1+3
——dx
6 r+1
1 1 9 1 1
S I S T i (2$_1)
=—=1In T nlz®—=x ——arcan
3 6 2V/3 V3
x? 1 1 3 31 3, 1
1 1 2 20 — 1
—Inla?—z+1 +——arctan(—>}
6" AW )
2 1 1 3 1 1
:—%—@—[—4—1n\1—|—x3|——x—(——ln\1+x|—|— In|z® —
V3 2z — 1 }
z+1 +—arctan( )
x? 1 1 3 1 1
= ———|—-——1In|1 ] p—— ] — —1Inl2?— 1| —
1" 3.2 [ 4x4n] + 27| 4x—|—4n\ + x| 8n\x x+1]
\/5 ; (290—1)
— arctan
4 V3
x? 1 3 1 1
=————+—In|l 34 = —ZInll —Inl|z? — 1
1 2a:2+44n| —|—5E|+4x 4n| +:L“|+8n|35 r+ 1]+
V3 ; (2x—1>
— arctan
4 V3
2 1 1 3
= f(x)\/:_—%—@+4—ln|1+x3]+———1n|1—|—m|+—1n|x -
3 20 — 1
z+1 +—arctan< )
i V3

In final obtinem:

1 1 1 31 1 V3 2-1
S= f(1) = ——— =4 In 1+ 1+ In|1+1|+= In [1|+X2 arct ( )
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1 V3 V3 1
— S——i—l—Tarctan(T) =—
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