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PRODUSUL CAUCHY PENTRU SERII - EXEMPLE $SI
CONTRAEXEMPLE

Patricia-Iulia CELSIE, Anca GRAD

Abstract. Studiul seriilor convergente necesita intelegerea modului in care aces-
tea se comporta si In cadrul operatiile aritmetice. O proprietate importanta a
seriilor convergente se referd la posibilitatea de a grupa termenii fara a afecta
convergenta sau suma seriei. Aceasta este o extindere a proprietatii de asocia-
tivitate de la sumele finite.

1. DIVERSE APLICATII

Problemele selectate in aceasta sectiune adus modificari substantiale solutiilor
originale, optand pentru refacerea demonstratiilor in cazurile in care acestea
erau prezentate succint sau doar sub forma de indicatii. Totodata, am utilizat
exemple alternative, rezolvarile fiind adaptate in maniera proprie.

Exercitiul 1.  Sa se studieze convergenta seriei
0 3
me +m
3\ o),
m
m=1
Rezolvare:

Dorim sa aplicam Criteriul 2 de comparatie, astfel vom studia termenul
general:

m3 +m 1
log(———) =log(1 + —
og( - ) =log(1+ mg)

Datorita faptului ca # — 0 vom apela la formula:

Avem:

Deoarece limita le (0, 00), concluzionam faptul ca seria noastra are aceeasi
naturd precum y >, %, deci divergenta (serie p unde puterea este mai mica
sau egala cu 1).
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Exercitiul 2.  Sa se studieze convergenta seriei

oo
Z i(l — COoS L)
m=1
Rezolvare:
Vom utiliza formula trigonometrica:

cos2r =1 —2sin’z

Deci, termenul general a,,, devine \/—%2 sin? ﬁ Condideram xz,, = ﬁ2 sin? ﬁ
Si Ym = m. Astfel,
1 92 1
i, T gy YT ()
In concluzie,
1 sin (#) sin (#)
lim 27— i (Yo A2V T A2Vm
= 1 1 1

Sigx =1, avem lim,, gxﬁ =1211=2¢€ (0,00)

deci (utilizand criteriul 2 de convergenta) seria noastra are aceeasi natura

Folosind faptul ca lim,_,q

precum y_° 4\}3 , adica este convergenta (serie p unde puterea este mai mare
m
decat 1).
Exercitiul 3.  Sa se studieze convergenta seriei
m=1 m? + (_1)m
Rezolvare:

Remarcam modul in care paritatea termenului general influenteaza direct

comportamentul seriei. Sa studiem separat cele 2 cazuri particulare: Fie k
S/

)ym=2k=>_, ﬁ In acest caz, termenii sunt strict pozitivi, deci
putem compara cu seria p—de tipul:

1
pBF=2
unde p = 2 > 1, deci este convergenta.

Deoarece
1 1

0 -
ST+l S e
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si seria ) # este convergenta, rezulta, prin criteriul 1 de comparatie

ca si seria
o0

>
2

— 4k2 + 1

este convergenta.

—1
2) m=2k+1= 3" 5D
Aici termenii sunt negativi, dar vom incepe prin studiul convergentei
absolute, fapt pentru care avem nevoie de modulul termenului general:

-1 1
4k(k +1) ‘ Cdk(k+ 1)
Putem observa ca:

v _rr 1
4k(k+1) 4\k k+1)°
deci seria este telescopica. Suma partiala de rang n devine:

n

S”_Z4kk+ 4Z<_k+1>

S —1 1_1 + 1_1 + 1_1 + + l_ 1
"4\l 2 2 3 3 4 n n+l

1 1

= — 1—

Sn 4( n+1)

ﬁ:#_l T N
k(b +1) 4 n+1) nsoo 4

Deoarece modulul seriei este convergent, rezulta ca seria initiala este
absolut convergenta si, prin urmare, seria studiata este convergenta.

Deci,

Exercitiul 4. Fie ) - ay o serie cu termeni pozitivi si fie

¢ = lim nln
n—oo an+1

=geR.

Sa se arate ca seria converge pentru g > 1, diverge pentru g < 1, iar cazul
g = 1 este indecisiv.

Observatie: Exercitiul este adaptat dupa *, fiind inclus pentru a completa
rezolvarea exercitiului urmator.

Rezolvare:

a) Cazul g > 1. Vrem sa aratam ca seria »_ a, este convergenta. Avem

inegalitatea:
1\" 1 n+1
<1+> <e<(1—|—>
n n
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Aceasta se obtine direct din dou& estimari clasice pentru functia logaritm
natural, care este concava:

Inl+z)<z si In(l1+z)> , x> 0.

14+
Pentru z = %, prima inegalitate devine

1\" 1\"
ln<1+> <1:><1+> <el=e
n n

iar a doua conduce la

1 n+1 1 n+1
1<ln<1+> :<1+) >el =e.
n n

Astfel, e este Incadrat intre cele doud puteri succesive ale lui (1 + %)
Fie £ > 0 suficient de mic astfel incat

g—e>1,
Atunci exista ng astfel incat pentru orice n > ng avem

an
nln

1
>g—e>nln(l+ —).
an+1 n
(Comentariu: aici folosim faptul ca In(1+ %) ~ %, deci produsul nIn(1+ %)
tinde catre 1, iar g —e > 1).
Rezulta deci, folosind prima parte a inegalitatii:

a g—¢ a g—¢ a 1 _g—=¢
LSS = " st o= M e
Gn41 n Gn+41 Qn

In

Datorita faptului ca en ~ 1 + %, rezulta:

An+1 1 = ( n jo-
Qn (1 + %)g_g n+1
Astfel, concluzionam:
1
ant1 _ (9= bnga
a I W b
n nd—¢ n

Prin inductie avem c&, pentru n suficient de mare,

1
< .
ap, < C s

Cum g > 1 gi € se alege astfel incat g — e > 1, seria

1
Z n9y—=¢

este convergenta (serie de tip p, cu p > 1).

Prin criteriul de comparatie rezulta imediat ca si seria > a, este conver-
genta.

b) Cazul g < 1. Divergenta seriei.
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Argumentul este similar, dar in sens invers: daca g < 1, atunci pentru n

suficient de mare avem

ntl S 145

Qn
pentru un anumit 6 > 0.
Cum apy1 > (1 4 d)ay, se obtine ca a, nu poate tinde la 0, iar o serie cu
termeni pozitivi ale carei termeni nu tind la 0 este divergenta. Deci:

Z an, diverge.

c) Cazul g = 1. Testul raportului nu decide.
Exemple clasice arata ca testul nu se poate folosi:
e Daca a, = %, atunci g = 1, dar seria diverge.

e Daca a, = m, atunci g = 1, dar seria converge.

Prin urmare, in cazul g = 1, testul nu ofera nicio concluzie si trebuie
folosit un alt criteriu (criteriul lui Cauchy, Raabe, Bertrand etc.).

Exercitiul 5.  Sa se studieze convergenta urmatoarelor serii:
oo 1
a’) Zm:l 9ln(m)
00 1
b) Zm:l 3ln(m)
00 1

C) Zm:l aln(m) unde a > O

Rezolvare:

Vom aborda aceste subpuncte in doua moduri distincte. In prima parte
dorim sa aplicam criteriul de condensare al lui Cauchy, urmand sa incercam
ideea inovativa inspirata din * la Exercitiul 4.

Este suficient sa ne axam asupra subpunctului c¢) deoarece ne va oferi o
solutie generala care va rezolva si primele subpuncte.

Varianta 1: Folosind criteriul de condensare al lui Cauchy, avem:

i 1 = om = 2m
In(m) Z ln2m Z min2
m=1 a m=1 a m=1 a

Dorim sa utilizam criteriul raportului, deci analizam limita:

m min2
lim 2" -2 . a =92 lim am1n2—mln2—ln2 _ l
m—o0 a(erl) In2 om Moo g2’
Daca alg‘Q <le2<d?e W2<ase< a, seria este convergenta. Daca
flg.g > 1< e > a, seria este divergentd. Pentru a = "V/2 avem
> om 0 om 00
Z “Tnam E : T .= g 1 divergenta.
—1 @ — 9pzmin2 —
m=1 m=1 m=1

Varianta 2 Calculam limita
1

alnm

m=—00 aln m+1

1
lim m In{ 45— | = lim m Ina™t%) = lim m In(14+1)na=1Ina lim In(l1+—)" =Ina
m—0o0 m—0o0 m—0oQ

m
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C:a>e,
D:ia<e,

D:a-e(Z:n).

—

Astfel, pentru subpunctul a) seria diverge in timp ce la b)
Exercitiul 6.  Sa se studieze convergenta seriei:
> . m2+1
Z sin(mr - ——)
m
m=1
Rezolvare:
Avem ca
0o 2 0o
. m*+1 . ™
Z sin (7 - T) = Z sin(mm + E)
m=1 m=1

Dorim sa apelam la formula trigonometrica:

sin(a + b) = sinacosb + sinbcosa

converge.

oo
. T . T
= sin(mm) cos(—) + sin(—) cos(mm
3 sinm) cos((1) + sin( ) costom)
Datorita faptului ca sin(mm) = 0 si cos(mm) = (—1)™, ramane sa studiem
seria
Nt 7r
Z(—l)m sin(—) .
m
m=1
Notam
L (T
am:sm<—>, m > 1.
m

Observam mai intai ca a,, > 0 pentru orice m si

. . . ™ .
lim a,, = lim sm(—) =sin0 = 0.
m—r0o0 m—0o0 m

Ne intrebam daca sirul a,, este descrescator. Pentru a afla raspunsul, sa

analizam comportamentul urmatoarei functii:
T

f(z) = Sin(;) , x>0.

Atunci

o =e(Z): (-5) =-Hox(2)

. T m ) T
Pentru z suficient de mare avem 0 < — < 5 deci cos(—
x

x
f'(x) < 0. Prin urmare, sirul a,, = f(m) este descrescator
de mare.

Avem deci:

) > 0 si rezulta ca

pentru m suficient
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® a,, > 0 pentru orice m;
o (a,) este descrescator de la un anumit rang;

e lim a, =0.
m—00

Prin criteriul lui Leibniz, seria

este convergenta.
In plus, seria nu este absolut convergenta:

i\(—nmsm(;)\ - i sin( ).

m=1

. ™ . . . ~
Pentru m suficient de mare avem 0 < — < 1, iar din sinz ~ = cand x — 0
m

/T s
sin{ — | ~ —.
m m

1
Prin urmare, seria ) sin(m/m) se comporta ca seria armonica »  — si este
m

obtinem

divergenta.
Concluzionam ca seria initiala este convergenta, dar nu absolut, adica este
convergenta conditionat.

Exercitiul 7. Avem o serie Y a,, divergenta. Sa se studieze comportamentul

seriei
o0
>
1+ ma,,
m=1
Rezolvare:

Consideram doua exemple diferite pentru seria »_ ayy,
Exemplul 1. Fie

1 .
, m impar,
Uy, = Vlm
— m par.
m
Atunci seria

> -

£ vm

m impar

este divergenta, deoarece sumele partiale cresc fara limita. Deci si seria > ay,
este divergenta.

Pentru seria
Z ;
I+an ’

avem.:
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1

vm 1 1 .
= ~ m impar,
Um 1+mﬁ vym+m  Jm’ P
1+ may, L 1 1
m —
1+mi_m2+mNW’ m par.
m2
Prin urmare,
1 .
——, m impar,
am /m
1+ may, 1
DRI m par,
m
si deoarece termenii impari sunt de forma ﬁ, seria este divergenta.
Exemplul 2. Fie
1, m=2F
a. =
" —, altfel
m

Seria Y a, este divergenta, deoarece termenii egali cu 1 nu tind la zero.
Pentru seria

obtinem:
1 = i7 m = 2k
Gm 142k 2k ’
I+ ma - o 1 1
m T = ~ —, altfel.

l+mts  m3+m  m¥
Seria termenilor din a doua ramurd este convergenta (p = 3 > 1), iar

termenii de forma m = 2% formeazi seria

1
> on
k=1

care este o serie geometrica unde ¢ = 1/2 < 1, deci tot convergenta.
Putem deci concluziona faptul ca pentru o serie divergenta ) a,, seria
studiata poate atat sa convearga, cat si sa divearga.

Exercitiul 8. Fie (a)m>1 s (bm)m>1 doua siruri descrescatoare, cu a,, — 0
si b, — 0. Presupunem ca seriile

o0 oo
§ am7 E bm
m=1 m=1

sunt divergente. Definim
Cm = min(am, by).
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o0
Stabiliti natura seriei Z Cm

m=1
Rezolvare:

Observatie: Daca ap, < by, pentru orice m, atunci ¢,, = a, si seria »_ ¢y,
diverge, deoarece coincide cu seria divergenta . apn,.
Pentru k& € N definim blocurile

I, = [2k7 2k+1)a
si doua siruri descendente

. 1 .
— n € I, k impar, ol n € Iy, k impar,
an — bTL — 1
—5, n€l, kpar, —, mn €l kpar.
n n
e Monotonia:

Pe fiecare interval Iy, functiile % si % sunt strict descrescatoare. In
plus, pentru n = 25+ avem:

1 1 1 1
oFF1 < o

(2k+1)2 < (2k)2’
deci a,, i b, sunt descrescatoare la trecerea intre intervale.
Prin urmare, (a,) si (by) sunt descrescatoare pe toata multimea N.
Divergenta seriilor:

Pe blocurile I; cu k impar, avem a,, =

n

Exista infinit de multe astfel de blocuri, deci ) a, diverge. Un
argument identic demonstraza si divergenta lui > b,,.
e Convergenta lui ¢, = min(ay,, b,).

Pentru orice n € I:

<1 1 ) i
—, — |, Kk impar,
(an’ bn) = nen

1 1
<27 ) ) k par,
n n

1
¢n, = min(ay, by) =

de unde rezulta

Prin urmare,

o0 o0 1
Cp = —
D=
n=1 n=1
este convergenta (serie p, unde p =2 > 1.
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Concluzie. Desi girurile (a,,) si (by,) sunt descrescatoare, tind la 0 gi seriile Y a,
si Y b, sunt divergente, seria

i min(ay, by,)
n=1

este convergenta.
Exercitiul 9.

Testul lui Kummer. Fie (am)m>1 C Ry si (bn)m>1 € Ry doud siruri.
Presupunem ca exista o constanta C' > 0 astfel incat

by b > C (%)

Am+1
pentru orice m suficient de mare.
o0
1) Daca (by,) este convergent, atunci E ap, este convergenta.
m=1

(0.9}

2) Daca (by,,) este divergent, atunci Z am, este divergenta.
m=1

Rezolvare:

1) Din (*) avem

a
bm o bm+1 2 C.
Um+1

inmul‘gind CU Q41 > 0 obtinem
ambm - am+1bm+1 > C’am+1.
Daca insumam pe rand termenii, observam faptul ca termenul din stanga
devine o suma telescopica:
N
Z (ambm—am+1bm+1) = a1b1—ang—l—ang—i-agbg—...+aNbN—aN+1bN+1 = albl—aN+1bN+1.
m=1

Prin urmare,
N

arby —any1by1 > C E Am41-
m=1

Avem ca any1byi1 > 0, deci

N
a1b1 Z C Z Am+1-

m=1
Cum partea dreapta este suma partiala a unei serii pozitive si aceasta este
marginita =

oo
E am, converge.

m=1
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2) Presupunem ca:
am

b — b1 < 0.
am+41
Rescriem:
G,
bm < bm—i—l-
Am+1
Prin urmare,
b 1
a a bm
m+1 > m N m+1 > 1+1 ]
Qm bm+1 027} B

Dar, din ipoteza seria
(o.9)
3 1
m=1 bm
este divergentd. Folosind criteriul 3 de comparatie, avem y >, a,, este divergenti.

Exercitiul 10. Demonstrati urmatoarele afirmatii:
a) Fie k € N* si (ay,)m>1 un sir de numere strict pozitive, pentru care
. Atk
lim —2FE —

m—00 (U,

Daca | < 1, atunci seria Z a., este convergenta; daca [ > 1, atunci seria
m>1
Z amy, este divergenta.
m>1
b) Fie k € N* si (ay,)m>1 un sir strict pozitiv, pentru care

. Qm
lim m —-1)=g.
m—00 am—i—k
Daca g > k, atunci seria E am este convergenta; daca g < k, atunci seria
m>1

Z am, este divergenta.
m>1
Rezolvare:
a) Impartim seria (a,,) in k serii intercalate (grupam termenii dupa restul
impartirii lui m la k):
Z am = Z Akm + Z A1tkm + -+ Z A(k—1)+km-
m>1 m>1 m>1 m>1
Astfel, fie resturile r € {0,1,...,k — 1} i wp = Grikm.
Raportul termenilor succesivi pentru una dintre aceste serii este:
Um+1 _ Gr4k(m+1)

= m—oo b
Um Qr4km

limita fiind aceeasi pentru toate seriile si independenta de r.
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Aplicam testul lui d’Alembert pentru fiecare dintre cele k serii:

C: 1 <1 = fiecare dintre cele k serii intercalate este convergenta = Zle a., convergenta,
D:l>1 = > - ay divergenta,

?7:.10=1.

b) Vom folosi decompunerea de la punctul (a):

Z m = Z Ak, + Z Al4km + 0+ Z A (k—1)+km-

m>1 m>1 m>1 m>1

Pentru fiecare dintre aceste k serii aplicam testul lui Raabe:

. a
lim m(”mk — 1> .
m—00 A4 (m+1)k

Fie n = r + mk, deci pentru m — oo avem n — oo. Atunci

n—r
=m
k
si, prin ipoteza,
a n—r, a
lim m<’“+m’“—1>:nm( (I 2
m—00 Ap 4 (m+1)k n—oo’ ko Canpyg k

(termenul 7 este constant si nu influenteaza limita. Astfel, 7" ~ %, pentru

n — 00)
Aplicand testul lui Raabe fiecarei subserii, obtinem:

Zam convergenta, daca % >1 <<= g>k,

Zam divergenta, daca % <1 <= g <k,
caz indecis, g=k.

Exercitiul 11. Studiati pentru ce valori ale lui a € R seria

= 1 a?—4a—8\"
R\ {-8, 2
mzlm+1<a2+6a—16> a €R\{-8,2}

este absolut convergenta, convergenta conditionat sau divergenta.
Rezolvare:

2
. a“ —4a — 8
Notiim () = o 6a— 16
1
= seri tra devi :E — ™
Seria nostra aevine m+17’

m>1

a) Studiem seria
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Cazul 1: |r| < 1. Atunci studiem

>
lem+1

Vrem sa aplicam criteriul raportului, deci vom analiza limita:

‘T’lerl
a
lim —2 = lim (m—tf) = |r|
m—00 (U, m—oo |7l
(m+1)
|r| < 1 deci seria este absolut convergenta.
Cazul 2: r =1 Seria devine:
1
m—+1

m>1

divergenta (armonica).
Cazul 3: r = —1.

3

—~~

-1)
mz>1m+1

este convergenta conditionat:
- Pentru studiul convergentei absolute se utilizeaza cazul 2.

- Consideram sirul #H: descrecator, tinde la 0, are termeni pozitivi pentru
m > 1 deci putem aplica criteriul lui Leibnitz
Cazul 4: |r| > 1. Atunci

-+
. a 1 . 2
lim —* = lim (m—tn) =|r|
Mm—00 (U, m—oo _I7l
(m—+1)

|r| > 1 deci seria este divergenta.

= Zan convergenta <= —-1<r<]1.
b) Studiem valorile lui a: —r < 1:

a? —4a — 8 a® —4a — 8
2460-16 T a=2)a+8) ©
Fie
D(a) = (a—2)(a+38),

e Dacd D(a) >0« a < —8saua >2=> —4a—8 < 6a—16 = a > %
Deci a € (2, +00)

oDacaD(a)<0<:} —8<a<2= —4a—8>6a—16 = a < 3 Deci
€ (=8,5) U(2,+00)
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=r<l<ac(-8,3)U(2,+0)
—r>1:

2

a* —4a—8 9 9
4TI - 4a—8> —a®—6a+ 16
2 t6a_16- T -te-sz—a—bas

sa?+a-12>0 (a+4)(a—3)>0=a< —4saua>3

= q € (—oo0, —4] U [3,4+00)
¢) Concluzie finala

Zan absolut convergentd <= a € (—4, 3) U (3,00).
Zan convergenta conditionat <= a € {—4,3}.

Zan covergentd <= a € [—4, 2)U[3,00).

Exercitiul 12. Fie ) a,, o serie convergenta conditionat. Fie

. ‘am‘ + am o |am| — m
Pm = 9 > dm = B .

Sa se demonstreze ca
(o) (o)
§ Pm, § dm
m=1 m=1

sunt ambele divergente.
Rezolvare:
Observam ca

Am, @y >0,
P = (partea pozitiva a lui a,),
0, am < 0,
0, am >0,
G = (partea negativa a lui a,y,).
Am, @y <0,

Astfel, pp,, g > 0 pentru orice m si avem:
am = Pm — dm,
si, implicit,
’am’ = DPm + Qm-
Din ipoteza, Y a,, este convergenta, iar > |a,,| este divergenta.

Presupunem prin reducere la absurd ca seria ) p,, este convergenta.

Atunci,
qu = Zam - me-

Cum ) a,, este convergenta si > p, este (prin ipoteza absurda) conver-
genta, rezulta ca ) ¢, este convergenta.
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Dar avem:

D aml = pm+D_ dm

Daca ambele ar fi convergente, atunci ) |a,,| ar fi convergentd, astfel am
avea o contradictie cu ipoteza din enunt.

Prin urmare, seriile Y pm, §i D ¢ nu pot fi convergente, deci ambele sunt
divergente.

Exercitiul 13. Determinati daca seriile de mai jos sunt absolut convergente
sau convergente conditionat.

a) Y (~1)"(¥n-1)"
n=1

b) S (—1)"(Va-1), a>1
n=1

Rezolvare:
a) Din Capitolul 2, exemplul 3. de siruri nule stim ca

Yn—1—0

Vom considera seria termenilor in modul , iar daca aplicam testul radicalului
avem:

lim {/|(¥/n—1)"| = lim [/n—1=0<1.

n—oo

Prin urmare, seria este absolut convergenta.
b) Observam mai intai ca, pentru a > 1,

Ina

Va—1~—.

n

Deci termenii se comporta intr-o oarecare masura precum termenii seriei ar-
monice.
Studiem convergenta absoluta:

Sl (va- )= (Wa- 1~ 3
n=1 n=1 n=1

Seria armonica diverge, deci seria nu este absolut convergenta.
Pentru convergenta simpla dorim sa aplicam criteriul lui Leibnitz, deci vom
verifica urmatoarele conditii:

e termenii {/a — 1 sunt pozitivi pentru a > 1,
e termenii sunt descrescatori pentru n suficient de mare,
e {/a —1— 0 (demonstrat in Capitolul 2, exemplul 1. de siruri nule).

Toate conditiile sunt indeplinite.
Prin urmare, seria este convergenta conditionat.



Produsul Cauchy pentru serii - exemple si contraexemple 61

Exercitiul 14. Fie a € R. Sa se studieze convergenta seriei
i sin(ma) cos(m?a)

m

m=1
Rezolvare:
Vom aplica formula trigonometrica

sinacos B = %(sin(a + B) + sin(a — ﬁ))7

2a in cazul nostru. Obtinem

cua=ma, B=m

sin(ma) cos(m?a) = %[Sin(mza—kma) —i—sin(ma—m%)} = %[sin(m(m—i—l)a) +sin(m(1—m)a)}.

Cum sin(m(1 —m)a) = sin(—m(m — 1)a) = —sin(m(m — 1)a), rezulta
1
sin(ma) cos(m?a) = B [Sin(m(m + 1)a) — sin(m(m — 1)a)].
Pentru a analiza suma partiala
N

SN = Z sin(ma) cos(m?a)
m=1

ne vom folosi de forma obtinuta mai sus:

SN = 3 ZN: [sin(m(m + 1)a) — sin(m(m — 1)a)]

m=1

Aceasta este o suma telescopica:
1 1
Sy = 3 (sin(2a)—sin 0-+sin(6a)—sin(2a)+- - +sin(N(N+1)a) —sin(N(N—l)a)) =3 sin(N(N+1)a).

Prin urmare,

|Sn| = %!sin(N(N—i— 1a)| < %,
deci sumele partiale ale sirului
Uy, = sin(ma) cos(m?a)
sunt marginitate.
Notam acum
U, = sin(ma) cos(m?a), U = %

Sirul (vy,) este descrescator si vy, — 0 cdnd m — oo. Cum sumele partiale ale
lui (uy,) sunt marginitate, putem aplica criteriul lui Dirichlet pentru seria

9] oo . 2
Z v Z sin(ma) cos(m a)'
m=1

m

m=1

Rezulta ca aceasta serie este convergenta pentru orice a € R.
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Exercitiul 15. Produsul Cauchy a doua serii divergente poate fi divergent?
Rezolvare:
Consideram seria lui Grandi, definita prin:

oo
(DM =1—-14+1-1+...
M=0

1. Natura seriei

Seria este divergenta deoarece sirul sumelor partiale (s;) oscileaza intre
valorile 0 si 1, deci nu are o limita unica.

2. Determinarea produsului Cauchy

Calculam produsul Cauchy al seriei cu ea Insdsi. Termenul general cp; al
seriei rezultat este dat de formula de convolutie:

M M
CM = Zak AN = Z(—l)k . (—1)M7k
k=0 k=0

Utilizand proprietitile exponentilor, (—1)*-(=1)=% = (=1)M Deci, suma
devine:

M
err = S (=D)M = (M 4+ 1)(-)V
k=0

3. Natura seriei produs
Seria produs rezultatd are urmaéatoarea forma:

o0
M+ (- =1-24+3-4+5— ...
M=0
Sirul sumelor partiale oscileaza intre valorile -1 si 1, astfel seria obtinuta
este la randul ei divergenta.

Exercitiul 16. Produsul Cauchy a doua serii divergente poate fi convergent?
Rezolvare:
Consideram seriile divergente:

ag =1, am =—1, m>1, Zamzl—l—l—l—---divergenté.
m>0

1\" 1\"
bo = 1, bm=<2> +(bo+b1+---+bm1)=<2> + Bmn1,

unde notam
m—1

Bpo1= b

]:
Deoarece b, > By,—1 rezulta ca > by, este divergenta.
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Produsul Cauchy. Termenul ¢, este:
m m
Cm = Z ag by—p = agby, + Z(—l) bm—k-
k=0 k=1

Observam ca

m m—1
mefk = Z b] = B
k=1 Jj=0

Deci
Cm — bm — Bm—l-

Dar din definitia lui b,, avem

1\™
b = (2) + Bin—1.

1\™
Cm = bm — Bm_1 = () .

Prin urmare:

2
Produsul Cauchy devine seria geometrica:

0 o0 1\ 1
O

_1

Concluzie. Exista doua serii divergente al caror produs Cauchy este conver-
gent:

Z am, divergenta, Z b, divergenta, Z cm convergenta,

dar, potrivit exercitiului anterior se poate ca produsul Cauchy a doud serii
divergente sa ramana divergent.

CU gy

oy . . . v v [e'e) -
Exercitiul 17. Fie seria armonica alternata ) ; a,, unde a, = NG

se calculeze termenul general ¢, al produsului sau Cauchy cu ea insasi si sa se
studieze natura seriei obtinute.

Rezolvare:

Ne intereseaza seria armonica alternata de ordinul 1/2:

> > (_1)71—1
o=y C
n=1 n=1
Aceasta serie este convergenta conform criteriului lui Leibniz, deoarece sirul

T, = —— este descrescitor si are limita zero.
n \/ﬁ 3

Calculdam produsul Cauchy al seriei cu ea insési, Y - | ¢,. Termenul general
¢y, este dat de:

1)k71 (_l)n*kﬂ’l

n n (_
Cn = Z ALAn—k+1 = Z :
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nl
Z\/ k(n—k+1)

Pentru a studia convergenta seriei > ¢,, vom verifica daca este indeplinita
conditia necesara de convergenta (lim,_, ¢, = 0). aNe vom folosi de ine-
galitatea mediilor (media geometrica < media aritmetica) pentru numitorul
fiecarui termen din suma:
k+(n—k+1) n+1

kn—k+1) < _
(n—k+1) < 2 2

Inversam inegalitatea:
1 2

>
k(n—k+1)  n+1
Aplicidm aceasté estimare pentru fiecare dintre cei n termeni ai sumei:

2 2n

n

’Cn‘_zx/ —k+1 P n+1

. 2n
lim =
n—oo n 4+ 1

Deoarece:

_1\yn—1
putem afirma faptul ca produsul Cauchy al seriei ) % cu ea insasi este

o serie divergenta.

Observatie: Rezultatul exercitiului anterior este extrem de important pen-
tru teoria seriilor numerice, deoarece serveste drept contraexemplu pentru
convergenta produsului Cauchy in absenta convergentei absolute.

Desi seria Y7, (_%71 este convergenta conform criteriului lui Leibniz,
aceasta este doar conditionat convergenta, deoarece seria modulelor sale,
Yoy %, este o serie p divergenta (o =1/2 <1).

Acest exemplu subliniazd importanta Teoremei lui Mertens, care afirma
ca produsul Cauchy a doua serii convergente este garantat convergent daca
cel putin una dintre serii este absolut convergenta. In cazul de fata,
deoarece ambele serii factor sunt doar conditionat convergente, produsul lor

a devenit divergent, termenul general ¢, tinzand la o valoare diferita de zero
(len] — 2).

Exercitiul 18. Fie > ay, si ) b, doua serii convergente.

Atunci prdusul lor Cauchy este convergent < hm Zak (b +bm—1+-+bpy—k+1) = 0.
=0

Rezolvare:
Termenul general al produsului Cauchy este:

m
Cm = E Ambm—r-
k=0
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Notam sumele partiale:
Ap=a+a1+--+an, — A
B, =by+bi+---+b, — B.

m
Cm = aoBm +a1Bp1+ -+ +anBy = Z ag Bk
k=0

e Demonstram conditia necesara:
Observam ca
bin +bm—1+ -+ bm—k—i—l = B — Bm—k-

Pentru suma partiala a produsului Cauchy:
m m

S = Zak(bmflwrl +o b)) = Zak(Bm — Bp—i).
k=1 k=1

Dezvoltam:

Sm = Bm iak — i akBm,k.
k=1 k=1

impértim suma:
Sm = Bm(Am —ag) — (Cpy, — aoBm) = BnAm — Ch.
Cum, din ipoteza, A,, — A si B,, — B, C,, = AB, rezulta:
Sm = BnAy —Cp — AB — AB = 0.
Astfel,

lim S,, =0

m—r0o0

e Demonstram conditia suficienta: Avem ca:

m

Zakz(bm +bp1+ - Fbpgr1) =
k=1

= aiby, + a2(bm + bm—l) +-Fapb =
= al(Bm - Bm—l) + GQ(Bm - Bm—Q) + -+ am(Bm - BO) =

= Bm(a1 + a2+ + am) — (a1Bm—1 4 agBm—2 + - - + amBo) = .
Folosim inlocuirile:
ai+az+ -+ am = Ay —ag

si
a1Bpy—1 + a2Bpy 2+ -+ apn By = Cypy — ag By,
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Astfel,

m
Z ak(bm +--+ bmkarl) = BmAm - Cm'
k=1

Trecand la limita:

li
m—00 m—00

lim " ag(bm + b1 + -+ bngr1) =
k=1

Cum, din ipoteza, A,, — A si By, — B, iar :

%gnoo Z ak(bm + bm—l +-+ bmkarl) =0.
k=1
Atunci,
lim (AB — Cy,) =0, deci C, - AB

m—r0o0
Deci produsul Cauchy este convergent

m (BnAm — Ch).

Observatie: Acest exercitiu ne ofera o conditie mai tare pentru convergenta

produsului Cauchy a doua serii simplu convergente.
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