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IN LEGATURA CU PROBLEMA E:17189 DIN GAZETA
MATEMATIC 4/2025

Petru Marian Braica

Abstract. In aceastd noti vom prezenta modalitati de abordare pentru
problema E:17189 GMB 4/2025, considerand ca solutiile diverse asigura
valente didactice deosebite.

Metoda constructiilor auxiliare din geometria euclidiana prefigureaza
tehnici de rezolvare din algebra si analiza matematica, alegera unor functii
auxiliare prin studiul carora solutia urmeaza natural, cazul rezolvarilor de
ecuatii, sau metoda multiplicatorilor lui Lagrange care foloseste functia
atasata numita lagangianul:

L(z,A) = f(x) + (A g(2)),

sunt doar citeva exemple. Aceasta problema se dovedeste foarte provoca-
toare pentru multe din tehnicile clasice si moderne folosite in solutionarea
problemelor de concurs. Avem solutii care folosesc constructii geometrice.
Ce ne facem insa daca nu vine ideea creatoare care lumineaza drumul spre
rezolvarea problemei? Prezentam si solutii in care nu avem nevoie de com-
pletarea figurii cu elemente revelatoare. Cele cinci solutii prezentate in
continuare impreuna cu observatiile finale In care se releva sursa ideii de
formulare, contribuie la dezvoltarea culturii matematice de problem solv-
ing, utila juniorilor si nu numai. Un pasionat al matematicii elementare,
la finalul lecturii acestei note va stii sa abordeze acet gen de probleme, un
dascal de matematica va stii sa indrume elevul in directia potrivita, iar un
competitor va castiga timp in timpul probei. Aceste solutii sunt preluate
de pe grupul Facebook, Comunitatea profesorilor de matematica
din Romaénia.

PROBLEMA SURSA

Se considera triunghiul ascutitunghic ABC' oarecare cu punctul M,
mijlocul laturii BC'. Dreapta perpendiculara pe mediana AM ce trece
prin varful A al triunghiului taie dreptele suport ale inaltimilor duse din
B si C'in punctele S si (). Demonstrati ca are loc M.S = MQ.

( Petru Braica - Satu Mare)
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SoLuTIA 1(PETRU BRAICA)

Sso -

Comentariu Prima solutie, cea a autorului, foloseste o constructie aux-
iliara urmata de identificarea de patrulatere inscriptibile utile in finalizarea
acesteia.

Descrierea solutiei Fie punctul 7', simetricul varfului A fata de mi-
jlocul laturii (BC). intrucét, patrulaterul ABTC are diagonalele cu
acelasi mijloc, pe M, deducem ca este paralelogram. De aici avem par-
alelismul imediat al dreptelor T'B si AC respectiv TC si AB. Cum
BS perpendiculara pe dreapta AC, deducem ca T'B si BS sunt per-
pendiculare. Analog se demonstreaza ca C'Q si T'C' sunt drepte per-
pendiculare. Acum din congruenta £{TBS = LT AS (unghiuri de 90°)
deducem inscriptibilitatea patrulaterului TC' AQ) de unde avem de aseme-
nea congruentele:

(1) KASB = LATB si ABST = {BAT
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Din LTAQ = £TCQ(90°) deducem inscriptibilitatea patrulaterului
TCAQ de unde avem de asemenea congruentele:

(2) LTQC = LTAC si LAQC = LATC

Din relatiile (1) si (2) prin insumarea masurilor unghiurilor obtinem
ca:
(3) ATQA = LTQC 4+ LCQS = £LQSB + ABST = £T5SQ
adica triunghiul ATQS este isoscel cu baza (QS). De aici inaltimea T'A
a ATQS devine mediatoarea iar M € T'A. Din proprietatea mediatoarei

rezulta concluzia problemei, punctul M este egal departat de capetele
segmentului (QS), adica MS = MQ.

SoLuTiA 2(ALIN CRETU)

Comentariu Solutia 2 foloseste aceeasi constructie auxiliara, insa nuanteaza
diferit rationamentul geometric.

Descrierea solutiei Fie D = AM N BS si simetricul punctului A fata
de punctul M notat cu J. Avem ca mai sus ca patrulaterul ABJC este
paralelogram deci au loc congruentele:

LAJB = LJAK = KDAR = LASR = LASB

, de unde punctele J,B,A,S sunt conciclice. Analog se probeaza ca J,C, A, Q
sunt conciclice. Cum are loc congruenta AACJ = AABJ rezulta ca
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JS = JQ(sunt diametre in cercuri congruente) deci AJAQ = AJAS
deci AQ = AS.

SOLUTIA 3(SERGIU ATITIENEI)

Comentariu In solutia urmatoare notiunea de inscriptibilitate este sub-
stituita cu asemanari ingenios alese care conduc la finalizare in mod ele-
gant.

Descrierea solutiei Notam cu B’ si (', picioarele tnaltimilor duse din
varfurile B si C' ale triunghiului ABC.

Fie acum MT 1L AC, T € AC. Din M = mijlocul laturii (BC) rezulta
ca (MT) linie mijlocie, asadar MT || BB'. Fie MSy, L AB, Sy € AB.
Din M- mijlocul laturii (BC) rezulta ca (MSp) linie mijlocie, asadar
MSO = 020, 51 MSO || CC/

Din LASB' = LB'AM si LAB'S = LATM(90°) in baza cazului U.U
de asemanare rezulta ca ASAB" ~ AAMT deci au loc egalitatile:

SA SB" HPB AB’
1) AM AT e demmde MT

Din LAQC" = LC"AM si LAC'Q = LASM(£90°) in baza cazului de
asemanare U.U deducem ca AQAC’ ~ ANAMS, deci au loc egalitatile:

QA ACT  QC AC
2 = = de unde AQ = AM -
@) AM T M5 T AgedemndedQ MS
, S _AB'  24B' | AC'  2AC" | .

Din egalitatile evidente: T = BE S a1 T oo Siasemanarea
ANABB' ~ ANACC" avem ca:

AB" BB AB"  AC AB  AC
= sau = sau =
ACT CC BB CC’ MT M@
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echivalent cu AQ = AS sau dreapta M A este mediatoarea segmentului
[@QS], de unde are loc concluzia.

SOLUTIA 4(DAN STEFAN MARINESCU SI ALIN Pop)

M t e ¢

Comentariu Ca un tribut adus superioritatii trigonometriei, urmatoarea
solutie foloseste teorema sinusurilor.

Descrierea solutiei facem urmatoarele notatii utile:
(1) ABAM 22 o, KBAC 22 3, AQ 2% 7, AS 22y

Deoarece au acelasi complement, pe LQAB, unghiurile L AQC si { BAM
sunt congruente, deci LAQC = «. Analog L{ASB = (. Mai notam

ABMA 2L .
2

c A . . C .
Aplicand teorema sinusurilor pentru AABM : avem —— = —— apoi
sty Stnho

a

) oo b 5 ) ) 9
aceeasi teorema In ANACM : — = —2__ Deducem imediat ca:
" sin(m — @) sinf
b= Cs‘ma. De aici:
sinf
bcosA  csinacosA  ccosA
(2) T = = = =y

stno sinfBsino sinff

,unde AB’ = ccosA, AC" = bcosA. De aici, concluzia.
Remarcam viteza solutiei folosind trigonometria in detrimentul intuitiei
pentru a gasi configuratii si proprietati noi.

SOLUTIA 5(PETRU BRAICA)

Comentariu In lipsa ideilor din solutiile precedente in timpul probelor
de concurs mai ramane abordarea folosind geometria analitica. Cu aceasta
metoda efortul de rationament se compenseaza prin calcul laborios.
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Riscul abordarii folosind aceasta metoda este acela ca s-ar putea sa nu
se poata finaliza calculul in timpul scurt alocat probei de concurs.

Descrierea solutiei Vom alege reperul cu originea in piciorul inaltimii
din A a triunghiului ABC iar Ox = BC. Astfel, punctele A(0;a),
B(=b;0), C(¢;0) cua > 0, b > 0, ¢ > 0 sl a,bc € R Deducem
imediat ca M (%b;O). Vom determina coordonatele punctelor S si @
Yo —Ya
To — A
inaltimea dusa din B, BS va avea panta: my, = 2(1’ — xp) sau y =

“(z+b).

din enuntul problemei. Panta dreptei AC' : mac = = —%, deci

Y —Ya
B —TA

. b . .
duse din C: my,, = - de unde ecuatia dreptei CQ : y —yo = —

Analog, panta laturii AB map = = %, deci panta inaltimii

b
ACh

xeo), Y = —g(x —c) sau CQ :y = S(C— x).

— 2 . .
Dreapta AM are panta myy = i/A ZM =3 ac, deci panta dreptei
A— LM -
2

QS = %7 deoarece QS 1. AM. Deci AM: y—ya = bTaC (v — 4) sau

2a 2a
AM.y—a—mwsauAM—y—mx—l—a.

c—b
2a

o —
2a

b(x—xA) sau QS 1y —a=

Dreapta QS : y —ya =
Intersectii:

x.

(S} = BSN QS : {y:(w”)

b
y=5 r+a

De aici avem:

cx+be  cx —br+ 2a?
a N 2a
2cx + 2bc = cx — bx + 24>

x(b+c) = 2a* — 2bc

|20 &

De aici extragem solutia:
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2a% — 2be
Ty = ——

b+c

¢ 2a® — 2bc
=
Y a( b+c +0)
¢ 2a® — 2bc + b + be
a b+c
_ c(2a® — be+ %)

ab + ac

2a® — 2bc_c(2a® — be+ b?)
b+c ' ab + ac

S( )

Analog, se obtin coordonatele punctului Q:

Q(_Za2 —2bc _c(2a2 — bc—i—bz))
b+c ab + ac

In final, verificim cd A este mijlocul segmentului Q).S:

g+ Tg
2

:xA:Osin;_yS:yA:a.

Astfel solutia analitica e completa.

Observatia 1. Parte din aceasta problema se poate regasi in problema
4, clasa a VII-a, OJM 2025, scrisa de acelasi autor.

Observatia 2. Daca vom comuta ortocentrul trunghiului ABC' cu
varful in A se poate obtine problema 4, clasa a [X-a, OJM 2024, autor
Mihaela Berindeanu.

Observatia 3. Problema se preteaza la formulari de reciproce. De
exemplu:

Reciproca 1. Fie M mijlocul laturii BC' a triunghiului ABC'. Dreapta
perpendiculara in A pe AM taie naltimea din B in S. Simetricul lui S
fata de A se noteaza cu (). Demonstrati ca CQ) L AB.

Demonstratie. Fie () intersectia prelungirii inaltmii din C a tri-
unghilui ABC' cu perpendiculara din A pe mediana AM. Din problema
directa avem ca AS = AQ)y, deci )y este simetrcul punctului S in raport
cu A, adica Qg = @, deci CQ L AB, adica are loc concluzia.
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Reciproca 2. Fie AM mediana triunghiului ABC, iar punctele @) si
M sunt situate pe prelungirile inaltimilor duse din C' si B astfel incat @),
A si S sunt coliniare si AQ = AS. Dovediti ca AM L @QS.

Demonstratie. Vom demonstra folosind metoda reducerii la absurd.

Astfel notam cu dy dreapta perpendiculara pe AM ce contine varful
A al triunghiului ABC si cu Ry si Qg intersectiile acesteia cu inaltimile
triunghiului duse din B, respectiv C'. Din problema directa ARy = AQy.
Presupunem acum ca mai exista o dreapta d pentru care A € d care
taie dreapta suport ale naltimilor din B si C' dupa punctele R # Ry si
Q # Qo incat AR = AQ.

Avem imediat ca AARRy = AAQ(Q 1n cazul (L.U.L.). Notam acum
cua=LAQyQ = LARR, si cu = LAQQy = LARR,.

Avem a > 90°, egalitatea ar conduce la A,Qy,B coliniare si simultan
A,R,C coliniare, fals.

In triunghiul AQQo, o = LAQQ, > 90° = B > 90°, B = LARR,
in triunghiul ARRy, deci a+ 3 > 90°, dar 180° = a++£LQAQy > 90°+
90° = 180°, fals. Deci presupunerea este falsa. Ramane ca £LQAQ, = 0°
si unicitatea este dovedita.
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