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INTEGRALE ELIPTICE §I CALCULUL LOR LA CERCURILE DE
MATEMATICA DIN LICEU

Alexandru Mihai Bica and Diana Curila

Rezumat. Integralele eliptice de al doilea tip in sensul lui Legendre sunt abor-
date in contextul calculului lungimii arcului de elipsa. Deoarece astfel de inte-
grale nu pot fi calculate exact, este prezentata o modalitate de aproximare a lor
folosind integrarea numerica de tip Simpson, intr-o maniera accesibila elevilor
din ultimul an de liceu.
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1. INTEGRALE ELIPTICE

Metoda de calcul a lungimii graficului unei functii netede este prezentata
elevilor din clasa a XII-a ca o aplicatie a integralei Riemann si printre exem-
plele care ilustreaza modul de calcul al lungimii unor conice este prezentat
doar cazul arcului finit de parabola. Cazul elipsei si cel al arcului finit de
hiperbola sunt omise, iar elevii isi pot pune intrebari asupra motivului acestei
omisiuni. Pentru cazul lungimii arcului de elipsa, calculul conduce la o inte-
grala eliptica de tipul al doilea in sensul stabilit de Legendre. Pentru elevii
performanti de clasa a XII-a, notiunea de integrala eliptica este un element de
cultura matematica care merita cunoscut atat prin prisma originii sale cat si
asupra modalitatii de calcul. Prima integrala eliptica a fost pusa in evidenta
in anul 1718 de catre matematicianul italian Giulio Fagnano care incercand sa
calculeze lungimea arcului de lemniscata a ajuns la integrala eliptica
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/ ﬁdw, r > 0.
0
Ulterior, in anul 1750, Leonhard Euler a ajuns la o integrala eliptica de al
doilea tip incercand sa calculeze lungimea arcului de elipsa. De aici provine si
denumirea de integrala eliptica, de acest caz urmand sa ne ocupam in contin-
uare.

Mai precis, consideram elipsa de ecuatie implicita

1,2 y2
(E): ﬁerfol:O, a,b>0, a>b
cu excentricitatea € = 7”2(;1’2. Pentru a calcula lungimea arcului de elipsa

cuprins in primul cadran putem folosi ecuatia explicitd y(x) = g a? — z2,
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€ [0, a], la calculul integralei

z(f) :/a\/l—l—[y’(x)]Qd:n
0

Integrala aceasta conduce la o integrala eliptica de al doilea tip in sensul lui
Legendre

%
)
l<4> = a/\/l — €2 sin? tdt.
0

Spre exemplu,

(5) - [ irvera = [
0

si cu substitutia x = asint, ¢t € [0, 3] se obtine

a? + (b2 — a?) sin’ ¢t
0052 " -acostdt =
: 2 2 _p2
= /\/a2+ (b2 — a2) sin? tdt = /a\/l - (aa_z)sin2tdt =
0 0

3
= a/ V1 — €2sin? tdt.
0

Folosind simetria fata de axe, lungimea elipsei va fi

g
(1) 1(E) = 4a/ V1 — esin® tdt
0

Integralele eliptice de tipul I, IT i III dupa clasificarea stabiltd de Adrien
Legendre sunt respectiv,

V1 — k2sin?tdt
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%2
F(k, hy ) / dt

Y ’(p = Y
. (1+hsin®t) V1 — k?sin®¢

pentru k € (0,1), h € R si ¢ > 0 constante, ele fiind obtinute astfel in anul
1793 (a se vedea [2]). Ulterior, Joseph Liouville a demonstrat in 1833 (conform
cu [3]) ca pentru nici o integrala eliptica in sensul lui Legendre de primele doua
tipuri, primitiva nu se poate obtine sub forma finita (este suma unei serii de
puteri). Deci, integralele eliptice nu se pot calcula exact. Preocupéari asupra
integralelor eliptice au mai avut Johann Bernoulli, Carl Gustav Jacobi, Niels
Henrik Abel si Karl Weierstrass.

2. MODALITATE DE APROXIMARE A INTEGRALELOR ELIPTICE

Deoarece valoarea exacta a integralei (1) nu poate fi obtinuta, singura al-
ternativa ramane aproximarea acesteia. Calculul aproximativ al integralelor
definite se realizeaza folosind formule de cuadratura, iar manualul de analiza
matematica prezinta unele formule de cuadratura precum formula dreptunghi-
ului gi formula trapezului folosindu-se de ilustrarea lor geometrica.

O alta abordare de aproximare a a integralei (1) este aceea de a folosi for-

mula de cuadratura a lui Simpson ce presupune aproximarea arcului de elipsa
b

printr-un arc de parabold. Asadar, pentru a aproxima integrala [ f (z)dz
a
putem considera polinomul de gradul doi,

P(z) = Ax* + Bx +C

al carui grafic intersecteaza graficul functiei f in punctele a, “TH’ si b, adica

@ ra=i@. r(50) = () s re=so.

2 2
Aceste conditii conduc la rezolvarea sistemului
Aa®> + Ba+C = f (a)
A5 1B (238) +.0 = £ (=52)
Ab? + Bb? +C = f (b)
in necunoscutele A, B, C. Se obtine polinomul
(x =) (22 — (a + D)) 4(z —a)(b—x) <a+b>
. a + . +
(b — a)? fle) (b - a)® A
r—a)(2x—(a+Db
EROICEE CRL)) S
(b—a)

si astfel la aproximarea functiei f prin acest polinom va aparea o eroare
reprezentata de termenul R (x) in formula

(3) f)=P(x)+R(z), z¢€]a,b]

P(z) =
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Atunci,
b b b [ (2 —b) (20— (a+1)
a/f(x)dx:a/P(x)dx—l—a/R(x)d:v:a/ (b—a)? dz - f (a) +

b b
4(x—a)(b—2x) a+b (x—a)(2x— (a+Db)) B
+a/ (b—(l)2 dxf( 2 >+/ (b—a) dx f() (f)i

a

(@) =05 (r@war (U5) 1 0) 4 RO,

Pentru a putea estima termenul de eroare R (f) din formula (4) vom estima
intai termenul de eroare din formula (3). Astfel, vom considera functia u :
[a,b] — R, definita prin

u(x)—(x—a)-(:r—a;_b>-(x—b)

si pentru z € [a, b] fixat, x # a, © # CLTH’, x # b, definim ¢, : [a,b] — R, prin
u(t) R(t) ’

u ()

R(z
Daci f € C3[a, b] si observand ca P € C3
¢z € C3la,b]. De asemenea, conditiile (2

R (b) = 0. Se observa ci u(a) = 0, u (45>

O (G—H’) = ¢, (b) = 0. In plus, @, (z) = 0, deoarece cele doua linii ale de-

terminantului sunt identice in acest caz. Asadar, functia ¢, are 4 radacini
distincte, si in baza teoremei lui Rolle, in fiecare interval deschis determinat
de acestea va exista cate o radacind pentru ¢, si atunci, in baza aceluiasi
argument, intre aceste 3 radacini ale functiei ¢/, vor exista doua radacini ale
functiei ¢”. Continuand in acest mod, vom deduce existenta unei radacini
pentru functia <p§,_3), adica exista n € (a,b) astfel incat @;(ES) (n) = 0. Intrucat
RO (1) = f® () = L, (/)P (t) = f® (¢) si u® (¢) = 3!, deducem ci

@y | 3 O
P (t)_ u(:n) R(I) ‘

Pz (t) = YVt € [(I, b]

b], deducem R € C3[a, b] si atunci
conduc la R( ) =0, R(‘IT‘H’) =0,
) =0, u(b) =0 si atunci ¢, (a) =

)
[a,
)
+b

si din <p§;3) (n) = 0 rezulta

Atunci,

’ P ulz) . O
R(f):/R(m)dm:/de
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si deci,

b

R =| [ R@)do s/b

a

b

(3)
dx = W/]u(xﬂdaz

u(z) - fO (n)
3!

a

b
Deoarece [ |u(z)|dx =
atb
2

:/ (x_a).(x_a;b)-(x—b) dx:/(m—a)(a;b—m)-(b—x)dx

a a

(x—a)- (z—a‘;b) (b—a)dz = (b;f

—+

8
N‘i\w

deducem ca

b= [P _ 6-a)' 1]
IRl = 323l - 192

unde || f®| = max{|f® (z)| : x € [a,b]}. Astfel,

o
[r@a- 050 (rwrar (“50) sw) |« C= O

6 2 192

reprezintd formula de cuadratura a lui Simpson cu estimarea erorii valabila
pentru functii cu derivata a treia continua.
Pentru o aproximare mai buna se considerd o diviziune echidistanta A a
intervalului [a, b]
Ata=20< 21 < 0. <Tp1<Tp=0>
pentru care x; = a + i'(b; a), 1 = 0,n, si se aplica formula de cuadraturid a a
lui Simpson (4)-(5) pe fiecare subinterval [x;_1, z;], i = 1,n. Se obtine astfel:

TEOREMA 1. (formula de cuadraturd generalizatd a lui Simpson): Daca
functia f : [a,b] — R poseda derivate continue pana la ordinul 3, adica
f € C3[a,b] atunci se poate construi o metodi de integrare numerici, nu-
mita formula de cuadratura generalizata a lui Simpson:

(©)
b
[r@aa=C

—a) = S Ti—1 + X
@2 )Y (B e 01 R ()
=1 =1
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si

(7) R () < 80 el

unde || f@|| = max{|f® (z)| : 2 € [a,]}.

Demonstratie. Aplicand pe fiecare interval [x;_1,2;], ¢ = 1,n, formula de
cuadraturd a Lui Simpson obtinem

/ Floyde =S wap (P55 b p )|+ R )

2
si
A (i — 2i-1) _ )
()< el o) < G o).
Atunci,
b N T
f(z)dz = f (@) dr =
[romx |
S [ () e+ S -
im1 =1
(b—a) - (Tt
S =UNTORE) SR 37 CEsE REIO RN AT
i=1 i=1
unde R, (f) notatie En: R (f), s
=1
u S o-a)t /Y] e-a)t s
B (D12 IR < 2 =g = g

0

OBSERVATIA 1. Estimarea erorii din formula (7) a fost obtinuta pentru
functii f € C3[a,b]. In cazul f € C'la,b] se poate obtine o estimare de forma

2 /
IR, (f)| < %ﬂ'“”, iar pentru cazul f € C?[a,b] estimarea erorii este

IRy (f)] < % (a se vedea [1], pag. 231). Pentru formula de cuadratura

a lui Simpson, cea mai buni estimare a erorii se obtine in cazul f € C*[a, b,
fiind

b—o® 5]

<
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Revenind la integralele eliptice, se poate aplica formula de cuadratura (6)-
(7) pentru calculul integralei (1) luand in (6) intervalul [a,b] = [0, §] si f (z) =

4av/1 — €2sin? z. Se va obtine
dae® (—e* 4 262 42
70 (@] < e 2047 Ve € [0, 5]
(1—e)

si atunci eroarea comisa la aproximarea lungimii elipsei va fi estimata prin

4
Ry ()] < (%) ae? (—64 + 262 + 2) .
mn =
48n34/ (1 — €2)°
BIBLIOGRAFIE

[1] Brass, H. and PETRAS, K., Quadrature Theory. The Theory of Numerical Integration on
a Compact Interval, Mathematical Surveys and Monographs vol. 178, AMS Providence,
Rhode Island, 2011.

[2] LEGENDRE, A.M., Traite des fonctions elliptiques et des integrales Euleriennes, 3 vols.,
Huzard-Courcier: Paris, 1825.

[3] LIOUVILLE, J., Memoire sur les transcendantes elliptiques de premiere et de seconde
espece considerees comme fonctions de leur amplitude, Journal de ’Ecole Polytechnique
23 (1833), 37-83.

Universitatea din Oradea, Departamentul de Matematica-Informatica
Strada Universitatii 1, Oradea 410087, Romania
e-mail: abica@uoradea.ro

Scoala Gimnaziald ”"Dacia” Oradea, Catedra de Matematica
Bulevardul Dacia 25, Oradea 410464, Romania
e-mail: curila_diana@yahoo.com



