DIDACTICA MATHEMATICA, Vol. 42 (2024) , pp. 01-32

OPTIMIZAREA LEXICOGRAFICA IN PLANIFICAREA
TRATAMENTULUI CU IMRT

Tulia-Antonia A. Bartic

Abstract. This thesis aims to provide an overview of lexicographic optimiza-
tion, an efficient tool for handling the distribution of radiation doses in Intensity-
Modulated Radiation Therapy (IMRT) planning for cancer patients. Beginning
with the definition of elementary notions, we will study what constitutes a lex-
icographic optimal solution for a minimization vectorial problem, its existence,
and methods for finding it using the Cutting Plane method and scalarization.
Subsequently, we will translate IMRT planning for prostate cancer into the spe-
cific language of lexicographic optimization and, following the results and opti-
mization system used in practice, implement our own system. This system is
a program that utilizes principles from the Cutting Plane method for solving
lexicographic optimization problems and the scalarization approach to find an
optimal plan for radiation dose distribution.

Key words. lexicographic optimization, IMRT planning, Cutting plane method,
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1. INTRODUCERE

1.1. Ordonarea lexicografica in R" .

In spatiul vectorial R™, deoarece nu putem compara orice doi vectori, avem o
ordine partiala, iar o modalitate de introducere a relatiilor de ordine partiale
este folosind conuri convexe.

1.1.1. Conul lexicografic.

DEFINITIA 1. Numim con lexicografic si notam Ciep 0 submulfime a lui
R™ care contine toti vectorii pentru care primul coeficient nenul este strict
pozitiv:

Clez = {0, U{z €R" |2, =0, i =1,k, 2411 >0, VEEN, 1 <k <n},
unde © = (T1,...,2Tp).

ProrOzZITIA 1. Conul lexicografic are mai multe proprietafi:

® Ciop nU este un con propriu;
o Ci, este o mullime convexd;
o Cio, este ascutit deoarece:

l(clem> = Clex N <_Clew) = {0};
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o Ci. nu este corect deoarece:
Cl(clem) + Clea: \ Z(Cle:c) <z Cleac;

o multimea Cjo, nu este nici inchisa, nici deschisa.

1.1.2. Ordonarea lezicografica indusa de conul lexicografic .

Conul lexicografic induce pe R™ o ordine liniara. Astfel, daca =,y € Ciy
sortarea indusa de con se realizeaza dupa cum urmeaza:

T <jex Y <= y*xeclea:-

DEFINITIA 2. Ordinea lexicografica, notatd =je., este o relatie de ordine
definita pe R™, care comparda pe rand elementele secventelor (vectorilor de
comparat), de la inceput la sfarsit.

Fie secventele s1 = (z1,...,2,) € R" i s9 = (y1,...,yn) € R™. Avem ca
51 Rex S2 daca este indeplinita una din conditiile urmatoare:
(1) Daca n =0 = s; si s2 sunt considerate egale.
(2) Dacan>0sidkeN, cul <k<nal x;=y;, V1 <i<k, iar
(ﬂl'lg, .- 71'n) Slex (yka cee 7yn)-

EXEMPLUL 1. Comparati urmatoarele secvente: (1,2) gi (1,2);
(1,2,3) si (1,3,2); (1,2,2,5) si (1,2,1,5).

SoLUTIA 1.
(172) jlez (172)
(17273) jlez (17372)
(1,2,2,5) K (1,2,1,5).

In continuare, vom folosi tot notatia ”<” pentru compararea vectorilor din
R”, in loc de ” <jes”.

Pentru o abordare mai aprofundata a notiunilor de topologia spatiului R,
notiuni legate de functii vectoriale si elemente de baza din Teoria Optimizarii,
vezi [13], [0], [14] si [10].

2. OPTIMIZAREA LEXICOGRAFICA

Problemele de optimizare lexicografica apar atunci cand avem de rezolvat
mai multe obiective conflictuale, ce pot fi ierarhizate in functie de importanta
lor.

Materialul prezentat in acesta sectiune a fost documentat in principal din
articolul [9], dar si din urmatoarele referinte bibliografice: [5], [11], [15], [16]
si [17].
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2.1. Formularea problemei .

Fie L multimea tuturor solutiilor optime lexicografic a unei probleme date.
Vom defini o relatie binara pentru ordonarea lexicografica a doi vectori z =
(21,29, .0y 2¢) 51 2 = (2], 2}, ..., 2)) din R astfel:

<l e (z=2)sau (Fje Nyal Vi€ Nj_y @z =2}, 2 < 7)),
unde Ny = 0, iar N, = {1,2,...,/¢}.
Consideram urmatoarea problema de optimizare:

(1) Zr(F, X) : min"{F(z) | z € X}, unde

F(z) = (fi(2), f2(2), ..., fel2)), £=2,
fe(z) = (cp,x), cx €R", ke Ny={1,2,...,0},
X={zeR"|g'(x)<0,2>0,i€ Ny}, X,
iar ¢'(z) sunt functii convexe Vi € N,,, cu n,m € N.

DEFINITIA 3. Vectorul x este preferabil lexicografic vectorului x’ daca
este indeplinitd una dintre urmdatoarele £ conditii:

1) fi(z) < fi(z');
2) filz) = fuld)), falz) < fal2);

D) fi(z)=fi(2"), 1€{1,2,...1 =1}, fi(z) < fola').

DEFINITIA 4. Doi vectori x i x’ sunt echivalenti dacd pentru fiecare cri-
teriu, vectorii au aceleagi estimari (v # ©’).

& filx) = fi(2),Vie {1,2,....0).

DEFINITIA 5. Multimea solutiilor optime lexicografic ale problemei
Z1(F, X) se defineste in felul urmdator:

LIF,X)={ze X |v(z,F,X) =0}, unde

v(z, F,X)={2' € X |3j € Ny: fj(z) < fj(z) sau
j=min{i € Np: fi(x) # fi(2')}}.
Conform definitiei precedente, putem observa ca acestea se pot determina
si direct, utilizand relatiile recurente
(2) L;i(F,X) =argmin{z € X | fi(x) = min{fi(z)|z € Li_1(F,X)}},i € Ny
unde argmin{-} este multimea solutiilor optime corespunzatoare problemei de

minimizare, iar

Lo(F,X) = X7
Li(F, X) = L(F, X).
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Considerand recurenta , deducem urmatoarul sir de incluziuni:
X=Ly(F,X)DL1(F,X)2 La(F,X) 2 ... 2Ly(F,X)=L(F,X),

o consecintd imediata fiind faptul ca multimea L(F, X) poate fi determinata
rezolvand secventa de ¢ probleme scalare de programare convexa Zy,,, © € Ny.

ProroziTIA 2. In cazul problemelor Zy,,, © € Ny, orice punct de minim
(mazim) local este si punct de minim (maxim) global.

Pentru a defini solutiile optime lexicografic trebuie sa avem in vedere res-
pectarea unor proprietati:
(1) Pentru V2 € X, care indeplineste fi(z°) < fi(z) atunci cand x €
X \ {29} este o solutie, avem ca 2" € L(F, X).
(2) Dacd = € X este o solutie si 32’ € X \ {2} astfel incat fi(z) > fi(z'),
atunci x ¢ L(F, X).
DEFINITIA 6. Numim solutie optimd lexicografic o solutie z* € X a

problemei Z1,(F, X) care nu este mai rea (nu este mai mare lexicografic) decdt
alte solutii admise y € X <

F(z*) - Fly) < 0 & F(y) - F(z*) > 0.
Astfel, putem spune ca z € X este o solutie optima lexicografic daca:
reL(F,X)e {ye X | F(y) <t F(z)} = 0.

In contextul problemelor de optimizare lexicografica, alegerea celei mai bune
solutii se face in functie de urmatoarea regula: se va alege o solutie care
va aduce o imbunatatire la criteriile mai importante, in detrimentul oricaror
pierderi in criteriile mai putin importante.

2.2. Existenta solutiilor optime lexicografic .

Existenta solutiilor optime a problemei de optimizare lexicografica din multimea
solutiilor posibile X e conditionata de proprietatile relatiei de ordine folosite,
de structura lui X gi a elementelor sale, etc. In continuare vom face citeva
observatii si vom da citeva exemple pentru a ne familiariza cu problema.

OBSERVATIA 1. Cu privire la existenta acestor solutii putem observa cateva
aspecte:

e O conditie suficientd pentru existenta solutiilor optime lexicografic este
ca mulfimea X sa fie finita.
EXEMPLUL 2. Fie F: X — R?, F(x) = (fi(z), f2(2), f3(z)), unde f1, fo, f3
sunt definite in felul urmdator:
fifo, f3 : R=R, fi(z) =2, falz) =2 -2, f3(z) =2 +1,

iar X = {1,—1,-3,0}. Gasiti solutia optima lexicografic pentru problema de
minimizare.
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SOLUTIA 2. Calculand valorile lui F in fiecare punct din X si ordonand
lexicografic rezultatele obtinute, avem:

(-3, -5, -2) < (-1,-3,0) < (0,-2,1) < (1,-1,2) &
<~ F(1I3) < F(JZQ) < F(J}4) < F(.%l)
= x3 = —3 este solulia optima lexicografic.
e FEristenta solutiilor optime lexicografic este asigurata daca mulfimea
S ={F(z): v € X} este o multime marginita si inchisd.
EXEMPLUL 3. Fie F: X = R?, F(x,y) = (fi(z,y), f2(z,v)), unde
f17f2 : ]RQ — R? fl(x7y) = CC2, f2(x7y) =,

iar X = [0,3] x [0,2] - multime marginita si inchisa. Gasiti solutia optima

lexicografic pentru problema de minimizare.

SoLUTIA 3. Functia fi isi atinge minimul in toate punctele de forma

S1={0,y) |y €0,2]}, f1(0,y) =0>=0.

Am restrans spatiul de cautare al solutiilor de la S la S1 si observam cd si
f2 isi atinge minimul in toate punctele din Sy, adica

fa(w1,22) = f2(0,22) = 0, V (21, 22) € S1.
In acest caz, multimea solutiilor posibile este

S1={(0,y) :y € [0,2]},

iar solutia optima lexicografic este (0,0)
deoarece, ordonand solutiile lexicografic obtinem:

o Daca multimea in care cautam solulii este infinita si nu avem alte
restrictii pentru ea, nu putem garanta existenta solutiilor optime din
punct de vedere lexicografic.

EXEMPLUL 4. Fie F: X = R?, F(x,y,2) = (fi(z,v, 2), fo(x,y,2)), unde

fio f2 iR =R, fi(w,y,2) =z, fala,y,2) =y + 2,
iar X = R x {1} x {3}. Studiali existenta solutiei optime lexicografic pentru
problema de minimizare.
SOLUTIA 4. Deoarece y € {1} si z € {3}, adica y =1 si z =3, avem ca
fo(x,y,2)=y+2=143=4,V(x,y,2) € X.

Imaginea functiei f1(x,y,z) = x este intreg R cand (x,y,z) € X, de unde
deducem ca nu vom putea determina o valoare minima a acesteia, deci nici
pentru functia F nu vom putea determina o valoare minimd. In acest caz, nu
avem solutii optime lexicografic pentru problema minimizarii lui F.
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In contextul observatiilor precedente, deducem ca ar fi relevanta studierea
existentei solutiilor pentru problema de optimizare lexicografica pe multimi
nemarginite, adaugand unele constrangeri, cum ar fi ca multimea sa fie si
convexa.

Fie 0" X ={deR" |Vze X: z+ade X,a> 0} conul de recesiune al
multimii X.

Proproz1TIA 3. Daca X este o multime convezd i nemarginita, atunci conul
sau de recesiune va fi o multime nevidd.

< 07X\ {0} #0.

Conul de recesiune K* = {a: eR" | Cx <F O} este un con convex de directii
ale vectorilor lexicografic negativi, care determina ordinea lexicografica in
spatiul Rf. Acesta poate fi reprezentat ca o reuniune de multimi disjuncte:
(3) K=K UKyU-- UKy,
unde multimile K7, Ko, ..., K; sunt definite astfel:

Ky ={z eR"| iz < 0},

Ky={zeR"|cyz =0, cox <0},

Ki={zeR" |1z =0, coz =0, ..., cq-12 =0, cpz <0}.

Vom studia problema Zp(F,X), folosindu-ne de proprietatile conului de

recesiune si de ordonarea lexicografica dati de conul K7, pe care il vom numi
si conul de perspectiva al directiilor lexicografice ale problemei Zr,(F, X).

PROPOZITIA 4. 2 € L(F,X) & (z + KY)NnX =

Demonstratie. ”="

Fie x o solutie optima lexicografic a problemei de minimizare, adica z €
L(F, X).

Presupunem, prin reducere la absurd, c& (z + K*)N X # 0 =

=>3ye(@+KhHnx
= y=ax+ad, undede KV, o >0, s yeX.

Din definitia conului K% stim c& d este o directie in care daca ne deplasim,
obtinem o scadere a valorilor functiilor obiectiv in sens lexicografic. Aceasta
intra in contradictie cu ideea de la care am pornit, ca x este o solutie optima
lexicografic (< nu exista solutii mai bune decat x care sa minimizeze F)=

(x+KHnX =0,
77@77
Presupunem ci (z + KX)NX =0 =

= nu avem puncte in X in care sa putem ajunge printr-o directie din K,
adicd x nu poate fi imbunatitit lexicografic in nicio directie din K%, incat s&
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ramana in X
= x este o solutie optima lexicografic a problemei Z1,(F, X), deci x € L(F, X).
U

TEOREMA 1. O conditie necesarda pentru existenta solutiilor optime lexico-
grafic pentru problema Zp(F, X) este ca intersectia dintre conul K* al directiilor
lezicografice si conul recesiv 0T X sd fie vidd:

(4) Kinotx =0.

Demonstratie. Presupunem cd multimea solutiilor optime lexicografic
L(F,X)# 0 = Kl'n0*X # (), adica nu e indeplinita conditia .

Au loc urmatoarele relatii:

z+EKYNXD@+KHN(z+0"X) =2+ (KEN0tX) #0.
Conform propozitiei , deducem ca L(F, X) = (), contradictie cu presupune-
rea initiala.
O

TEOREMA 2. Fie V o multime nevidd ce contine punctele de extrem ale
multimii conveze inchise X. Daca multimea V este marginita, atunci mulfimea
X are un minim lexicografic daca si numai dacd e marginitd in toate directiile
lexicografic negative.

Fie P C R"™ o multime poliedrala, A € R™*™ o matrice (n,m € N) si
vectorul b € R™.

P={zxeR"| Az <b}.
ProrPoOzITIA 5. Multimile poliedrale sunt multimi convexe.

COROLARUL 1. Multimea poliedrald si convexda X are un minim lexicografic
daca si numai daca este marginita in toate directiile lexicografic negative.

Corolarul anterior si teorema implicd urmatoarea teorema:

TEOREMA 3. Fie X o multime poliedrala, inchisa si convexd. Atunci condifia
, adicd KFN0t X = 0, este o conditie necesard si suficientd pentru existenta
solutiilor optime lexicografic pentru problema Z(F, X).

2.3. Conditii de optimalitate a solutiilor .

Vorbim despre conceptul de optimalitate Pareto atunci cand in procesul de
optimizare, avem obiective conflictuale (imbunatatirea unui obiectiv conduce
inevitabil la degradarea altuia). O solutie se numeste Pareto-optimala daca
reprezintd cea mai buna variantd de compromis intre obiectivele conflictuale.
Fie P(F, X) multimea tuturor solutiilor Pareto-optimale ale problemei mini-
mizarii lui F gi fie z € X.

v €PF,X)e{ye X |F(y) < F(z),F(y) # F(z)} = 0.
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Pentru o abordare mai detaliata a solutiilor Pareto-optimale, vezi [§] si [12].
Daca pentru o problema de optimizare, obiectivele (criteriile) sunt la fel de
importante, atunci putem vorbi despre solutii Slater-optimale.
Notam S/(F, X) multimea tuturor solutiilor Slater optimale ale problemei
minimizarii lui F si fie x € X.
reSIF,X)e{ye X | F(y) < F(x)} =0.
Pentru o abordare mai detaliata a solutiilor Slater-optimale, vezi [7].

OBSERVATIA 2. Conform definitiilor celor doud tipuri de mulfimi de solutii,
au loc urmatoarele incluziuni: L(F,X) C P(F,X) C S¢(F, X).

In cazul problemelor de optimizare vectoriala, cand criteriile sunt la fel
de importante pentru luarea deciziilor, solutiile optime pot fi privite ca o
submultime a uneia din cele doud multimi P(F, X) sau S¢(F, X).

Datorita liniaritatii functiilor criteriu si a structurii multimii X, este bi-
necunoscut in domeniul optimizarii vectoriale ca solutiile Pareto-optimale si
cele Slater-optimale pot cuprinde intreaga multime de solutii posibile sau sunt
localizate doar pe frontiera acestei multimi. In continuare, avand in vedere
incluziunile L(F, X)) C P(F, X) C S¢(F, X) in stabilirea conditiilor necesare si
suficiente pentru optimalitatea lexicograficd a solutiilor problemei, vom consi-
dera doar multimea punctelor de pe frontiera lui X (bd(X)).

Vom defini urmatoarele multimi:

N(y) ={i € Np | gi(y) = 0},
X(y) ={z eR"|gi(x) <0,i€ N(y)}.
Daca functiile g;(z), ¢ € N(y) sunt diferentiabile si continue in R™, putem
defini multimea
Q(y) = {'CC € R" | <Vgi(y),a: - y> <0,i¢€ N(y)}v
unde Vyg;(y) este gradientul functiei g; in punctul y, i € N(y). Reiese imediat
ca

(5) y+0TX CX CX(y) CQy).

TEOREMA 4. Fiey € bd(X), KV =K; U Ky U ... U K,
Ky ={z eR"|cxz <0},...,
Ki={zeR"|cix =0, coxr =0, ..., ¢gm1x =0, cpz <O0}.
Daca functiile g; (functii conveze - constrangerile ce formeaza multimea solutiilor
admise X) sunt continue i diferentiabile, atunci relafia

(6) E"n(Qy) —y) =0

este o conditie suficientd ca y sa fie solutie optima lexicografic (y € L(C,X)).
Mai mult, daca{Vg;(y) :i € N(y)} este un sistem liniar de vectori independent,
atunci relatia

(7) Kin(Qy) —y) =10
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este o condifie necesard ca sa aiba loc incluziunea y € L(C, X).

Demonstratie. Suficienta.
Din relatia avem ca y + 07X C Q(y)/ — vy
= 07X CQy) -y (%)
Din relatia (4) a teoremei (1)) stim ca KL N0+tX = (**)
Din (*) si (**) rezultd imediat c& formula (6] are loc.
Pentru demonstrarea necesitatii, vezi [9]. O

2.4. Metoda taierii planului in rezolvarea problemelor de optimizare
vectoriala convexa folosind ordonarea lexicografica .

Cautarea solutiilor problemei Zy (F, X) : min®{F(x) | z € X} poate fi redusa
la rezolvarea unui sir de probleme de optimizare liniara lexicografica.

Zi(F, X,) : min"{F(z) | x € X,,},
unde p € N, iar X, este o multime poliedrala data de relatia:
Xp,={z €R" | (Vg;(2)),:z —a’) + gi(2?) <0, >0, i € Ny, j=0,p},
2/ eRY ={z €R" | z; >0,i € Ny}.
LEMA 1. Are loc urmatoarea incluziune: X C Xp.

TEOREMA 5. Dacd functia vectoriald F atinge o valoare de minim lexico-
grafic, printre punctele in care aceastd valoare de minim este atinsa, unele se
afla si in X,.

Pornind de la aceasta teorema, deducem ca pentru a enumera aceste puncte
de extrem ale multimii X, ce vor duce la rezolvarea problemei Zr,(F, X)), se
poate aplica un algoritm simplex.

Gasirea solutiilor optime lexicografic ale problemei Zy,(F, X,,) se reduce ast-
fel la rezolvarea problemei de minimizare Z(fs, Xp) : min{fs(z) | z € X},
S € Ny, in care functia corespunzatoare vectorului criteriu ordonat lexico-
grafic este minimiziata. Ideea de baza a acestui algoritm este urmatoarea:
daca o slutie optima a problemei Z( f,, X,) nu este solutie si pentru problema
Z1(F, X), aceasta va fi exclusa din multimea solutiilor optime ale problemei
Z(fs, Xp) prin adaugarea unei constrangeri. Aceasta noua constrangere taie o
parte din X (o parte in care nu avem solutii valide pentru problema Zr,(f, X)).
Daca solutia optima a problemei Z(f,, X,,) este din X si este singura solutie
optima pe aceasta multime X, atunci solutia gasita este solutia optima lexico-
grafic a problemei Z,(f, X).
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2.5. Algoritm pentru rezolvarea problemei 7 (F, X) .

Fie s = 1, k = 0 si fie 2¥ € R” ales arbitrar. Folosindu-ne de acestea, vom
construi multimea poliedrala:

Xy = {x e R" | (Vgi(z®),z — zF) + gi(z¥) <0, 2 >0, i€ Nm} .
Pasul 1. Rezolvam problema
(8) min {fs(z) | © € X}

folosind algoritmul simplex dual.
Alegem zFt! = argmin {f,(z) | z € X3 }.
Dacd X C X, Ft! € X si 2%t1 este sigura solutie optima din multimea
solutiilor admise X, atunci
M = argmin{F(z) | z € X},

si problema Zp,(F, X) este rezolvata.

Pasul 2. Daci z**1 € X si 2! nu este singura solutie optimi din multimea
X, atunci:

fs= f8($k+1)
Xk—‘—l:{xeXk‘f’L(x):flu izm}aSZS‘f‘l
Sari la Pasul 1.
Daci oF*1 ¢ X, atunci sari la Pasul 3.

Pasul 3. Vom defini multimea [I;,; de indici - indicii pentru care con-
strangerile sunt incélcate in punctul zFt! - cu ajutorul cireia vom crea noi
constrangeri pentru problema Zy (F, X)) astfel:

It = {l | gi(z" 1) > 0}-

In continuare vom construi multimea poliedrala X, adaugadnd multimii
X constrangerile date de inegalitatea

<Vgi(:ck+1),x o xk+1> +gi(xk+1) < 07

cui € Ngy1 = {j € Iny1 | gi(a®th) = ig}in gi(:ckﬂ)} .
k+1

Astfel obtinem multimea
X1 = {95 € X | (Vgi(a"t), 2 — 2™*) 4+ g; () <0,i € Nk+1} :

Incrementam k : k = k + 1 si revenim la Pasul 1.

Pentru rezolvarea subproblemelor de tipul [§] este recomandaté folosirea al-
goritmului simplex dual, care permite utilizarea solutiei obtinute anterior ca
baza pentru noul domeniu obtinut dupa adaugarea de constrangeri.
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Convergenta algoritmului prezentat anterior este asigurata de urmatoarea
teorema:

TEOREMA 6. Daca functiile g; : R™ — R, i € N, sunt convexe gi diferentiabile
continuu, iar problema Z(F,X) are o solutie optima finitd, atunci mulfimea
punctelor generate de algoritmul prezentat anterior converge catre solutia op-
tima lexicografic a problemei Z(F, X).

Demonstratie. Pornind de la ideea ca problema Zp (F, X) are o solutie op-
tima lexicografic finita, deducem ca de la un anumit numar pg, secventa de
puncte este inclusa intr-o multime marginita {zP}.

Fie {:z:k} o submultime a multimii {#P} care converge la un punct z*.

Vom considera submultimea {xt} de puncte generate de conditia i din
relatia (Vg;(z7), z — 27) + g;(27) < 0.

Daca la fiecare iteratie hiperplanul este taiat prin aplicarea unei noi con-
strangeri (cea mai puternica sau cea mai incalcata constrangere), atunci de la
un k > ko, restrictia g;(z¥) < 0 este respectatd, adici z¥ apartine multimii
solutiilor admise ale problemei sau submultimea {xt} este infinita.

Vom considera cazul in care submultimea {zP} este infinita, astfel ca pentru
orice t' > t, are loc:

(Vgi(xh), 2t — ') + gi(2') <0.
Aplicand inegalitatea Cauchy-Bunyakovsky obtinem:

i) < [V [+ |

Considerand Ha:t' — :EtH — 0 si HVgZ(xt)H — [[Vgi(z*)||, din ultima inegali-
tate rezulta ca
¢
= ||gi(@)]| = llgi(a™)ll <0,
de unde deducem ca x* este o solutie admisa a problemei Z (F, X).

Pe de alta parte, daca T este o solutie optima a problemei Z,(F, X), atunci
inegalitatea F(2!) > F(Z) are loc pentru fiecare iteratie a algoritmului, prin
trecerea la limit# obtinem ca F(z*) > F(%). Deci 2* este solutia optima
lexicografic a problemei Z,(F, X), iar teorema este demonstrata.

O

In metoda propusa, multimea {:L'k} se construieste pornind de la puncte z*
care nu sunt solutii pentru problema originala. Altfel, procesul de calcul nu
se va opri decat la valori mari ale lui s, si doar cand gasim o solutie admisa.
Convergenta la o solutie optima lexicografic este garantata prin acest algoritm
daca multimea solutiilor posibile este convexa.

EXEMPLUL 5. Fie F : R? — R?, F(x) = (x1 + 2w2, —x1 + 322 + 5) si fie
g1, 92,93 : R2 = R functii conveze, constringeri pentru problema noastrd,
gi(x) =21 —22 —3<0, go(x) = —21+2 <0, g3(x) = —22+2 <0.
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Gasiti solutia optima lexicografic pentru minimizarea functiei F, tinand cont
de constrangerile date.

SOLUTIA 5. Vom rescrie problema astfel:
F(z) = (fi(x), fa(z)) = (21 + 222, =21 + 322 + 5) — min

gi(x) =21 —22—-3<0

(P) : g2(z) =—21+2<0
g3(xz) = —22+2<0
x1,29 >0

X ={z eR?|gi(x) <0, g2(x) <0, g3(x) <0, = > 02}
={z=(z1,22) ER* |21 — 22 <3, —a1 < =2, —2p < -2, 71,22 > 0}

Fie s =1 sik = 0. Fie z° = (0,0). Calculaim prima multime poliedrald
X() :

Xo={z eR?* | (Vg;(2"),z — 2°) + g;(2°) <0,i =1,3}

Vo) = (52 5% ) = (-1

a$1 8952

Vga(z) = (g{i?, giz> = (=1,0) , pentruVz = (x1,x9) € R?
dgs 0O

ot = (312522 = 0.1

Calculam valorile functiilor g; in x° = (0,0):
91(0,0)=0-0-3= -3
§2(0,0) = —0+2=2
05(0,0) = —0+2 =2

<v91(0a0)7 (1‘1,162) - (070)> +gl(0>0) <0«
< ((1,-1),(z1,22)) —3< 0«
Sy — a9 < 3(*)

<v92(0a0)7 (xl,x?) - (070)> +g2(070) <0«

& ((-1,0), (z1,22)) + 2 <0 &
& —rp < —2(*%)

(Vg3(0,0), (x1,22) — (0,0)) 4 g3(0,0) < 0 <=
& ((0,-1), (z1,22)) +2 < 0 <
o —xy < _2(***)

T1, 3y > 0(*F**¥)
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Din (%), (**), (**%) 51 (") =
= X(] = {(:Ul,l‘g) S R2 | T —To < 3, —x1 < —2, —x2 < _27 1 2 O> To > 0}

Pasul 1: min{ fi(x) | z € Xo}, fi(x) =x1 + 229

fi(z) = 1 + 2x9 — min fi(z) = x1 + 2x9 — min

1 — 29 <3 r1—x2+x3=23
(Pl) : —x1 < =2 — (PQ) : —x1 + x4 = —2
—To < —2 —x9 + 5 = —2

x1, 22 20

T1,T2,23,T4, 25 2 0
Vom rezolva problema (P2) folosind algoritmul simplex:
1 -1 100 3
A=1-1 0 0 1 0] =(A1A%434%4%), b= [ 2

, c=(1,2,0,0,0)
0 -1 0 0 1 -2
Alegem baza B = (A3A*A®) si construim tabelul:
Tabelul 1 A3 A4 AP Test b.d.a.
Al arz=1 |[aa=-1]| a13=0 | arp=-1
A? ag3 = —1 a4 =0 ags=—1 | agpg=—2
Test b.p.a. a3 =3 | aws=-2| aws=-2| appo=20

Elementele din sectorul vertical marcat sunt toate < 0, deci avem o baza
dual admisibild, insd in cel orizontal nu sunt toate > 0 (ag 4,005 < 0), deci
baza noastra nu este gi primal admisibila. Vom aplica algoritmul simplex dual.

Alegem ca pivot elementul oy 4 = —1 §i construim noul tabel:
Tabelul 2 A3 Al AP Test b.d.a.
A4 Q43 = 1 Q41 = —1 Q45 = 0 Q40 = —1

A2 Qg3 = —1 Q21 = 0 Qg5 = —1 042’0 = -2

Test b.p.a. ap,3 = 1 ap,1 = 2

04075 = -2 Qo0 = 2

Si in acest caz avem o bazd dual admisibild, dar inca avem elemente strict
negative in sectorul orizontal marcat, deci vom continua algoritmul.

Alegem ca pivot elementul g 5 = —1 si construim noul tabel:
Tabelul 3 A3 Al A? Test b.d.a.
A4 Q43 = 1 054,1 =-1 04472 =0 04470 =-1
A5 04573 =-1 Oé571 =0 05572 =1 01570 = -2
Test b.p.a. ap,3 = 3 ap,1 = 2 Qp2 = 2 Qp,0 = 6
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Toate elementele din sectorul vertical marcat sunt negative (< 0), deci avem
baza dual admisibila i toate elementele din sectorul orizontal marcat sunt
pozitive (> 0), deci avem bazd primal admisibila. Din aceasta deducem cd
(A3ALA2) este o bazd optimd pentru (P2), valoarea minimd fiind cg o = 6, iar
solutia optima ' = (2,2,3,0,0).

Pentru problema (P1) solutia optimd este x' = (2,2).

Deoarece X = X, iar ' € X si este singura solutie optimd din aceastd
multime, x' = (2,2) este solutia optimd lexicografic a problemei initiale.

OBSERVATIA 3. Dacd am fi ales 2° = (0,1), am fi ajuns la acelasi rezultat
pe care l-am obtinut i pornind de la 2° = (0,0):
Xo={z eR?* | (Vg;(2"),z — 2°) + g;(2) <0,i =1,3}

Vg (z) =(1,-1), Vo=

Vga(z) = (—1,0), Vo=

Vgs(z) = (0,-1), Vz = (z1,22) € R%
1
3

Calculam valorile functiilor g; in z° = (0,
functitlor gy & =

92(0,1) = —0+2 =2
g1(0,1) =-1+2=1

(Vg1(0,1), (21, 22) — (0,1)) + ¢1(0,0) <0 &
Ang <(17 _1)7 (mhx? - 1)> —4<0&
Sr1—22<3 (%)

<V92(0, 1), (331,932) — (0, 1)> +gg(0,0) <0<
< ((—=1,0), (z1,22— 1)) +2 <0<
o a1 <2 (*H)
<v.g3(0a 1)5 (1‘1,332) - (07 1)> +g3(0>0) <0&
< ((0,-1), (1,22 - 1)) +1 <0<
& a9 < =2 (**%)
T1,20 >0 (FERE)

Din aceste calcule observam ca obtinem pentru Xg acetast multime cum am
obtinut folosind xo = (0,0).
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2.6. Alegerea solutiei optime lexicografic folosind scalarizarea .

Reamintim faptul cd optimizarea lexicograficd in minimizarea unei functii scop
F(z) = (fi(@), fa(2), ., fe()), £ = 2,

unde f;(z),i=1,¢, x € X (X fiind multimea de solutii admisibile) se numesc
criterii, urmareste gasirea unei solutii optime lexicografic, pe fondul realizarii
constrangerii ca aceste criterii sa fie respectate in ordinea data de importanta
lor, criteriul cel mai important fiind f;(z), iar fy(x) cel mai putin important.
Scalarizarea este o metoda prin care un vector este transformat intr-o valoare
reala folosind diferite tehnici, cum ar fi tehnica sumelor ponderate, functiile
de calculat distante, minimul, maximul, etc. Aceaste abordari presupun ges-
tionearea importantelor criteriilor stabilite, cu scopul de a minimiza valoarea
functiei de scop.

O abordare intuitiva a scalarizarii in alegerea solutiei optime lexicografic
este aplicarea metodei sumelor ponderate, prin care se atribuie fiecarui criteriu
o pondere proportionala cu importanta sa.

Astfel, vom atribui fiecarui obiectiv o pondere w; > 0, apoi se va calcula:

J4
valin = min {Zwlfl(x) | z € X} ,

=1

iar multimea optimelor lexicografic va fi

14
{az € X | szfz(fU) = valmm} )
=1

OBSERVATIA 4. Alegerea ponderilor si elementele vectorilor sunt aspecte
esentiale in aplicarea scalarizarii prin sume ponderate:

e Pot exista criterii care au aceiagi pondere < sunt la fel de importante.

e Daca vectorii sunt formati atat din elemente negative, cat i din ele-
mente pozitive, trebuie sa adaptam corespunzator ponderile pentru ca
abordarea prezentatd anterior sa functioneaze. In general, cu cat diferentele
ZTi+1—; sunt mai mari, metoda sumelor ponderate oferd rezultate mai
corecte.

EXEMPLUL 6. Fie X C R*, Y C R? multimi finite ce contin urmdtoarele
elemente:
X ={x; =(-1,0,0,1),29 = (—1,-1,3,0), 23 = (—1,2,-3,—4)},
Y = {yl = (]-a 0, 2)>y2 = (17 0, 0)7y3 = (1’ 1’ 2)5 Yqs = (17 1a 0)}
Sortati elementele multimilor X si Y ordonand lexicografic vectorii, apoi sortafi-

le in functie de wvaloarea lor obfinutd prin scalarizare. Care este elementul
optim in fiecare caz pentru problema de minimizare?

SoLuTIA 6. Pentru X:
Sortarea folosind ordonarea lexicografica:
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T2 = (_1? _1a370) <r = (_17()’0’ 1) <x3= (_1727 =3, _4)
= T2 — X1 — T3
= FElementul optim este xs.
Sortarea folosind valoarea obtinutd prin scalarizare:
- Alegem wvectorul de ponderi w = (4,3,2,1) i calculam sumele ponderate
pentru fiecare:
Sg; =(=1)-440-3+0-2+1-1=—-4+1=-3
Sgy =(=1)-44(-1)-3+3-24+0-1=-4-3+6=-1
(-1)-44+2-3+(-3)-24+(-4)-1=—-44+6—-6—4=-8
= T3 — T1 — T2
= FElementul optim este xs.

Sxs

Rezultatul pe care l-am obtinut ne arata ca ponderile noastre nu au fost
alese destul de reprezentativ pentru a ob{ine tn mod corect sortarea si valoarea
optimd.

- Alegem vectorul de ponderi w = (30,20,5,1) si calculam sumele ponderate
pentru fiecare:

Sz, =(=1)-304+0-20+0-54+1-1=-30+1=-29
Sgp = (—=1)-304+(-1)-20+3-54+0-1=-30—-20+15=—-35
Sps =(—=1)-304+2-20+(-3)-54+(-4)-1=-304+40—-15—-4 = -9
= T9 — X1 — T3
= FElementul optim este xs, iar sortarea este aceeasi cu cea obfinutd
folosind ordonarea lexicografica.

Pentru Y:

Sortarea folosind ordonarea lexicografica:

Y2 = (1a0a0) <y = (17072) <ys= (17170) <ys= (17172)
= Y2~ Y1 —Ys— Y3
= FElementul optim este ys.

Sortarea folosind valoarea ob{inutd prin scalarizare:

- Alegem wvectorul de ponderi w = (3,2,1) gi calculam sumele ponderate
pentru fiecare:

Sy =1-3+0-2+2-1=3+2=5
Sy, =1-3+0-240-1=3
Sy; =1-3+1-24+2-1=3+2+4+2=7
Sy, =1:3+1-24+0-1=3+2=5
= Y2 — Y1~ Ya— Y3 SAU Y2 — Y4 — Y1 — Y3
= FElementul optim este 5.

Am obtinut acelagi optim, insa sortarile nu coincid (y1 $i y4 sunt pe aceasi
nivel). Vom incerca sa ajustam ponderile ca sa ajungem exact la aceiasgi ordine
in sortari.

- Alegem wvectorul de ponderi w = (20,10,1) si calculam sumele ponderate

pentru fiecare:
8y, =1-20+0-10+2-1=20+2 =22
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Sy, =1-20+0-104+0-1=20
Sy; =1-204+1-10+2-1=20+10+2 =32
Syy =1-20+1-10+0-1=20+10= 30
= Y2~ Y1 —Ys— Y3
= FElementul optim este yo, tar sortarile coincid.

In capitolul urméator vom folosi principiile algoritmilor gi metodelor pe care
le-am prezentat anterior In acest capitol, pentru a oferi o privire de ansamblu
asupra a ceea ce presupune optimizarea lexicografica in planificarea tratamen-
tului cu radioterapie cu intensitate modulata pentru bolnavii de cancer.

3. METODA ORDONARII LEXICOGRAFICE IN PLANIFICAREA IMRT

Radioterapia cu intensitate modulata (IMRT) este un tip avansat de radi-
oterapie, utilizat pentru tratarea cancerului si a tumorilor benigne. Planifica-
rea acestor tratamente poate fi privita ca o problema de optimizare vectoriala,
deoarece implicd mai multe obiective de planificare, ce urmaresc adaptarea
distributiei dozei terapeutice la geometria masei tumorale, vizand protejarea
in mod optim, a tesututilor sanatoase din vecinatate. Pentru aceasta provo-
care, vom aborda strategia de optimizare a ordonarii lexicografice (LO) si vom
demonstra eficienta utilizarii acesteia.

Materialul prezentat in acesta sectiune a fost documentat in principal din
articolul [4], dar si din urmatoarele referinte bibliografice: [1], [2] si [3].

3.1. Planificarea inversa in IMRT .

Radioterapia cu Intensitate Modulata, pe scurt, IMRT, este un tip de trata-
ment In care, utilizand informatiile anatomice tridimensionale ale tumorii si
ale tesuturilor sanatoase inconjuratoare, se moduleaza intensitatea fascicule-
lor de radiatii (campul de radiatie se imparte in fascicule mici numite beam-
lets), permitand o dozare mai mare asupra tumorii si minimizand expunerea
tesuturilor inconjuratoare la radiatii. Planificarea dozarii se face, in cele mai
multe cazuri, folosind tehnica planificarii inverse, care are trei etape:

(1) Alegerea structurilor anatomice care vor fi utilizate in planul de opti-
mizare;

(2) Distributia unei doze initiale de radiatii (prin fascicule) in campul de
iradiere;

(3) Optimizarea fluentelor fasciculului, determinate de un obiectiv sau de
o functie de cost.

Tehnica planificarii inverse a dus deseori la planificari IMRT foarte eficiente
insa, In practica, gasirea solutiei optime se atinge in urma incercarilor multi-
ple, deoarece gasirea functiei de cost, ajustarea ei si a parametrilor ei astfel
incat sa ajungem la o solutie mai buna se face printr-o abordare incercare -
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eroare (fiecare caz are particularitatile lui). De asemenea, conflictul dintre ne-
cesitatea cresterii dozei de radiatie la tumoare si reducerea dozei la tesuturile
sanatoase poate influienta eficienta solutiei utilizate pana atunci, necesitand
o noua abordare dupa un anumit timp.

In planificarea inversa, datorita faptului ca fluentele fasciculelor de radiatii
sunt specifice pentru fiecare structura anatomica aleasa pentru plan, se creeaza
mai multe obiective de luat in considerare pentru planul de optimizare. Aceste
obiective au dus la ideea utilizarii strategiilor de optimizare vectoriala.

3.2. Optimizarea lexicografica in planificarea inversa .

Optimizarea lexicografica este o strategie de optimizare vectoriald, care s-
a dovedit a fi eficienta in planificarea IMRT. Ea are doua etape principale:
ordonarea lexicografica a obiectivelor (gruparea si ierarhizarea lor pe nivele
de importanta) si optimizarea efectiva. Acest tip de optimizare se asigura
la fiecare pas cé obiectivul mai important este satisfacut Inainte de a se lua
in considerare urmatorul obiectiv din ierarhie, aspect esential in planificarea
IMRT.

3.2.1. Modelarea matematica a problemei.

In primul réand, vom avea nevoie de o functie scop F(x) pe care dorim sa
o minimizam. Aceasta functie F'(x) va fi o colectie de functii individuale
fi(x) care vor corespunde fiecarui criteriu de planificare. Transcrisa in limbaj
matematic, problema noastra de optimizare ar arata in felul urmator:

Sa se gaseasca x € R™ care minimizeaza functia F'(z), tinand cont de
constrangerile date:

= (fi(x), fa(x),..., fo(z)) — min
gi(z) <0, j=12,....m
=0

unde z € R"™ este vectorul ce reprezinta variabilele de proiectare (in cazul
nostru, variabilele sunt intensitatile fasciculelor de radiatii);

fi(x) criteriul de planificare (functia obiectiv) cu numarul i;

¢ = numarul de functii obiectiv;

m = numarul de constrangeri sub forma de inecuatii;

e = numarul de constrangeri sub forma de ecuatii.

In teorie, solutia cea mai buna ar fi cea in care functiile f;(x) sunt minimizate
simultan, dar in practica s-a observat ca, de obicei, nu se poate gasi o astfel de
solutie ideala. Pentru a depasi acest obstacol, problema noastra devine aceea
de a gasi cea mai buna solutie de compromis, care sa tina cont de preferintele
celui care decide planul care se va folosi in tratament.

O metoda care simplifica si eficientizeaza problema gasirii planului optim
al tratametului cu IMRT este scalarizarea lui F prin combinarea functiilor
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obiectiv f;, folosind metoda sumei ponderate:

N
(9) min fota) () = Z w; fi(x), unde
=1

w; sunt ponderi atribuite fiecarei functii obiectiv, in functie de prioritatile sta-
bilite de planificator

Optimizarea lexicografica (LO) permite incorporarea acestor prioritati
direct in procesul de optimizare, prin crearea de constrangeri (LO este adesea
mentionata ca o metoda de reducere a spatiului fezabil), fara a mai fi necesara
utilizarea unei functii de cost. Matematic, aceasta s-ar scrie in felul urmator:

{minfi(fﬁ)
filw) < fj(a5)

unde i =1,2,....¢;,j=1,2,...,i—1dacai > 1, iar

z; = argmin f;(x).
Pasul 1.
Medicul va alcatui o ierarhie a obiectivelor in functie de importanta lor,
nivelul cu cea mai mare prioritate fiind ¢ = 1, iar ¢ = ¢ ultimul nivel de

importanta. Intr-o astfel de ierarhie, pot exista mai multe obiective cu aceiasi
prioritate.

Pasul 2.

Se utilizeaza un algoritm de cautare care va rezolva pe rand fiecare nivel
de optimizare. In timp ce algoritmul progreseaza de la nivelul 1 la nivelul /,
functiile obiectiv precedente vor fi transformate in constrangeri de tip inega-
litati, cu valori limitd f;(27), obtinute ca solutii a priori la 2 = argmin f;(X),
care respecta constrangerile de la nivelele superioare. Daca exista constrangeri
cu acelasi nivel de prioritate, acestea pot fi combinate folosind o metoda si-
milara cu @D Astfel, metoda ordonarii lexicografice reduce gradual spatiul,
adaugand constrangeri cu fiecare nivel rezolvat.

In cele ce urmeaza, vom prezenta o abordare LO in planificarea IMRT
pentru un caz relativ simplu de prostata, pentru a intelege comportamentul de
baza al metodei ordonarii lexicografice In gasirea planului optim de tratament.

3.2.2. Cazul IMRT de prostata.

Cancerul de prostata este una dintre
cele mai Intalnite tipuri de cancer la
barbati. Datorita localizarii ei intr- PG ver
o zona mai izolata, a sensibilitatii la ;
radiatii a tesuturilor si a tolerantei
la doza de radiatie a structurilor
anatomice Iinconjuratoare, aceasta Marirea masei timoral

Vezicule seminale

Prostata
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afectiune a fost mult studiata si i s-
au gasit numeroase metode de tratament, radioterapia cu intensitate modulata
ocupand un loc de cinste.

Planificarea inversa
Utilizand etapele din metoda planificarii inverse, in primul rand se stabilesc
structurile anatomice care vor fi utilizate in planul de optimizare:

- volumul tinta: prostata
- structurile critice: vezica urinara si rectul (vom studia o abordare simplificata
a cazului)

Folosind imaginile obtinute prin tomografia computerizata(CT) si prin rezonanta
magnetica (RMN), se definesc contururi pentru structurile normale si tinte in
corpul pacientului. Aceste structuri vor fi inconjurate de patru campuri de
6 MV (energia de 6 MV - milioane de electronvolti - este des intalnita pen-
tru tratamentele cu radiatii in oncologie; reprezinta energia fasciculelor de
radiatie), subdivizate in aproximativ 570 fascicule, avand fiecare dimensiunea
de 5 x 5 mm?.

Pentru a stabili distributia dozei initiale de radiatii, vom defini intai obiec-
tivele de planificare, ordonandu-le dupa impotanta (in functie de preferintele
medicului), in 4 nivele:

Tabela 1 — Planul A

Nivelul 1 Iradierea uniforméa la volumul tintd planificat al prostatei,
cu variatii de dozd de maximum + /- 5%

Nivelul 2 Cresterea dozei medii primite de volumul tinta la 90
Gy(Grey)

Nivelul 3 Minimizarea dozei de iradiere de la nivelul rectului utilizand
cinci criterii conventionale de doza-volum

Nivelul 4 Minimizarea dozei totale de iradiere primite de vezica uri-
nara

Metoda optimizarii lexicografice in practica

Rezultatele prezentate in aceasta subsectiune sunt preluate dintr-un articol
scris de Kyung-Wook Jee, Daniel L McSham gi Benedick A Frasas de la Depar-
tamentul de Radiatii in Oncologie al Universitatii din Michigan, si reprezinta
solutii obtinute folosind un sistem de optimizare dezvoltat de ei si folosit in
practica. Acest sistem functioneaza Intr-un context destul de general al plani-
ficarii inverse in IMRT, deoarece foloseste mai multe tipuri de functii de cost,
diversi algoritmi de cautare eficienti, algoritmi de calculare a dozei de iradiere
prin convolutie folosind matrici de cuantificare a contributiilor la doza, metode
flexibile de calculare a Jacobienilor pentru functiile obiectiv gi constrangeri,
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metrici de planificare, toate acestea fiind elemente esentiale pentru a obtine o
planificare optima.

Utilizdnd acest sistem propriu, parcurgand cele patru nivele (functii obiec-
tiv), histogramele doza-volum (DVH) pentru cele 3 structuri tinta, s-au mo-
dificat dupa cum se poate observa in Figura de mai jos:

100

Prostate
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== Lewel D
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o] ——Lewel L
=
- Level 2
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=

Level 4
-

404

20

4] 20 40 &0 20 100
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Figura. 3.1 — Histogramele dozd-volum pentru volumele tintd planificate (rect, vezicd urinard
si prostatd), pe cele 4 nivele de optimizare

Rezolvarea fiecarui nivel de optimizare s-a realizat dupa cum urmeaza:

Nivelul 0
Pentru inceput, fiecarei structuri anatomice i s-a atribuit o doza de fascicule
cu intensitati stabilite random (distributia se poate vedea prin linia punctata).

Nivelul 1

La acest nivel, obiectivul optimizarii este sa asigure o acoperire uniforma si
consistenta a prosatei cu doza de radiatie, cu o variatie de 4 /- 5% fata de doza
medie (constrangere asupra variatiei DVH pentru PTV - volumul tinta plani-
ficat). Avand in vedere ca obiectivul a vizat exclusiv volumul inta planificat
(prostata), obiectivul s-a realizat rapid si nu a afectat seminificativ DVH-ul
celorlalte structuri.

Nivelul 2
Se continua cu al doilea obiectiv de a creste doza medie pentru PTV la
90 Gy, si se observa ca s-a pastrat constrangerea de uniformitate obtinuta la
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nivelul anterior. Din nou obiectivul nu vizeaza celelalte doua structuri, deci
micile modificari din DVH-urile lor nu sunt foarte relevante.

Nivelul 3

Cele cinci criterii conventionale pentru iradierea de la nivelul rectului sunt:
volumul rectal ce primeste o doza de radiatie mai mare de 65 Gy, 70 Gy, 75
Gy, 80 Gy, 85.2 Gy sa fie mai mic de 50%, 35%, 25%, 15%, 0% din volu-
mul total. Dupa realizarea acestui obiectiv (cu exceptia criteriului 85.2 Gy
0%, pentru care se poate observa doar o imbunatatire - volumul care primeste
exact sau mai mult de 85.2 a scazut de la 3.4% la 2.8%), urmarind respectarea
constrangerilor obtinute anterior, s-au creat cele cinci noi constrangeri pentru
dozarea de la nivelul rectului.

Nivelul 4

La ultimul nivel se urmareste minimizarea dozei de radiatie de la nivelul
vezicii urinare, gi se observa ca in urma optimizarii, doza medie a scazut de la
379 Gy la 28.6 Gy.

Astfel, tinand cont de constrangerile obtinute la fiecare nivel de optimizare,
s-a obtinut solutia finala de planificare.

3.2.3. O implementare a sistemului de optimizare.

In cele ce urmezi vom prezenta o implementare simplificata a sistemului de
optimizare descris anterior (dezvoltata in limbajul Python), care utilizeaza
principii ale metodei taierii planului si ale metodei scalarizarii.

Elementele de baza ale algoritmului

e x - un vector cu 570 de elemente (corespunzator numarului de fascicule)
ce reprezinta intensitatile fasciculelor de radiatii (valori pozitive). In
practica, aceste fascicule sunt Impartite in 4 campuri, dar pentru a
intelege mai usor ideea din spate a algoritmului gi pentru a eficentiza
calculele, noi vom Imparti fasciculele in 3 sectiuni. Vom considera ca
elementele lui x (fasciculele) sunt reordonate astfel incat cele de pe
pozitiile de la 0 - 269 sunt orientate spre prostata, de la 270 - 419
sunt orientate spre rect, iar de la 420 - 569 sunt orientate spre vezica
urinara.

r = (x()a <3 269, L2705 - - - 5 L4195, L4205 - - - 7x569)

prostata rect vezica urinarad

Vom considera ca pentru fiecare x;, cu cat indicele i e mai mic in fiecare
sectiune, cu atat fasciculul e pozitionat mai aproape de tumoare.

e medie_p = media intensitatilor fasciculelor centrate pe prostata;

e medie_r = media intensitatilor fasciculelor centrate pe rect;

e medie_v = media intensitatilor fasciculelor centrate pe vezica urinara;
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e w = ponderile pentru fiecare dintre cele 3 medii: w =(Wprostats, Wrect,
Wyezica), Ce se vor folosi pentru calcularea valorilor functiei scop;

e n; = scalarizare(z;,w),i = 1,4, sunt functiile obiectiv corespunzitoare
fiecarui nivel de optimizare (se vor calcula prin scalarizare, folosind me-
diile celor 3 structuri si vectorul de ponderi dat), iar
F(z) = (ni(x), na(x), n3(z), na(zx)) este functia scop, pe care o avem
de minimizat.

Implementarea efectiva
Pentru inceput avem nevoie de o functie pe care o vom numi nivel 0(z).
Aceasta ne va initializa variabila x (intensitatile fasciculelor) cu valori des-
crescatoare din intervalul [0, 100], in mod uniform, dar random, separat pen-
tru fiecare sectiune ce reprezinta structurile prostata, rect si vezica urinara
(distributia initiala va fi asemanatoare cu cea pentru Level 0 din Figura .

def nivel_0(x):
x[0] = 100
for i in range(1l, 270):
if x[i-1] > 0.32:

TR W N e

x[i] = round(random.uniform(x[i-1] - 0.32, x[i-1]),
3)
6 else:
7 x[i] = round(random.uniform(0, x[i - 1]1), 3)
8 x[270] = 100

9 for i in range (271, 420):
10 if 0.4 < x[i - 1] < 20:

11 x[i] = round(random.uniform(x[i - 1] - 0.4, x[i-1]),
3)
12 elif x[i - 1] >= 20:
x[i] = round(random.uniform(x[i - 1] - 2.5, x[i-1]),
3)
14 else:
15 x[i] = round(random.uniform(0, x[i - 1]1), 3)

16 x [420] = 100
17 for i in range (421, 570):

18 if 0.4 < x[i-1] < 20:
19 x[i] = round(random.uniform(x[i - 1] - 0.4, x[i-1]),
3)
0 elif x[i-1] >= 20:
1 x[i] = round(random.uniform(x([i-1] - 3, x[i-1]), 3)
2 else:
3 x[i] = round(random.uniform(0, x[i - 1]), 3)

NN NN

=~

return x

Variabila x are 570 de elemente. Vom defini functia medii_x(x) care ne
va calcula valoarea medie a intensitatilor radiatilor pentru fiecare din cele 3
structuri.

1| def medii_x(x):
2 media_p = round(sum(x[0:270]) /270, 1)
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media_r = round(sum(x[270:420]) /150, 1)
media_v = round(sum(x[420:570]) /150, 1)
return [media_p, media_r, media_v]

Vom avea nevoie si de functia scalarizare(x, w) care ne va ajuta sa trans-
formam o solutie vector x intr-un scalar (scalarizam mediile fiecarei sectiuni
prostata, rect si vezica, folosind ponderile w).

def scalarizare(x, w):
medii = medii_x(x)
return medii [0]*w[0] + medii[1]*w([1] + medii [2]*w[2]

In continuare, ne vom ocupa pe rand de fiecare nivel ales pentru optimizare.
Intervalele pentru fiecare structura, in care iau valori elementele x; specifice
structurii respective, se vor restrange aproape la fiecare nivel (ideea de opti-
malitate Pareto - deoarece structurile sunt foarte apropiate, intensitatea unui
fascicul influienteaza si zona din apropierea pozitiei pe care acesta era cen-
trat, deci realizarea unui obiectiv pentru o structura reprezinta un anumit
compromis pentru celelalte doua). Constrangerile sunt adaugate direct in ele-
mentele solutiei x (sunt modificate valorile x; in functie de noile constrangeri),
si folosindu-se varianta ei actualizata se va merge mai departe de la un nivel
la altul. Constrangerile sunt restrictii liniare aplicate elementelor x;, pentru a
rezolva nivelele.

Functia nivel_1(x) calculeaza intervalul in care trebuie sa se afle inten-
sitatile x; ale prostatei pentru a pastra variatia de +/ — 5% fata de doza
medie. Apoi, in functie de pozitia lui z; fatd de intervalul calculat, fiecare
valoare x; este actualizata, fiind ”mutata” in interval sau modificata cu o ratie
r calculata in functie de medie si numéarul elementelor corespunzatoare pros-
tatei ce erau de la inceput in intervalul calculat. Vor fi actualizate si valorile
corespunzatoare rectului si vezicii, in functie de modificarile din valorile pros-
tatei, iar la final se vor reordona si se vor corecta unele posibile erori (folosind
functia seteaza_zero(x)).

def nivel_1(x):
medie_p = medii_x(x) [0]

prostata = []

rect = []

vezica = []

err = medie_p / 20

nr_in_interval = len([x[j] for j in range(0, 270) if medie_p

- err <= x[j] <= medie_p + errl])
for i in range (0, 270):
if x[i] < medie_p - err or x[i] > medie_p + err:
r = medie_p - x[i]
while abs(r) > err:
r = round(r / 2, 2)
p = x[i]
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while p < medie_p - err or p > medie_p + err:
p=p+r
prostata.append(round(p, 3))
else:
r medie_p / nr_in_interval
P x[i]l + r
prostata.append (round(p, 3))
for i in range (270, 420):
r_r = ((prostatali - 150] - x[i - 150]) / 5) * (prostatal
i-150]1 - x[il) / (i - 269)
r_v = ((prostatal[i - 150] - x[i - 150]) / 5) * (prostatal
i-1501 - x[i + 1501) / (i - 269)
rect.append (round(x[i] + r_r, 3))
vezica.append(round(x[i + 150] + r_v, 3))
prostata.sort(reverse=True)
rect.sort (reverse=True)
vezica.sort(reverse=True)
x_1 = seteaza_zero(prostata + rect + vezica)

return x_1

Functia nivel _2(x) urmaérete cregterea mediei intensitatii radiatiilor la pros-
tatd la 90 Gy (pastrandu-se constrangerea anterioara). Astfel, se calculeaza
o ratie de radiatie care va fi addugata fiecarui beamlet centrat pe prostata,
iar in functie de aceasta ratie, a departarii de centrul tumorii (unde radiatia
e mai puternica) si a diferentei de radiatie dintre fasciculul curent si cel co-
respunzator pozitiei respective din celelalte doua structuri, se vor actualiza si
celelalte elemente ale planificarii x.

def nivel_2(x):

medie_p = medii_x(x) [0]

r_p = 90 - medie_p

prostata = [round(x[i] + r_p, 3) for i in range(270)]

rect = [round(x[i] + r_p * (prostatal[i-150] - x[i]) / (i -
269) / 2, 3) for i in range (270, 420)]

vezica = [round(x[i] + r_p * (prostatal[i-300] - x[il) / (i -
419) / 2, 3) for i in range (420, 570)]

prostata.sort(reverse=True)

rect.sort (reverse=True)

vezica.sort(reverse=True)

X_2 = seteaza_zero(prostata + rect + vezica)

return x_2

Functia nivel 3(x) foloseste o functie (minimizeaza_ rect(x, rect)) care
minimizeaza radiatia primita de rect (exista o anumita limita pana unde pot fi
minimizate intensitatile intr-o interatie, tindndu-se cont de departarea de cen-
trul tumorii - pentru ca tratamentul sa reuseasca, tumora trebuie sa primeasca
o anumita cantitate de radiatii). Functia nivel 3(x) apeleaza functia minimi-
zeaza_rect(x, rect) de fiecare data cand unul din cele 5 criterii prezentate in
tabel la acest nivel nu este satisfacut (fiecare criteriu e verificat o singura
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data). La final, in functie de modificarile facute si de pozitie, se ajusteaza si
intensitatile fasciculelor centrate asupra rectului si vezicii.

[N}
0 N O Ut W NN

O N N NN NN NN

def nivel_3(x):

rect = x[270:420]

if len([x[i] for i in range (270, 420) if x[i] > 65]) > int
(150 * 50 / 100):
rect = minimizeaza_rect(x, rect)

if len([rect[i] for i in range (150) if rect[i] > 70]) > int
(150 * 35 / 100):
rect = minimizeaza_rect(x, rect)

if len([rect[i] for i in range (150) if rect[i] > 75]) > int
(150 * 25 / 100):
rect = minimizeaza_rect(x, rect)

if len([rect[i] for i in range (150) if rect[i] > 80]) > int
(150 * 15 / 100):

rect = minimizeaza_rect(x, rect)

if len([rect[i] for i in range (150) if rect[i] > 85.2]) > O:
rect = minimizeaza_rect(x, rect)

prostata = x[:120] + [round(x[i] - (x[i + 150] - rectl[i -

120]1) / (i - 119) / 2, 3) for i in range (120, 270)]
vezica = [round(x[i] - (x[i - 150] - rect[i - 420]) / (i -
419) / 2, 3) for i in range (420, 570)]
prostata.sort(reverse=True)
vezica.sort (reverse=True)
x_3 = seteaza_zero(prostata + rect + vezica)
return x_3

def minimizeaza_rect(x, rect):
rect_update = []
for i in range (150):
dif_max = (x[i + 120] - rectl[i]) / 3
if dif_max < O:
rect_update.append(round ((rect[i] + dif_max * 3), 3))

else:
if i > 75:
indice_modificare = 1 - i / 150
else:
indice_modificare = 1 - (150 - i) / 150
p = dif_max * indice_modificare

rect_update.append (round ((rect[i] - p), 3))
rect_update.sort(reverse=True)
return rect_update

Functia nivel 4(x) se ocupa in special pe fasciculele centrate pe radiatia
vezicii i aplica un algoritm similar cu minimizare rect(x, rext), minimizand
intensitatile. Valoarea noua se calculeaza in functie de diferenta dintre in-
tensitatea fasciculului curent (centrat pe vezica) si o valoare corespunzatoare
a prostatei (ne dorim ca iradiera la prostata sa fie afectata cat mai putin
prin aceastd minimizare), a departarii de tumora (corespunde parametrului
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indice_modificare), iar in urma, actualizeaza si intensitatile radiatiilor celor-
lalte doua structuri.

def nivel_4(x):
vezica = []
for i in range (420, 570):
dif_max = (x[i - 300] - x[il) / 3
if dif_max < O:
vezica.append(round ((x[i] + dif_max * 3), 3))
else:
indice_modificare = 1 - (i - 420) / 150
p = dif_max * indice_modificare
vezica.append(round ((x[i] - p), 3))
prostata = x[:120] + [round(x[i]l - (x[i + 300] - vezicali -
120]1) / (i - 119) / 2, 3) for i in range (120, 270)]
rect = [round(x[i] - (x[i + 150] - vezicali - 270]) / (i -
269) / 2, 3) for i in range (270, 420)]
prostata.sort(reverse=True)
rect.sort(reverse=True)
vezica.sort(reverse=True)
x_4 = seteaza_zero(prostata + rect + vezica)
return x_4

Functia main() gestioneaza aplicarea celor 4 nivele de optimizare pentru
fiecare rulare a algoritmilor:

e deoarece solutia initiala este generata random dupa anumite constrangeri,
rezultatele obtinute pot sa difere de la o iteratie la alta (putem alege
pentru cate rulari sa aplicam algoritmul);

e pentru a pastra constrangerile anterioare, trecerea la un nou nivel al
optimizarii se face folosind solutia obtinuta in pasul anterior (valo-
rile lui x au fost modificate astfel incat sa respecte constrangerile noi
adaugate);

e se afigeaza pe ecran cateva elemente importante pentru fiecare iteratie;

e se afigeaza un tabel cu rezultatele centralizate (cele doua coloane re-
prezinta scalarizari ale solutiilor, obtinute prin ponderi diferite - w si
w?2) se alege valoarea minima a lui F (minimul se alege in functie de
scalarizarea obtinuta folosind ponderile w, adicd F minim, nu F2) din
toate solutiile obtinute in urma iteratiilor efectuate, se afiseaza valoa-
rea ei, iar in figierul ”plan.txt” se salveaza valorile lui x, ce reprezinta
planul optim obtinut.

def main():
try:
n = int(input ("Dati numarul de rulari: "))
w = [27, 15, 15]
w2 = [100, 50, 30]
solutii = []
for i in range(mn):
x = [0 for _ in range (570)]
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0 = nivel_0(x)

1 = nivel_1(x_0)

2 = nivel_2(x_1)

3 = nivel_3(x_2)

4 = nivel_4(x_3)

print ("Nivelul --- mediile per x ----- prostata
————————— rect ------------ vezica"

print (£"Nivelul 1: {medii_x(x_1)}, [{min(x_1[:270]1)1},
{max(x_1[:270]1)3}] - [{min(x_1[270:420])2}, {max(
x_1[270:420]1)2}] - [{min(x_1[420:570])}, {max(x_1
[420:570]1)}1")

print (£"Nivelul 2: {medii_x(x_2)}, [{min(x_2[:270]1)},
{max(x_2[:2701)}] - [{min(x_2[270:420]1)%}, {max(
x_2[270:420]1)}] - [{min(x_2[420:570])7}, {max(x_2
[420:570]1)3}1")

print (£"Nivelul 3: {medii_x(x_3)}, [{min(x_3[:270]1)1},
{max(x_3[:270]1)3}] - [{min(x_3[270:420])2}, {max(
x_3[270:420]1)}] - [{min(x_3[420:570]1)}, {max(x_3
[420:570])3}1")

print (£"Nivelul 4: {medii_x(x_4)}, [{min(x_4[:2701)},

{max(x_4[:270]1)3}] - [{min(x_4[270:420])%}, {max(

x_4[270:420]1)3}] - [{min(x_4[420:570]1)2}, {max(x_4

[420:570]1)}1")

F = [scalarizare(x_1, w), scalarizare(x_2, w),
scalarizare(x_3, w), scalarizare(x_4, w)]
F2 = [scalarizare(x_1, w2), scalarizare(x_2, w2),

scalarizare(x_3, w2), scalarizare(x_4, w2)]

print (£" {F}, {F23}")
solutii.append ([F, F2, x_41)

solutii_finale = ordoneaza_lexicografic_solutiile(solutii
[:1)

print ("REZULTATE: ")

for sol in solutii:
print (£"{sol1[0]} | {sol[1]}")

solutie_finala = solutii_finale [0]

print (£f"F = {solutie_finala[0]}")

with open(’plan.txt’, ’w’) as file:
file.write(str(solutie_finala[2]))

except Exception as e:

print (e)

Functia ordoneaza_lexicografic_solutiile(solutii) primeste o listd cu n
perechi [F, F2, x] obtinute in urma procesului de optimizare aplicat de n ori,
si ordoneaza lista lexicografic in functie de vectorii F (valorile functiilor ce
formeaza vectorul F sunt obtinute scalarizand cu ponderile w = (27,15, 15),
solutiile obtinute dupa fiecare nivel de optimizare).

def ordoneaza_lexicografic_solutiile(solutii):

for i in range(len(solutii) - 1):

for j in range(i + 1, len(solutii)):
F1 = solutii[i][0]
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F2 = solutiil[j]I[0]
F2_mai_mic = False
for k in range (4):

if F2[k] < F1[k]:

F2_mai_mic = True
break
elif F2[k] > F1[k]:
break
if F2_mai_mic:
solutii[i], solutiil[j] = solutiilj],

return solutii

solutiil[i]

3.2.4. Prezentarea si interpretarea rezultatelor obfinute.

Figura. 3.2 — Rezultate pentru n = 1 iteratii

In Figura 1' se poate observa ce se afiseaza pe ecran pentru rularea algo-
ritmului nostru o singura data (= o singura solutie). In prima sectiune avem

prezentate citeva rezultate importante pentru fiecare nivel:

e Nivelul — nivelurile reprezentate de fiecare criteriu stabilit, pentru

care vom afisa cateva valori importante;

e meditle per © — media intensitatilor radiatiilor primite, in aceasta
ordine, de catre prostata, rect si vezica urinara, pentru fiecare nivel;

e prostata — intervalul in care se afla radiatiile x; pentru prostata;

e rect — intervalul in care se afla radiatiile x; pentru rect;

e vezica — intervalul in care se afla radiatiile x; pentru vezica urinar;

OBSERVATIA 5. Se poate vedea cum intervalele din ultimele 3 coloane sunt
“tatate” de la un nivel la altul, tinand cont si de scopurile fiecarui nivel.

Imediat dupa cele 4 niveluri avem solutiile F si F2, separate prin virgula.
Acestea sunt calculate scalarizdnd mediile obtinute la fiecare nivel, pentru F
folosind ponderile w = (27, 15, 15), iar pentru F2 folosind ponderile w2 =

(100, 50, 30).

In sectiunea REZULTATE se centralizeaza rezultatele obtinute pentru toate
cele n rulari (se noteaza pe prima coloana valorile lui F, iar pe a doua coloana
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valorile lui F2). La final, F reprezinta valoarea minima dintre F-urile obtinute
in cele n rulari (calculatd cu ponderea w — vezi si Figura ), solutia x
corespunzatoare fiind retinuta in fisierul ” plan.txt”.

Ruland algoritmul prezentat mai sus pentru doua iteratii, obtinem solutiile
prezentate astfel:

Figura. 3.3 — Rezultate pentru n = 2 iteratii

Observam ca F reprezinta valoarea minima, optima lexicografic a functiei
scop, din cele doua iteratii efectuate.

In continuare vom rula algoritmul proiectat pentru ponderi diferite si vom
face cateva observatii asupra rezultatelor obtinute.

F (w = (27, 15, 15)) F2 (w2 = (100, 50, 30))
Sy || [2989.5, 3435.0, 3360.3, 3250.8] | [10202.0, 11708.0, 11458.0, 11237.0]
Sy || [3099.3, 3492.0, 3345.3, 3237.3] | [10571.0, 11902.0, 11414.0, 11196.0]
Ss3 || [3020.4, 3432.0, 3360.0, 3247.8] | [10316.0, 11710.0, 11470.0, 11239.0]
Sy || [3023.1, 3469.5, 3397.5, 3289.5] | [10312.0, 11821.0, 11583.0, 11365.0]
Ss || [3037.5, 3486.0, 3414.0, 3312.0] | [10319.0, 11844.0, 11606.0, 11400.0]
Se || [3154.8, 3522.0, 3451.5, 3355.5] | [10647.0, 11910.0, 11675.0, 11481.0]

Tabela 2 — Scalarizéri cu ponderi diferite:w = (27, 15, 15) vs w2 = (100, 50, 30)
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Ordonand in functie de F, obtinem urmatoarea ordine pentru solutii:
S1 <853 <84 <85 <52 < Sg.

Ordonand in functie de F2, obtinem urmatoarea ordine pentru solutii:
S1 <8, <853 <85 <5 < S

Ordonarile solutiilor corespunzatoare celor doi vectori de ponderi
w = (27,15,15) si w2 = (100, 50, 30) sunt usor diferite (solutiile S3 si Sy sunt
interschimbate), dar solutia optima lexicografic, in ambele cazuri, este Sj.

F (w = (27, 15, 15))

F2 (w2 = (50, 40, 30))

Sy || [3013.5, 3412.5, 3336.3, 3226.8] | [6008.0, 6802.0, 6601.0, 6381.0]
Sy || [2995.5, 3459.0, 3390.0, 3273.3] | [6019.0, 6937.0, 6753.0, 6519.0]
Ss3 || [3089.4, 3493.5, 3421.5, 3322.5] | [6183.0, 6984.0, 6792.0, 6594.0]
Sy || [3044.1, 3489.0, 3415.5, 3315.0] | [6088.0, 6973.0, 6778.0, 6577.0]
Ss || [3027.0, 3442.5, 3373.5, 3261.0] | [6076.0, 6898.0, 6714.0, 6488.0]

]

Se || [3049.5, 3502.5, 3433.5, 3327.0] | [6138.0, 7033.0, 6850.0, 6636.0

Tabela 8 — Scalarizari cu ponderi diferite:w = (27, 15, 15) vs w2 = (50, 40, 30)

Ordonand in functie de F, obtinem urmatoarea ordine pentru solutii:
Sp <51 < 85 <84 <56 <S5.

Ordonand in functie de F2, obtinem urmatoarea ordine pentru solutii:
S1 <85 <85 <84 <56 <S5.

Ordonarile solutiilor corespunzatoare celor doi vectori de ponderi
w = (27,15,15) si w2 = (50,40, 30), sunt mult mai diferite intre ele decat
diferentele care au fost intre ordonarile realizate cu datele din Tabela , iar
solutia optima lexicografic pentru F este So, in timp ce pentru F2 este 5.

4. CONCLUZII

Optimizarea lexicografica in planificarea tratamentului cu IMRT reflecta
procesul intuitiv de luare a deciziilor al medicilor, facilitand definirea clara a
problemei de optimizare si obtinerea unui plan acceptabil din punct de vedere
clinic. Aceastd metoda permite medicilor sa prioritizeze obiectivele tratamen-
tului, astfel incat obiectivele cele mai importante sa fie satisfacute complet,
acceptandu-se compromsuri doar la niveluri mai putin critice, transformand
astfel, procesul decizional bazat pe priotitati, intr-o optimizare ordonata.



132

Tulia-Antonia A. Bartic 32

Cu toate ca ar fi nevoie de unele cercetari suplimentare, metoda optimizarii
lexicografice pare promitatoare pentru imbunatatirea planificarii tratamente-
lor clinice IMRT, oferind o structura clara si usor de utilizat pentru deciziile
progresive.
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