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ASUPRA PROBLEMEI 4 DE LA ONM 2022, CLASA A XII-A

Eduard MIHAI

Abstract. In cele ce urmeazi voi prezenta rezolvarea mea proprie din timpul probei,
diferitd de cea din barem, pentru Problema 4 (ONM 2022, Etapa Nationald,
clasa a XII-a).

1. REZOLVAREA ALTERNATIVA SOLUTIEI DIN BAREM

La Olimpiada Nationala de Matematica din anul 2022, problema 4 de la clasa XII-a
a avut urmatorul enunt,.

Problema 4 (ONM 2022, Etapa Nationali, clasa a XII-a). Fie (R, +,-) un
inel, cu centrul Z = {a € R | a-r = r-a,Vr € R}, cu proprietatea cd grupul U = U(R)
al elementelor sale inversabile este finit. Daca G este grupul automorfismelor grupului
aditiv (R, +), aratati ca

U
|ZnU|

G| >

(|M| reprezinta cardinalul multimii M.)
Ideea solutiei se bazeaza pe incercarea de a gasi o submultime a multimii G care
N . . |U|? < s .
sa aiba cardinalul mai mare sau egal cu Za0T Vom vedea ca exista o submultime cu
exact acest cardinal.
Fie a,b € U elemente arbitrare si consideram functia f, 5 : R — R definita astfel
(1) fap(®)=b-a-z-a ', Vz€R.

Se observa imediat ca functia f, verificd proprietatea de morfism a grupului (R, +)
pentru ca
fap(z+y) =b-a-(x+y)-a ' =baz-a +bayat = for(x)+ far(y), Yo,y € R.

Mai mult decit atat, din moment ce a si b sunt elemente inversabile ale inelului, se
verifica usor bijectivitatea functiei. Prin urmare, f,; este un automorfism al grupului
aditiv, Va,b € U.
Din acest motiv urmatoarea multime este o submultime a lui G
A={fop|a,beU} CG.
Vom demonstra ca
_ e
Al = lZnU|’
Fie b1,b2 € U astfel incat by # be si @ € U arbitrar. Alegdnd x = 1 in relatia
obtinem f, 5, (1) = by si

fa,bg(l) =by = fa,bl(]-) 7& fa,bz(]')
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gi prin urmare

fa,bl 7& fa,b27 i Va, bl, by € U, by 7& bs.
Cu alte cuvinte, pentru alegeri diferite ale lui b € U functiile vor fi diferite. In
continuare, vom fixa un b; € U si vom vedea cate functii diferite avem pentru a € U
variabil. Definim urmatoarea multime

Apt = {fap, | :a €U}

Cum avem functii diferite pentru b € U ales diferit, rezulta imediat ca

Ay N Aps = @, Vby,bo € U, by % bs.
Fie a1,as € U gi atunci

farpr = faspy = far,6,(%) = far0,(2), VZ € R <
— b1~a1~x'af1 :bl'GQ'x'a;17 Vr € R <—
<= al-a:~a1_1 :ag-x~a2_1, Vr € R <—
— z-(a;'-a2)=(a7' “ag) x, Ve €ER < a]'-ax € Z.
Mai mult decat atat, cum

1-a26U == afl-ageZﬂU.

ai,a2 €U = aj
Am ajuns la urmatoarea echivalents
-1
fa17b1 = fa27b1 <~ a; -a2 € ZNU.

Cum Z este un subgrup al grupului (U, -), reiese imediat ca si Z NU este un subgrup
al acestui grup. Acest aspect impreuna ne sugereaza existenta unei bijectii g : Ay, —
U/(ZNU) definita prin
9(fap,) =0, Ya e U.

intr—adevér,

g(fal,bl) :g(faz,bl) = d) =dy — afl raz € ZNU é falabl = fa2,b1~
Deci functia g este injectivd si cum multimea U este finita, rezultd ca si Ay, este
finita, iar o functie injectiva definita pe o multime finite este evident bijectiva.
Prin urmare,

U]
A, | =1U/(ZNU)| = =——, Vb € U.
A0 = U/(Z00)] = 5 ¥ €
Astfel ajungem la rezultatul urmator
|U| |U|?

‘ | b€U| b| b6U|ZﬂU| ‘ZﬂU|

Prin urmare, tinand cont ca A C G rezulta concluzia
U?

>
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