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EXEMPLE SI CONTRAEXEMPLE IN ANALIZA MATEMATICA DE
LICEU

Tulia-Daniela CSOLPAN

Abstract. In this paper, we present some nontrivial theorems, remarks, exam-
ples and counterexamples about functions, limits of functions, local minimum
and maximum points from 11*"* grade mathematical analysis. These can be used
by high school students, students and teachers, to facilitate the understanding
of the lessons and to prepare the mathematics competitions.

1. INTRODUCERE

In acest articol prezentam cateva teoreme, observatii, exemple si contra-
exemple netriviale referitoare la functii (accentuand conceptele de periodici-
tate, marginire, continuitate, derivabilitate, proprietatea lui Darboux), limite
de functii, puncte de extrem ale unei functii, notiuni care fac parte din pro-
grama scolara de analiza matematica liceala. Acestea pot raspunde dilemelor
unor elevi cu un puternic spirit de observatie si pot contribui la un dialog ma-
tematic constructiv intre profesor si elev. Totodata, aspectele prezentate in
acest articol pot fi utile profesorilor in activitatea de predare la clasa, precum
si in centrele de excelenta, dar si pentru pregatirea examenelor de titularizare
si de grade didactice.

Exemplele ilustreaza notiunile teoretice, precum si aplicabilitatea teore-
melor.

Contraexemplele arata ca:

- In majoritatea cazurilor, reciprocele teoremelor nu au loc;

- daca omitem o conditie din ipoteza unei teoreme, concluzia poate sa nu
mai fie atinsa.

- o afirmatie, care initial pare a fi plauzibila este, de fapt, falsa.

2. FUNCTIE CARE NU ADMITE LIMITA LA +oo0.

EXEMPLUL 1. Fie f: R — [-1,1], f(z) = cosz.

Alegand sirurile (z5)n>1, (Yn)n>1, de termen general z,, = 2nm respectiv
Yn = (2n+1)7, obtinem lim,,_, o 2, = limy, 00 Yn = 00, dar lim, o f(z,) =1

Deducem ca functia cos nu admite limita la 400, analog demonstrandu-se
ca nu admite limita nici la —oo.

Functia de mai sus este un rezultat particular pentru urmatoarea teorema:
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TEOREMA 1. Orice functie f : R — R neconstanta si periodica nu admite
limita la +o00

Demonstratie. intr—adevér, f nu este constanta, deci 4 a,b € R astfel incat
f(a) # f(b). Fie T > 0 perioada principala a lui f.
Atunci, alegand u, = a+nT, v, = b+nT = lim,_ o0 Uy = liMy, o0 Uy = 00.
Dar,
lim f(un) - f(a) 7é f(b) = lim f(Un)'
n—0o0

n—oo

O

OBSERVATIA 1. Utilizand teorema de mai sus, obfinem cd sin, cos sunt
functii periodice si neconstante care nu admit limita la +oo.

CONSECINTA 1. Orice functie f : R — R periodicd ce admite limitd la +o00
este constanta.

Dam mai jos o generalizare care are loc daca limita este finita :

TEOREMA 2. Fie n € N* gi functiile periodice fi, fo,.....;fn : R = R, cu
proprietatea ca functia f = f1 + fo + .... + fn admite limita finitd la +oo.
Atunci f este o functie constantd

Demonstratie: Demonstratie prin inductie dupa n.

1. Etapa de verificare: Pentru n = 1 atunci f = f; : R — R este periodica si
admite limita finita la +00. Cum am aratat mai sus ca orice functie periodica
ce admite limita la +o0o este constanta, atunci f este constanta.

II. Etapa de demonstratie: Presupunem ca, daca suma a n functii periodice,
definite pe R, admite limita finita la +o00, atunci suma celor n functii este
constanta si aratam ca, daca suma a n+1 functii periodice, definite pe R,
admite limita finita la 400, atunci suma celor n+1 functii este constanta .

Fie f = fi+ fo+ ... + fu + fns1 astfel incat f1, fo, ..., fr sunt periodice si

lim f(x)=LeR

T—00

Notand 77 > 0 perioada lui fi, obtinem ca
g:R=Rg(x)=fle+T) - flz) &

sSglx)=(+fot.otfotfor)@+T)— (it fot+ o+ fot+ for1)(z) &
& g(z) = filz+T1)+ fo(o+T1)+.o A fop1(@+T1)— fi(z) = fo(z) —..— frar1(z) &

& g(z) = [folz +T1) — fo(2)] + oo + [forr(z + T1) — fatr(2)]

care este o suma de n functii periodice. Mai mult, din ipoteza de inductie,
rezulta

lim g(z) = lim [f(z+T1)— f(z)]=L—-L=0,

T—r 00 T—>00
care este finita.
Conform ipotezei de inductie, deducem ca ¢ este constanta, iar cum

IMihai Piticari, Sorin Radulescu, Olimpiada Nationala de Matematica, 1996.
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lim, ,00g(x) =0 = g(x) =0,V e R < f(x+T1) = f(x),Ve e R = f
periodica, iar cum f admite limita L, rezulta ca f = fi+ fo+....+ f, constanta.

OBSERVATIA 2. Rezultatele prezentate mai sus sunt valabile i pentru cal-
culul limitet la —oo.

EXEMPLUL 2. Consideram constantele a,b € R astfel incat
YV x € R, acos(ax) + beos(bzx) > 0.
Atunci functia f : R — R, f(z) = sin(ax) + sin(bz) este constanta.

Demonstratie. Alegand fi(x) = sin(az) cu perioada T} = 2T i fo(z) =

a
sin(bx) cu perioada Ty = 2{, atunci f = f1 + f2 (1)
Dar, Vx € R, |f(z)| < 2 s f/(z) = acos(ax) + beos(bz) > 0 = f admite
limita finita la +o00 (2)
Din (1) si (2), aplicind Teorema 2, obtinem ca f este constanta.

3. FUNCTIE f : R — R, CU PROPRIETATEA CA Yz € R ARE LOC
limg—z, f(2) = f(x0), DAR f NU ESTE FUNCTIA IDENTICA.

EXEMPLUL 3. Fie zg € R arbitrar ales. Functia f:R — R,

_J z,dacax#0
flz) = { a, daci x=0

unde a € R* este un numar real fixat, are aceasta proprietate. ( prelucrare a
unui exemplu din [3], pag. 42.)

Demonstratie. Intr-adevir, f este diferita de functia identica, dar pentru
orice zg € R, avem lim,_,4, f(x) = xo.

[l
4. FUNCTIE CARE ADMITE PROPRIETATEA LUI DARBOUX, DAR CARE NU ESTE
CONTINUA

TEOREMA 3. Teorema ( Cauchy-Bolzan@ Daca I C R este un interval
si f: I — R este o functie continua, atunci f are proprietatea lui Darbout.

OBSERVATIA 3. Nu orice functie cu proprietatea lui Darbouz este continud.

EXEMPLUL 4. Functia f : R = R,

£(x) = { sin%,dacéx #0

a,daca x=0

are proprietatea lui Darboux, dacad si numai dacd a € [—1,1], dar nu este
continua in x = 0.

2Dem0nstra§ia poate fi consultatd in [1], pag. 168, editia 1985.
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Demonstratie. (vezi [2], pag. 168) intr—adevér, f nu este continua in x = 0,

deoarece .
3931:1{‘% sin o= QCILI& siny
si
o1 . .
Flimsin— = lim siny.
x 0 xT T—>—00

N

Stim ca f admite proprietatea lui Darboux. Vom presupune ca a ¢ [—1,1].
Fie a > 1. Pentru 1 =0 §i x5 = % obtin

f(z1) = f(0) =asi f(z2) =sinf =1

Pentru A = ! = 1 < ¢ < ¢, dar V o € (21,22) = (0, 2), avem

sinl <1 < A= ey € (w1,22) astfel incat f(cy) = A = presupunerea este
falsa. Analog se demonstreaza pentru a < —1. Deci, a € [—1,1].

7 <=7 Stim ca a € [—1,1]. Considerdam x1,z2 € R gi A aflat intre f(x;) si
f(z2). Vom analiza cazurile:

I 21 <29 <0 Cum f‘ [z1,22] = sin% care este continua, deducem conform
teoremei Cauchy-Bolzano ca f ‘ [x1, x9] are proprietatea lui Darboux.

II. 0 < 1 < 3, analog cu 1.

III. z; < x2 = 0. Fie A cuprins intre f(x1) si f(z2). Cum f(z1) = sini €
[—1,1] si f(x2) = f(0) = a € [-1,1], atunci A € [-1,1] = Ju € [-F, §], astfel
incat sinu = A

Fie

1
u—2nm
Atunci V n > 1, ¢y, < 0 §i lim,,c ¢y, = 0. Asadar, Iny € N astfel incat
Ty <y, < X2 si

Cx, =

1
flen,,) =sin —— =sinu = A

u—2ngm
deci f admite proprietatea lui Darboux.
IV. 0 = 21 < 22 analog cu III, alegandu-se
1
u+ 2nmw

C)\n =

V. 21 <0 < x5 analog cu III si IV.

OBSERVATIA 4. Functiile de tipul g : R — R,
| sin*,dacax # 0
g(x) = { a, dggéé x=0
sih:R—->R,

_J cos >, dacd x #0
h(x) = { a, daca x=0
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unde m,n € R*, nu sunt continue in 0 si admit proprietatea lui Darboux daca
si numai daca a € [—1,1]. (wvezi [2], pag. 169.)

In schimb, are loc urmatoarea teorema:

TEOREMA 4. a)Daca f : I — R este monotona si admite proprietatea lui
Darbouz, atunci f este continud.

b) Daca f : I — R este injectiva si admite proprietatea lui Darbouz, atunci
f este continud.

5. EXEMPLU DE DOUA FUNCTII CARE ADMIT PROPRIETATEA LUI DARBOUX A
CAROR SUMA NU ADMITE PROPRIETATEA LUI DARBOUX.

OBSERVATIA 5. In general, suma a doud functii cu proprietatea lui Darboux
nu este o functie cu proprietatea lui Darboux.

EXEMPLUL 5. Intr-adevar, considerand, in continuare, f; : R — R,

in 1, dacs 0
i (X):{ sin 7, daca x #

—1,daca x=0

§i f2 :R— R,
1 o
| —sin-,dacax # 0
f2(x) = { —1, dacé x=0
atunci
| 0,dacax#0
h+fa= { —2,daca x=0

care nu are proprietatea lui Darboux, deoarece imaginea functiei fi + fo este
multimea {—2,0}, care nu este interval.

OBSERVATIA 6. Analog, diferenta si produsul a doud functii cu proprietatea
lui Darboux nu sunt, in general, functii cu proprietatea lui Darboux.

6. DOUA FUNCTII f1, fo : R = R CARE NU AU PROPRIETATEA LUI DARBOUX,
DAR PENTRU CARE f; o f SI fo o f{ AU PROPRIETATEA LUI DARBOUX.

OBSERVATIA 7. Daca functiile f : I — R g¢ig: f(I) - R, unde I C R

este un interval, admit proprietatea lui Darboux, atunci si functia go f admite
proprietatea lui Darbouz.

EXEMPLUL 6. f1 : R — Z, fi(z) = [z] i f2 : R = R, fa(z) = {z} nu au
proprietatea lui Darboux, dar fi o fa si f2 o fi au aceasta proprietate(vezi [2]
pag. 175).

Demonstratie. Intr-adevir, alegand o = 0, 8 =1 si
1
A= 5 € [07 1] - [fl(a)afl(ﬁ)L
atunci nu exista ¢y € |a, f] astfel incat [c)] = %, adica nu exista ¢y € [a, ]
astfel incat f(cy) = A = f1 nu admite proprietatea lui Darboux.
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Analog, pentru o = %; B =1, obtinem fo (a) = % si fo (ﬁ) =0.

Dar, f5([ev, 8]) = [5,1) U{0} (1)

Alegand A = § € [0,1] = [f2(8), f2(a)], din (1) deducem c& nu exista
¢y € [a, B] astfel incat fa(cy) = A = fo nu admite proprietatea lui Darboux.

Insa, (f1 0 f2)(z) = {z}] = 0 care este o functie continud pe R, deci are
proprietatea lui Darboux.

Analog, (f20 f1)(z) = {[z]} = 0 care este o functie continud pe R, deci are

proprietatea lui Darboux.
O

7. FUNCTIE CONTINUA INTR-UN PUNCT, DAR CARE NU ESTE DERIVABILA iN
PUNCTUL RESPECTIV.

OBSERVATIA 8. Orice functie derivabila intr-un punct este continud in
punctul respectiv. In schimb, nu orice funciie continud intr-un punct este
derivabila in punctul respectiv.

EXEMPLUL 7. f:R — R, f(x) = |z| respecta proprietatea de mai sus.

Demonstratie.
— f(0) —x
f:(0) =0 ¢ f:(0) lim —~

relatie pe care o notam cu (1)
Analog,
. f(x) = f(0) x
H0) =1 500) =lim = =1

fa(0) I = —y € f4(0) lim,

relatie pe care o notam cu (2).
Din (1) si (2) deducem ca f nu este derivabild in z = 0. Dar, f este continua
in x =0, f fiind continua pe R. (vezi [7] .)
O

8. DOUA FUNCTII NEDERIVABILE INTR-UN PUNCT, A CAROR SUMA ESTE O
FUNCTIE DERIVABILA IN PUNCTUL RESPECTIV

TEOREMA 5. Consideram multimea I C R si functiile f,g : I — R deriva-
bile in xg € I NI'. Atunci functiile f +g, - g si g (daca¥ xz € I, g(x) #0)
sunt derivabile in x = xg.

OBSERVATIA 9. FEzista functii nederivabile intr-un punct a caror sumda este
o functie derivabila.

ExeMpPLUL 8. Consideram functia f nederivabila in punctul z = x¢ si
functia g = h — f, unde h este o functie derivabild in x = xg. Atunci functiile
f si g nu sunt derivabile in z = zq, dar f + g = h este derivabila in punctul
respectiv.



Exemple si contraexemple In analiza matematica de liceu 31

Alegand f : R — R, f(z) = |z| nederivabilainz =0gig: R = R, h(z) =a
derivabila in x = 0, unde a este o constanta reala, avem g(x) = a — |z| care
este nederivabili in acest punct. In schimb, (f + ¢)(z) = a este o functie
constanta, derivabila in orice punct din R, in particular si in z = 0.(vezi [4],
pag. 65.)

OBSERVATIA 10. Analog, se poate ardta ca exista functii nederivabile tntr-
un punct pentru care diferenta/produsul/raportul este o functie derivabild in
punctul respectiv.

9. DOUA FUNCTII NEDERIVABILE iNTR-UN PUNCT A CAROR COMPUNERE ESTE
DERIVABILA IN PUNCTUL RESPECTIV.

TEOREMA 6. Consideram multimile I, J C R, functia f: I — J derivabila
inx=ux9€INI s functia g : J — R derivabild in f(xg) € JNJ'. Atunci
functia g o f este derivabild in xg.

OBSERVATIA 11. Ezista functii nederivabile intr-un punct a caror compu-
nere este o functie derivabila in punctul respectiv.

EXEMPLUL 9. Consideram f,g: R = R, f(z) = z + |z| si g(x) = = — |z|.
Atunci f, g nu sunt derivabile in z = 0, dar f o g este derivabila in x = 0.

r—xz+|r—zx|,daca x> 0
x + x + 2|, daca x<0

< (fog)(x) =0,V x € Ratunci, (fog)(0) =0 de unde rezultd ca f o g este
derivabild in z = 0. O

Demonstratie. Cum (fog)(z) = z—|z|+|z—|z|| = {

10. FUNCTIE MARGINITA

DEFINITIA 1. Spunem ca o functie f : Dy — R este marginita pe Dy, daca
3 M > 0 astfel incat ¥V x € Dy are loc |f(x)] < M.

ExXEMPLUL 10. Functia f: R — [-1,1], f(z) =sinz. Atunci I M =1>0
astfel incat |f(x)] < M, deci f este marginita pe R.

OBSERVATIA 12. Daca in afirmatia de mai sus inversam ordinea operatori-
lor 3 §iV astfel incat sa obtinem: "V x € Dy, 3 M > 0 astfel incat |f(z)] < M7
nu rezulta ca f este marginita pe Dy.

ExeEMPLUL 11. Consideram functia g : R — R, g(x) = z. Fie ¢ > 0, ales
arbitrar.

Atunci V z € R, 3 M = |z| + ¢ > 0 astfel incat |g(z)] < M, dar g este
nemarginita.

11. EXEMPLU PENTRU CARACTERIZAREA CU SIRURI A LIMITEI UNEI FUNCTII

OBSERVATIA 13. Dacd f : R — R este continud pe R i limy, o0 f(n) =
L € R atunci nu rezultd ca limy_,oo f(x) = L. (vezi [§], pag. 41.)
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ExEmMPLUL 12. Functia f : R — [—1,1], f(x) = sin (7T-."E), avem f continud
si

lim sin (Trn) = lim 0=0,
n—oo n—oo

dar B lim, o f(2).

Demonstratie. Intr-adevar, alegand x,, = % +2n si y, = —% + 2n avem
lim z, = lim y, =0
n—oo n—oo
dar,
. . . T
nl;rx;o flzy) = nILHSO sin (5 +2nm) =1
in timp ce
. . . 77
A, fun) = Jim sin (=3 o+ 2nm) =~
deci, P limy 00 f(1). O

OBSERVATIA 14. Pentru demonstratia de mai sus am folosit caracterizarea
cu giruri a limitei unei functii sau teorema lui Heine El Pe baza acesteia
se poate afirma, in schimb, cd pentru orice functie f : R — R pentru care
limg 00 f(7) = L € R, are loc lim,, o f(n) = L.

12. PUNCTE DE MINIM §I DE MAXIM LOCAL

OBSERVATIA 15. O functie nu admite intotdeauna un punct de maxim local
intre doud puncte de minim local.

EXEMPLUL 13. Functia f : R\{k-7} — [1,00), unde k € Z, f(z) = | csc(z)|
admite asimptotele verticale dj, : x = k - .

3Enun‘gul teoremei si o consecingd importantd a acesteia pot fi consultate in [2], editia
2016, pag 118.
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Intrebarea care se pune imediat este daca in cazul functiilor continue exista
intotdeauna un punct de maxim intre doua puncte de minim.

ExEMPLUL 14. Functia

z?,dacd x < 1
f(z) = 1,daca z € [1,2]
(z — 3)%,dacd x > 2

OBSERVATIA 16. Inegalitatea strictd in definitia punctului de maxim local
nu afecteaza Observatia 15 de mai sus. Altfel, orice punct din intervalul [1,2]
poate fi considerat atdt punct de maxim local, cat si punct de minim local.
(Prelucrare a unui exemplu din [8], pag. 47. )

OBSERVATIA 17. Daca o functie f admite un punct de mazim local xqo, nu
rezultd ca exista o vecindatate V a punctului xg astfel incat f sa fie crescatoare
pe VN (—o0,x0) si descrescatoare pe V N (zg,00).

ExeEMPLUL 15. Functia f: R — R,

1—1—%, daca x < 0
flz) = 3, dacaxz =10

—%, daca z > 0

este strict descrescatoare pe (—oo,0) si strict crescatoare pe (0,00) .
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