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IN LEGATURA CU O PROBLEMA DE GEOMETRIE DE LA
EXAMENUL DE TITULARIZARE 2021

Adrian BUD

Abstract. Urmatoarea problema, a fost datd la examenul national de titu-
larizare In Invatamant, anul 2021. Solutia oficiala este Insotita de alte 8 solutii
alternative.

Problema
Punctul I este centrul cercului inscris in AABC' gi punctul N este al doilea
punct de intersectie a dreptei C'I cu cercul circumscris triungiului ABC'.
A+ /ZC
a) Aritati ci ZAIN = 221029

b) Demonstrati ca AANT este isoscel.
¢) Stiind ca AT 1 IM unde M este mijlocul lui AC, aratati ca CI =2-IN.

Deoarece punctele a) si b) sunt relativ simple, ne vom abate atentia asupra
punctului ¢), pe care il vom solutiona prin cateva metode enumerate mai jos.
Se vor considera cunoscute:
A+C

AANTI este isoscel cu NA= NI gi LZNAI = LZAIN = 5

Solutia 1 Solutia oficiala

Notam cu P si () mijloacele lui AT si AM. In triunghiul N AT isoscel, NP
este mediana de unde rezulta NP | AI. Dar M1 1 Al, astfel ca NQ || M 1.

In triunghiul AIM, PQ este linie mijlocie, de unde se obtine PQ | IM,
adica punctele N, P, ) sunt coliniare iar M Q) = AQ, mai mult CM =2- MQ.
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In triunghiul ANC aplicim teorema lui Thales pentru I M || NQ si obtinem

CM CI CcI
—=—.D Ita — =2, I=2-IN.
MO - NI' e aici rezulta NI adica C

Solutia 2

Construim prin C o paralela la Al care intersecteaza dreapta N A in P. Con-
sideram punctul S astfel incat AS | PC gi notam cu @ intersectia dreptelor
PC gi IM. Deoarece AN AI este isoscel cu NA = NI rezulta ca si ANPC
este isoscel cu NP = NC| astfel ca AP = IC.

In triunghiul NPC avem /NCP = ZNPC = 5
Deoarece M I | Al rezulta IQQ | PC. Din congruenta trlunghlurllor MIA
si MQC (1.U.) rezulta QC = Al.
Din congruenta triunghiurilor ASP si IQC (I.U.) rezulta PS = QC =
P
SQ(= AI). Astfel AT = ?C Triunghiurile NAI si NPC sunt asemenea cu

1 NI 1
raportul de asemanare k = 3 astfel c& —— = —. De aici rezulta NC' =3-N1,

NC 3
adica CI =2-IN.

— /ZPNC 7T—B
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Solutia 3

—— -

Consideram punctul P simetricul lui A fata de I si notam cu S mijlocul
segmentului IC. Atunci IM este linie mijlocie in triunghiul APC, deci IM ||
PC, de unde rezulta AP L CP.

PS este mediana din unghiul drept in triungiul I PC, astfel ca PS = 15 =

Cs.
T A C T A+C B .
/PIC = g—g — /PIS = /AIN. 1In triunghiul SPC isoscel avem

ZSPC = ZSCP = g, astfel ZISP = 2. /ZSCP = /B = ZANI. Din

congruenta triunghiurilor AIN i PIS (L.U.U.) rezulta NI = ST = SC, astfel
caCl=2-NI.

Solutia 4

Consideram punctul P simetricul lui I fata de N.

Deoarece AN = NI = NP rezulta ca triunghiul AIP este dreptunghic in
A si astfel AP || IM. In triunghiul CAP avem I'M linie mijlocie, de unde
rezultda CI =1P =2-NI1.
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Solutia 5

Consideram punctul P simetricul lui A fata de V.

Deoarece AN = NI = NP rezulta ca triunghiul AIP este dreptunghic in
I si astfel punctele P, I si M sunt coliniare. In triunghiul CAP segmentele
CN si PM sunt mediane astfel ca I este centru de greutate al triunghiului,
de rezulta CI =2- N1.

Solutia 6

Fie P si @ mijloacele laturilor IC respectiv Al si notam Al = 2x. deoarece
AN BC este inscriptibil avem ZANC = ZABC.
m— LANC w7 — ZLABC

In triunghiul N AT isoscel (NA = NI) avem ZAIN = = ,

2 2
- B B
iarZMIP:W—g—TrQ = _

5
Deoarece M P este linie mijlocie in triunghiul CAI rezulta M P || A, astfel
¢ MP L IM iar MP = z. Atunci ZMPI = ZAIN = *— B.

- MP .
In triunghiul MIP avem sin(ZMIP) = TP de unde IP = LB In tri-
sin —
2

1 B
unghiul NQI avem cos(ZLAIN) = %, de unde rezulta cos <72r — 2> = %
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x

. B’

sin —
2

si astfel NI = Atunci /P =IN, adica CI =2- N1.

Solutia 7

Consideram punctele P € AB si D € IC astfel incat AP = AM si NI =
ID. Deoarece triunghiul APM este isoscel rezulta bisectoarea Al este si
inaltime si mediana, astfel punctele P, I si M sunt coliniare iar I este mijlocul
lui PM. Mai mult avem PA =AM = MC.

Din congruenta triunghiurilor NIP si DIM (L.U.L.) rezulta NP = M D
si ZNPI = ZDMI, adica NP || MD. Patrulaterul ANBC este inscriptibil
rezultda ZNAB = ZNCB, adica ZNAP = ZMCD.

[NP] = [DM]
v é]@ [AP] = [CM] LLUM ANAP = AMDC si de aici
INAP = /ZDCM
rezultda NA = DC, adica NI = DC'. Astfel se obtine CI =2- N1I.

Solutia 8
2- (1A% +1C?) — AC?

In triunghiul AIC aplicdm teorema medianei, astfel IM? = 1

2- (IA* 4+ 1C?) —4AM?  TA?+IC? — 2AM?

Deoarece IM? + IA? = AM?, conform teoremei Iui Pitagora in triunghiul
AIM, dupa efectuarea calculelor se obtine AC? =3 - AI? + IC?.
Aplicdm teorema cosinusului in triunghiul ANT si obtinem cos (LANI) =

2NI% — AI? AN? + NI? — AC?
—————, lar in triunghiul ANC avem cos (ZANC) = =
2NI2 7 2AN - NC
NI+ NC® - 3AI" — IC® Prin egalarea relatiilor se obtine 72]\712 —Ar =
2NI-NC ‘ NIZ
NI? + NC? - 3AI? — IC? 2NI? — AI* NI?+ NC? —3AI* — IC?
ONT-NC > s g '

Prin aducere la acelasi numitor si reducerea termenilor asemenea se obtine

AI? (B3NI — NC) = 0 de unde obtinem NC =3 NI, adica CI =2- NI.
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Solutia 9
A A - B
LNAI = —12_ C, de unde rezulta sin (/N AI) = sin —12_ ¢ = sin (ﬂ > =

2
. T B\ B
sin 57 3 —cos2.
B

LANI = /B, astfel ca sin (LANI) =sinB =2 - sing Fcos o
NI Al
Aplicand teorema sinusurilor in triunghiul N Al avem sin (/N AT = (JANT)"
Al

Prin inlocuire relatia devine NI = — 5 (1).
2. sin —
IMI
sin ¢ :sin(z—LAIN):sin T_A+C :cosA+C:
2 2 2 2 2

sin —.

Deoarece M este mijlocul lui AC rezultd ca ariile triunghiurilor AIM si

IMI
AT IM MI-C’I-sin< C>
MIC sunt egale, adica = . Dupa simplifi-
/IMIC

care obtinem Al = C1T -sin ( =CI- sing (2).

Al
B

2.sin —
2

CI
Din (1) si (2) rezulta NI = =5 si astfel CI =2- NI.
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