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MODELE MATEMATICE CE PROVIN DIN CHIMIE

Oana-Georgiana TOMA

Abstract. Mathematical models for radioactive decay, chemical reactions, and
dilution of a solution are often meet in chemistry and physics. These are impor-
tant because they can help us to predict what happens with the physics/chemistry
phenomenons in the future. This paper presents solutions to the models and
graphic representations in each case.
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1. INTRODUCERE

Modelele matematice sunt importante in lumea reala, deoarece cu ajutorul
acestora se poate prezice evolutia unor fenomene. Acestea se pot aplica in
mai multe domenii precum: dinamica populatiilor, fizicd, economie, chimie,
medicind etc.

In cadrul acestui articol se prezinta trei modele matematice din chimie:
modelul dezintegrarii radioactive care are ca aplicatie datarea cu carbon, un
model matematic care descrie reactiile chimice si modelul care descrie diluarea
unei solutii. Partea teoretica este insotita de un set de exemple propuse in [1],
2], [3], [4], [6], solutiile apartinand autorului lucrarii.

Scopul lucrarii este de a descrie modelele matematice prezentate mai sus.
In studierea acestora s-au calculat punctele de echilibru si s-au realizat grafice
si portrete fazice cu ajutorul soft-ului matematic Maple.

2. NOTIUNI PRELIMINARII

DEFINITIA 1. [5] O ecuatie functionald care are ca necunoscutd o functie gi
in expresia cdareia apar $i derivatele functiei necunoscute se numeste ecuatie
diferentiala.

DEFINITIA 2. [5] O functie y : I — IR se numeste solutie a ecuatiei
diferentiale de ordinul tntdi daca sunt indeplinite urmatoarele conditii:

(i) I C IR un interval nedegenerat;

(ii) y € C'(I) si (z,y(x)) € Dy, Y € I;

(iii) 4/ (&) = f (2, y(x)), ¥z € T

DEFINITIA 3. [5] Graficul unei solutii se numeste curbd integrald sau
curba solutie.

Daca y este o solutie in forma explicita atunci graficul ei este

Gy ={(z,y(x)): z e}
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DEFINITIA 4. [5] Fie ecuatia diferentiala de ordinul I

y' = flz,y)
f:Df = 1R, Dy C IR?. Printr-o problemd Cauchy sau problemd cu
valori initiale atasata ecuatier de mai sus intelegem problema

y' = flz,y)
y(zo) = Yo
unde (xo,y0) € Dy.

DEFINITIA 5. [6] Se spune ca numarul real ¢ se numeste punct de echi-
libru(punct critic sau punct stationar) al unei ecuatii diferentiale auto-
nome, daca el este un zero al functiei f, adica daca f(c) = 0.

3. MODELE MATEMATICE GUVERNATE DE ECUATII DIFERENTIALE DE
ORDINUL I DIN CHIMIE

In continuare se prezinta modelele matematice din chimie: dezintegrarea
radioactiva, modelarea reactiilor chimice si diluarea unei solutii.

3.1. Dezintegrarea radioactiva. [[1], [3], [4], [6]] Dezintegrarea radioactiva
este un proces care se refera la descompunerea unei substante cu o anumita
vitezd de dezintegrare intr-un interval de timp dat. Acest model este folosit
in aplicatiile biologice, fizice sau chimice pentru a determina timpul in care o
anumita cantitate dintr-o substanta se dezintegreaza.

Modelul dezintegrarii radioactive este:

(1) cClTat: =—r-x
unde:
4t — 2/(t) = viteza de dezintegrare
x(t) = cantitatea de substanta la momentul ¢
r = constanta de dezintegrare (r > 0).

Modelului dezintegrarii radioactive i se poate atasa conditia initiala:

(2) z(to) = o
unde:
xo = cantitatea initiala (zo > 0).
Ecuatia diferentiala (1) impreuna cu conditia initiala (2) formeaza problema
Cauchy:

dr — .y
(3) {dt_ r
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Prin metoda separarii variabilelor se determina solutia generala a ecuatiei

(1):

r(t)=C-e " CeR.
Din conditia initiala (2) avem:

C =z e,
Solutia problemei Cauchy (3) este:
z(t) = xg - e (tt0),
Functia z(t) = zo-e~ " (7t0) descrie legea dupi care se dezintegreazi substanta.
Cantitatea initiald de substanta care se dezintegreaza este xg. Daca consi-
deram momentul initial t) = 0, atunci x(t) = zg - e~ ",
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Figura. 3.1 — Graficul dezintegrarii radioactive

Aplicatie: Specific dezintegrarii radioactive este timpul de injumatatire,
adica acel timp in care se dezintegreaza jumatate din cantitatea initiala de
substanta. Acesta poate fi folosit in aplicatiile biologice pentru a calcula in
cat timp 50% dintr-un medicament este eliminat din corp prin excretie sau
metabolism.

Pentru obtinerea timpului de Injumatatire, consideram problema Cauchy:

(C% =—T-x
x(to):xo
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cu solutia:
z(t) = xg - e (tt0),
Calculdam timpul de injumatatire ¢, /5, rezolvand ecuatia:
a(tip) =%  <=> mo-e e =20
Dupa logaritmare si simplificari obtinem timpul de Injumatatire :
tin =22 44,
Daca tg = 0, atunci obtinem timpul de injumatatire :
tyyp = 22,

Observatie. In jurul anului 1950 o echipa de oameni de stiinta din Chicago
condusa de chimistul Willard Libby au descoperit o metoda care utilizeaza izo-
topi radioactivi de carbon si care ajuta la determinarea varstei aproximative
a unor substante fosilizate. Teoria privitoare la datarea cu carbon este ba-
zata de fapt pe faptul ca radioizotopul de Carbon 14 este produs in atmosfera
prin actiunea radiatilor cosmice asupra Azotului 14. Raportul dintre canti-
tatea de Carbon 14 si cantitatea de Carbon 12 in atmosfera este constant,
deci cantitatea izotopului de carbon prezenta in organismele vii este aceeasi
cu cea din atmosfera. Cand un organism moare absorbtia de C-14 realizata
prin respiratie, hrana sau fotosinteza inceteaza. Compardnd cantitatea de
carbon din organism cu cea din atmosfera este posibil sa gasim o aproximare
rezonabild a varstei sale. Aceasta metoda foloseste timpul de Injumatatire a
C-14. W. Libby a calculat ca timpul de injumatatire a C-14 este aproximativ
5600 de ani, dar azi valoarea acceptata este 5730 de ani. Metoda lui Libby a
fost folosita pentru a afla de cand dateaza o mobila din lemn descoperita in
mormintele egiptene, o copie recent descoperita a Evangheliei a lui Tuda scrisa
pe papirus si Giulgiul din Torino. Aceastd metoda se bazeazd pe modelul
dezintegrarii radioactive.

3.2. Reactii chimice. [[1], [3], [4], [6]] Dezintegrarea unei substante radioac-

tive guvernata de ecuatia diferentiala fl—f = kx se numegte reactie de or-

dinul intai. In chimie, o parte din reactiile chimice urmeaza aceeasi lege:
daca moleculele substantei A se descompun in molecule mai mici, atunci
rata de descompunere este direct proportionala cu cantitatea de substanta
care nu a suferit schimbari. Un exemplu de reactie chimicd de ordinul I
este transformarea solutiei de clorura de tert-butil((C' H3)3CCl) in alcool tert,
butth((CHg)gCOH)

(CHg)gCCl 4+ NaOH — (CHg)gCOH + NaCl
In reactia de mai sus doar concentratia de (CH3)3CCl controleaza rata de
reactie. Dar in reactia
CH3Cl+ NaOH — CH3OH + NaCl

o molecula de hidroxid de sodiu(NaOH) este consumata pentru fiecare
molecula de clorura de metil(C' H3C!) formandu-se astfel o molecula de alcool
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metilic(C HsOH) si o moleculi de clorurii de sodiu(NaCl). In acest caz, rata
la care reactia are loc este proportionala cu produsul concentratiilor ramase
de CH3Cl ¢i NaOH. Pentru a vizualiza o generalizare a situatiei de mai sus,
sa consideram ca o moleculd dintr-o substantd A se combina cu o moleculd
dintr-o substanta B pentru a forma o moleculd dintr-o substanta C. Daca X
reprezinta cantitatea de solutie chimica C' formata la timpul ¢ si «, respectiv
[ reprezinta cantitatile celor doua substante A, respectiv B la timpul ¢ =
O(cantitatile initiale), atunci cantitatile de substanta A si B care nu sunt
transformate in substanta C' la un moment dat sunt egale cu « — X i g — X.
Deci rata de formare a substantei C' este data de relatia

() Wakta-x) (8-

unde k este constanta de proportionalitate. Modelul de mai sus este numit

reactie de ordinul doi.
Ecuatiei diferentiale (4) i se poate ataga conditia initiala:

(5) X(0) = 0.

Ecuatia diferentiala (4) si conditia initiala (5) formeaza impreuna problema
Cauchy:

(6)

X k- (a—X)- (8- X)
X(0)=0

Solutia ecuatiei (4) se obtine astfel:

W=k-(a-X)-B-X) <=> 4% - (GZx —52x) = k- dt

Dupa integrare si efectuarea unor calcule elementare se obtine solutia gene-
rala a ecuatiei:

C-q-ek(B-a)t_g
X(t) = TCek(Bma)yt_q ¢

Din conditia (5) se obtine:

™

(7) =2

a
Solutia problemei Cauchy (6) este:

B(ek(B—o)t_q
X(t) = ag_e(:-(ﬁ—a)-t_a )-

In continuare vom determina punctele de echilibru ale acestui model re-
zolvand ecuatia:

=0<=>k (a=X) - (B-X)=0
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Cum constanta k # 0 rezulta ca cele doua puncte de echilibru sunt X; = «
si Xo = p.

Pentru valorile particulare k£ = 0.5, a = 2, 8 = 1 se obtine graficul ecuatiei
diferentiale care descrie comportamentul a doua substante care reactioneaza:

1
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Figura. 3.2 — Graficul reactiei chimice a doua substante

Analizand graficul se observa faptul ca cantitatea de solutie chimica C' rezul-
tata In urma reactiei dintre substantele A si B creste atat timp cat in reactie
intervin ambele solutii A si B. Cand cea care este mai putina se termina
atunci cantitea de solutie C' devine constanta. Cu alte cuvinte, dacd « este
cantitatea initiala de substanta A si 8 este cantitatea initiald de substanta B,
atunci la finalul reactiei cantitatea de substanta C' va fi min{c, 8}.

3.3. Diluarea unei solutii. [[1], [3], [4], [6]] Se considerd un rezervor care
contine un volum Vj de saramura(apa amestecata cu sare). Volumul se méasoara
in litri, iar solutia contine a g de sare.

O alta solutie care contine b g de sare per litru este turnata in rezervor cu o
rata de e 1/min gi, in acelasi timp, solutia amestecata iese din rezervor cu o rata
egala cu f 1/min. Problema constd in a gasi cantitatea de sare din rezervor
la momentul ¢. Fie Q(t) cantitatea de sare din rezervor la momentul ¢. Rata
cu care cantitatea de sare din rezervor se schimba este d@/dt, egala cu rata
cu care sarea intra in rezervor minus rata cu care sarea paraseste rezervorul.
Sarea intra in rezervor cu o rata de b-e g/min. Pentru a determina rata
cu care sarea paraseste rezervorul trebuie sa calculam prima data volumul de
saramura care se gaseste in rezervor la momentul . Acesta este volumul initial
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Vo plus volumul de saramura adaugat, e - t, minus volumul de saramura care
iese din rezervor, f -t. Deci, volumul de saramura din rezervor la momentul ¢
este:

Vo+e-t—f-t

Concentratia de sare din rezervor la momentul ¢ este egala cu:

Q
Votet—f-t
Deci, sarea paraseste rezervorul cu o rata de:
I (vprea=r)

In concluzie, modelul matematic care descrie variatia cantitatii de sare din
rezervor este guvernat de ecuatia diferentiala:

@ =b e~ (=)

Pentru a fi mai clara constructia modelului s-a considerat cazul in care este
amestecata apa cu sare, dar modelul este valabil si pentru alte amestecuri de
substante, cum ar fi apa cu zahar sau apa cu substante chimice toxice.

Pentru a determina solutia modelului vom considera doua cazuri distincte:

Cazul L. In acest caz vom determina solutia modelului atunci cand f # e.
Ecuatia diferentiala este de tip liniar si o vom rezolva prin metoda variatiei

constantei. In primul rand vom rezolva ecuatia omogena cu variabile separabile

aQ _ f
At T T Vot(e=f)t Q

Solutia acestei ecuatii este:

Qo=C(Vo+(e~f)-)7=

In continuare consideram pe C' ca functie de timp si avem:

_f
@Qp=Ct) Vo+(e—f)-t)7<
Derivam (), in raport cu timpul si inlocuim @), si Q;) in ecuatia initiala.
Dupa simplificari se obtine:

C'(t)=b-e- (Vot(e—f) )77

Integrand avem:

e

) =b- (Vo+ e — ) - )7
Deci, Q, =b- (Vo + (e — f) - t).

Solutia generala a modelului este:

£
Q) =Qo+Qy=C-(vg+(e—f)- )T +b-(Vo+ (e~ f)-1), C €R.
Atagand conditia initiala Q(0) = a, obtinem:
f
Q) = (a—b-10) V™ - (Vo+ (e = ) T +b- (Vo + (e — f) 1)

In graficul urmator se prezinta situatia in care rata cu care solutia ames-
tecata paraseste rezervorul este mai mare decat rata cu care intra solutie in
rezervor, adica f > e. Cele trei curbe corespund situatiilor in care concentratia
de sare care intra in rezervor este mai mare, egald, respectiv mai mica decat




70 Oana-Georgiana TOMA

cea existenta deja in rezervor. Consideram ¢y = Vio concentratia de sare din
rezervor la momentul initial.
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Figura. 3.3 — Variatia cantitatii de sare cand f > e

b > cp: rosu
b = cp: verde
b < c¢p: albastru

Se observa ca atunci cand concentratia saramurii care intra in bazin este mai
mare decat cea deja existenta in bazin, cantitatea de sare cregte, iar apoi scade
si in timp tinde la zero, deoarece la un moment dat in rezervor nu va mai exista
lichid de amestecat datoritd faptului ca debitul cu care amestecul iese din
rezervor este mai mare decat debitul cu care intra o noua solutie. In cazul in
care cele doua concentratii sunt egale cantitatea de sare din bazin scade odata
cu scaderea cantitatii de saramura din rezervor. Atunci cand concentratia din
saramura care intra in rezervor este mai mica decat concentratia saramurii
deja existenta, cantitatea de sare scade, tinzand in timp la zero. Deci, oricat
ar fi concentratia de sare din solutia care este adaugata in rezervor, in timp
cantitatea de sare tinde la zero datorita faptului ca debitul cu care solutia iese
din bazin este mai mare decat debitul cu care intra saramura in rezervor.

Situatia in care rata cu care solutia intra in rezervor este mai mare decat
rata cu care solutia iese din rezervor, adica f < e, este prezentata in graficul de
mai jos. Cele trei curbe corespund situatiilor in care concentratia de sare care
intra in rezervor este mai mare, egala, respectiv mai mica decat cea existenta
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deja in rezervor. Consideram cy = Vio concentratia de sare din rezervor la

momentul initial.
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Figura. 3.4 — Variatia cantitatii de sare cand f < e

b > cp: rosu
b = ¢g: verde
b < cp: albastru

Analizand graficul de mai sus observam ca atunci cand concentratia de sare
din solutia adaugata in rezervor este mai mare, respectiv egala cu cea existenta
deja, cantitatea de sare creste in timp tinzand la infinit. In cazul in care
concentratia de sare adaugata este mai mica decat cea existenta, cantitatea de
sare scade pana cand se stabilizeaza, apoi incepe sa creasca, in timp tinzand
la infinit. Cresterea nelimitatd a cantitatii de sare se datoreaza faptului ca
debitul cu care intra solutie in bazin este mai mare decat debitul cu care iese.

Cazul II. In acest caz vom considera ci rata cu care saramura intrd in
rezervor este egald cu rata cu care amestecul din rezervor iese, adica f = e.
Notand e = f =: r modelul devine:

aQ T _
dt + Vo Q =b-r
Ecuatia liniara se rezolva asemanator cu cea de la primul caz. Primul pas
consta in rezolvarea ecuatiei omogene cu variabile separabile:

dQ -
Qi Q=0

Solutia acestei ecuatii este:

T

Qo=C-e %"



72 Oana-Georgiana TOMA

Considerand pe C ca functie de timp, avem:

R . .. . R e e 1y o
Derivand @) in raport cu ¢ si inlocuind @), si ), In ecuatia initiald si facand
simplificarile convenabile obtinem:

C't)=b-r-e%’

Integrand avem ca C(t) =b- Vj - e%o,
Deci, @, = b - Vp si solutia generala a modelului este:

Q(1) :Q0+Qp=C-e_VL0't+b'VO
Atagand conditia initiala Q(0) = a, obtinem:
Q) = (a—b-Vp)-e 0" +b- 1
Valoarea de echilibru se determina rezolvand ecuatia:

W _0g<=>br—L Q=0

0

Rezolvand ecuatia in raport cu ) obtinem punctul de echilibru:
Q=b-V

Situatia in care rata cu care solutia intra in rezervor este egald cu rata cu
care solutia iese din rezervor, adica f = e, este prezentata in graficul de mai
jos. Cele trei curbe corespund situatiilor in care concentratia de sare care intra
in rezervor este mai mare, egald, respectiv mai mica decat cea existenta deja in
rezervor. Consideram cy = % concentratia de sare din rezervor la momentul

. .o, . VO
initial.
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Figura. 3.5 — Variatia cantitatii de sare cand f =e

b > cp: rosu
b = ¢g: verde
b < ¢g: albastru

Analizand graficul de mai sus se observa faptul ca atunci cind concentratia
de sare din solutia care intra in rezervor este mai mare decat concentratia
care exista deja, cantitatea de sare creste pana cand atinge valoarea de echili-
bru, apoi ramane constanta. In cazul in care cele doud concentratii sunt egale
cantitatea de sare ramane constanta in timp fiind egala cu cea initiala. In
cazul in care concentratia sarii din saramura adaugata este mai mica decat
concentratia sarii din saramura existenta in rezervor, cantitatea de sare din
amestec scade odata cu trecerea timpului, pana cand atinge punctul de echi-
libru, apoi raméane constanta. Aspiratia, in timp, a cantitatii de sare la o
valoare constanta se datoreaza faptului ca cele doua debite sunt egale.

3.4. Exemple.

ExempLUL 1. Timpul de injumatatire al unui izotop radioactiv este acel
timp in care o anumita cantitate de substanta se injumatateste prin dezinte-
grare.

(1) Timpul de injumatatire pentru Carbonl4(C14) este 5230 ani. Determinati

rata de dezintegrare A pentru C14.

(2) Timpul de injumatatire pentru Iod131(1131) este de 8 zile. Determinati
parametrul de dezintegrare A al I131.

(3) Care sunt unitatile de masurd pentru X de la punctele a) si b) ?
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(4) Ca sa determinam timpul de injumatatire pentru un izotop, trebuie sd
pornim cu 1 000 de atomi din acel izotop si s@ masuram timpul in care
et scad la 500 prin dezintegrare sau sa luam initial 10 000 de atomi
st sa masuram timpul in care ei scad la 5 000. O sa gasim acelasi
raspuns? De ce?

(Enuntul acestei probleme se gaseste ca problema deschisa in [Paul Blan-
chard, Robert L.Devaney, Glen R.Hall, Differential Equation, pagina 17, pro-
blema 11 ], dar solulia apartine autorului acestei lucrari.)

Solutie.Fie modelul matematic:

dr
ai = —)\7“
r(0) =79

Solutia acestui model este:

r(t) = roe™
(a) Stim c& r(5230) =2 => e VB0 =10,
Dupa simplificari si logaritmare se obtine:
5230\ = [n2

De unde rezulta:
_ In2
A = =555 ~ 0.00013253
(b) Stim ca r(8) =2 => roe M =1,
Dupa simplificari si logaritmare obtinem:
A =12 ~0.08664

(c) La a) unitatea de masura pentru \ este: ani~
La b) unitatea de misura pentru X este: zile™!

(d) Da, o sa gasim acelagi raspuns, deoarece timpul de injumatatire nu

depinde de cantitatea initiala, ci doar de parametrul de dezintegrare. Deci,

pentru aceeasi substanta timpul de Injumatatire este acelasi indiferent de can-

titate, si este egal cu 1"72, unde r = constanta de dezintegrare.

1

EXEMPLUL 2. Datarea cu carbon este o metodd cu ajutorul careia se de-
termina timpul scurs de la decesul unui organism. Cantitatea izotopului de
carbon prezentd in organismele vii este aceeasi ca §i in atmosfera. Cand un
organism moare, cantitatea de carbon incepe sa scada farda a fi tnlocuitd.

Folosind rata de dezintegrare a carbonului gasita la exercitiul anterior, determinati
cat timp a trecut de la decesul unui organism, daca:

a) 2% din cantitatea initiald de carbon se gaseste acum in organism;

b) 98% din cantitatea initiala de carbon se gaseste acum in organism.(Enuntul
acestei probleme se gaseste ca problema deschisd in [Paul Blanchard, Robert
L.Devaney, Glen R.Hall, Differential Equation, pagina 17, problema 12, dar
solutia apartine autorului acestei lucrari.)



Modele matematice ce provin din chimie 75

Solutie. Fie:

Ccll—f = —rx modelul dezintegrarii radioactive
_ In2 :
T = 5350 rata de dezintegrare

xo cantitatea initiala
x(t) = xoef%t solutia modelului cu conditie initiala
a) Stim x(t) = 2%zo. De aici rezulta ca:
moe B0l = 0.02z9 => t~29 517 ani
Deci dupa aproximativ 29 517 ani de la deces, 2% din cantitatea initiala de
carbon se mai gaseste in organism.
b) Stim z(t) = 98%x. De aici rezulta ca:
:Eoe_;%ot =098xy => t~152 ani
Deci dupa aproximativ 152 ani de la deces 98% din cantitatea initiala de
carbon se mai gaseste in organism.

EXEMPLUL 3. Fosilele sunt deseori datate utilizand ecuatia diferentiala

% =—aA
unde A este cantitatea de substanid radioactiva ramasd, o este constanta si
t se mdsoard in ani. Presupundnd cd o = 1.5-1077 sd se determine vdrsta
unei fosile care contine substania radioactivd A dacd a mai ramas doar 30%
din substanta. (Enuntul acestei probleme se gaseste ca problema deschisa in
[Stephen Lynch, Dynamical Systems with Applications using Maple, pagina
39, problema 2], dar solutia apartine autorului acestei lucrari.)

Solutie. Aceasta problema va fi rezolvata folosind soft-ul matematic Maple.
Cantitatea initiala de substanta va fi considerata AO.
>restart:with(DEtools):
> ec:=diff(A(t),t)=—alpha - A(t)
cci=2 A(t) = —aA(t)
> alpha :=1.5-10""
o := 1.500000000 - 10~7
>sol:=dsolve({ec,A(0) = A0},A(t))
sol:=A(t) = AQe ™ zo000005°¢
> A:=unapply(rhs(sol),t)
A:=t — AOe~ zom00000"
>solve(A(t) = % - A0, 1)
—200030000ln( % )
>evalf(%)
8.026485360-10°
Deci, varsta fosilei este de 8.026485360-10° ani.

EXEMPLUL 4. Doud substante chimice A si B sunt combinate pentru a
forma o substanta chimica C. Viteza de reactie la momentult este proportionala
cu produsul dintre cantitatile de substante A si B care la momentul t nu au
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fost supuse reactiei(cantitatile ramase). Initial, sunt 40 de grame de substanta
A gi 50 de grame de substanta B, si pentru fiecare gram de substanta B se
folosesc 2 grame de substanta A. Se observd ca 10 grame de substanta C se
formeaza in 5 minute. Ce cantitate de substanta C se formeazda dupa 20 de
minute? Care este cantitatea limitatd de substanta C' dupd mult timp? Ce
cantitati de substante A si B raman dupa mult timp? (Enuntul acestei pro-
bleme se gaseste ca problema deschisa in [Dennis G. Zill, A first Course in
Differential Equations with Modeling Applications, pagina 101, problema 9|,
dar solutia apartine autorului acestei lucrari.)

Solutie. Fie X(t) cantitatea de substanta C' rezultata in urma reactiei la
momentul ¢. Avem ca:
X(0)=0
X(5) =10
Daca a grame din substanta A reactioneaza cu b grame din substanta B
presupunem ca se formeaza 2 grame de substantd C. Avem ca:

a+b=2
a=2b
Rezolvand sistemul gésim cd a = 2(2) si b = 2(3). Deci, la momentul ¢

raman 40 — %X g de substanta A si 50 — %X g de substanta B. Stim ca:

X o (40 — 2X)(50 — 1 X)

Ceea ce este echivalent cu:
dx
Primul pas in rezolvarea ecuatiei este separarea variabilelor:

dX _
=) (150=x) — kdt

Descompunand produsul din stanga egalului in diferenta de doua fractii si
apoi integrand obtinem:
In30=X = 90kt + C1, C1 € R
Aplicand functia exponentiald avem:

150—X _ 90kt
sox = Cue

Atagand conditia initiala X (0) = 0 expresiei de mai sus obtinem constanta
C1 = 3 i pe urm4 atasand conditia X (5) = 10 se determina c& 90k = 0.0226.
Inlocuind cele determinate in expresia de mai sus si rezolvand ecuatia in vari-
abila X se gaseste solutia modelului:

0.0226t _1

X(t) = 30052002%

Dupa 20 de minute vor fi X (20) = 29.26 grame de substanta C'.
Cantitatea de substanta C' dupa mai mult timp se determina calculand
limita:
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lim X (¢) = 60
t—o00

Deci, cand t — oo cantitatea de substanta C' va fi de 60 de grame.
Cantitatile de substante A si B care raman dupa o perioada lunga de timp
se determina astfel:
40 — %60 =0 g de substanta A
50 — %60 = 30 g de substanta B

EXEMPLUL 5. Sa se rezolve problema anterioard dacd initial sunt 100 de
grame de substantd chimica A. Dupd cat timp substanta chimica C este
Jumdatate formata? (Enuntul acestei probleme se gaseste ca problema deschisd
in [Dennis G. Zill, A first Course in Differential Equations with Modeling
Applications, pagina 101, problema 10|, dar solutia apartine autorului acestei
lucrari.)

Solutie. Conform datelor de la problema anterioara avem ca:
X o (100 — 2X)(50 — £ X)
Ceea ce este echivalent cu:
4X — k(150 — X)(150 — X) = k(150 — X)?

dt
Primul pas in rezolvarea ecuatiei este separarea variabilelor:
dX _
(150—X)2 — kdt

Integrand obtinem:
ﬁ :kt+01, C]_ EIR,

De unde rezulta:

_ 150kt+150C; —1
X(t) = kt+C1

Atagand conditia initiala X (0) = 0 expresiei de mai sus obtinem constanta
Ci = ﬁ si solutia modelului:

__ 22500kt
X(t) — 150kt+1

Pentru a determina constanta de proportionalitate vom rezolva ecuatia
X (5) = 10, de unde se obtine £ = 1/10500. Deci cantitatea de solutie chimica
la momentul ¢ este data de legea:

X(t) = tlj%

Cantitatea de substanta C formata la finalul reactiei se determina calculand
limita:

lim X (t) = 150

t—o0
Pentru a determina dupa cat timp va fi formata jumatate din cantitatea de
substanta trebuie sa rezolvam ecuatia X (¢) = 150/2, unde necunoscuta este
timpul. Solutia ecuatiei este ¢ = 70. Deci, dupa 70 de minute va fi formata
jumatate din cantitatea de substanta C.
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EXEMPLUL 6. Cand anumite tipuri de substante chimice se amesteca, rata
cu care noul compus este format este modelata de ecuatia diferentiald auto-
noma:

X = k(o — X)(8 — X)

unde k > 0 este constanta de proportionalitate si B > « > 0. Aici X(t)
reprezintd numdrul de grame de substantd nou formatd la momentul t.

(a) Utilizati un portret fazic pentru a determina comportamentul functiei
X(t) cand t — oo.

(b) Se considerd cazul cind o = (. Sa se utilizeze un portret fazic care
descrie comportamentul functiei X (t) candt — oo $i X (0) < « si cand X (0) >
Q.

(c) Verificati daca solutia ecuatiei diferentiale in cazul in care k = 1 gi
a = este X(t) = a—1/(t+c). Gasiti o solulie care indeplineste conditia
X(0) = «/2. Apoi gasiti o solutie care indeplineste conditia X (0) = 2a.
Realizati graficul celor doud solutii. Comportamentul acestor functii cand t —
oo este similar cu cel al functiilor de la punctul b? (Enuntul acestei probleme se
gaseste ca problema deschisa in [Dennis G. Zill, A first Course in Differential
Equations with Modeling Applications, pagina 46, problema 42], dar solufia
apartine autorului acestei lucrari.)

Solutie. (a) Solutia acestei probleme va fi data cu ajutorul soft-ului mate-
matic Maple:
>restart:with(DEtools):with(plots):
>ec:=diff (X (t),t)=k - (alpha — X (t)) - (beta — X (1))
eci= 4 X (1) = h(a — X(1))(8 - X (1))
Pentru a determina portretul fazic trebuie sa dam valori particulare con-
stantelor k, « si 8.
>k:= 5%0 : alpha := 20 : beta := 60 :
Solutia modelului pentru valorile pariculare amintite mai sus este:
>sol:=dsolve({ec,X (0) = 0},X (¢))
sol:=X(t) = 60(c3*~1)

>f::X—)k:-(alphgé—}X')-(beta—X)
fi=X—kla—X)(B-X)
>ec:=diff (X (t),t)=f(X(t))
eci=24 X () = 25(20 — X (1))(60 — X (t))
Punctele de echilibru ale modelului sunt:
>pct_ech:=solve(f(X) =0, X)
pct_ech:=20,60
>DEplot(ec,X (t),t=-5..5,[[ X (0)=10],[ X (0)=15],[ X (0)=20],[ X (0)=25]
,[X (0)=40],[X (0)=60],[X (0)=65], X (0)=70]])
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Figura. 3.6 — Portret fazic(1)

Analizand portretul fazic de mai sus se observa faptul ca atunci cand
conditiile initiale sunt mai mici decat punctul inferior de echilibru(20) sau
mai mari decat acesta, dar mai mici decat 60(al doilea punct de echilibru),
X (t) tinde la punctul de echilibru inferior. Daca conditiile initiale sunt mai
mari decat 60, atunci X (¢) va tinde la infinit.

(b) Pentru a determina solutia la punctul (b) se considera a = §.

>alpha:=20:beta:=20:
>sol:=dsolve({ec,X (0) = 0},X (¢))
sol:=X(t) = Tﬁo(ei%:_l)
3e25°—1
>fi=X — k- (alpha — X) - (beta — X)
fi=X - k(o — X)(— X)
>ec:=diff (X (t),t)=f(X (1))
ec:=%X(t) = ﬁ(% — X(t))?
>pct_ech:=solve(f(X) =0, X)
pct_ech:=20,20

Observam ca punctul de echilibru este chiar a.

>DEplot(ec,X (t),t=-10..10,[[ X (0)=10],[ X (0)=15],[ X (0)=20],[ X (0)=25]
[X (0)=40]))



80

Oana-Georgiana TOMA

PV AV AV A A A e
PP A A A A AV e

VAV AV A AV A A A
PP A AP AV AV A N g A

Pl P i a
e e Bl
S B e
P e || = S

e

RS N S S S S S SN SSS—SS— S S —

A ——

Figura. 3.7 — Portret fazic(2)

Analizand portretul fazic se observa ca daca X (0) < «, atunci X(¢) tinde
la o cand t — oo, iar cand X (0) > «, atunci X () — oc.
(c) Solutia de la punctul (c) se regaseste in liniile urmatoare:
>restart:with(DEtools):with(plots):
>ec:=diff(X (t),t)=(alpha — X (t))?
cc=4X(t) = (a — X(t))?
>sol:=dsolve(ec,X (t))
sol:=X(t) = 'Clg+f_‘i_l
Solutia generald a ecuatiei determinati mai sus este echivalentd cu forma
data in enunt.
Pentru a putea reprezenta grafic trebuie sa-i dam constantei alpha o valoare
numerica.
>alpha:=20
o =20
> fi=X — (alpha — X)?
fi=X — (a — X)?
>pct_ech:=solve(f(X)=0,X)
pct_ech:=20,20

>soll:=dsolve({ec,X (0) = al’;ha},X(t))
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soll:=X(t) = 10(20t+1)

1041
>yl:=unapply(rhs(soll),t)
L 10(20t41)
yli=t = =571

>pl:=plot(20,t = —50..50,color=blue, linestyle=longdash):
>p2:=plot(y1l(t),t = —50..50):

>display(pl,p2)
22
21
——— 2+
19
[
-40 =20 0 20 40

Figura. 3.8 — Grafic(1)

Analizand graficul de mai sus se observa faptul ca daca conditiile initiale
sunt mai mari decat solutia de echilibru, atunci X (¢) tinde la infinit cand

t — oo. In caz contrar, daca conditiile initiale sunt mai mici decat solutia de
echilibru, atunci cantitatea de substanta nou formata tinde in timp la punctul

de echilibru.

>sol2:=dsolve({ec,X (0) = 2 - alpha},X(t))
sol2:=X(t) = 400101

206—1
>y2:=unapply(rhs(sol2),t)
40(10t—1
y2:i=t — 50;1 )

>p3:=plot(y2(t),t = —50..50):
>display(p1l,p3)
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Figura. 3.9 — Grafic(2)

Analizand graficul de mai sus se observa ca functia modelatd are acelasi
comportament ca aceea studiata anterior.

Comportamentul functiilor este similar cu cel al functiilor de la punctul (b).

EXEMPLUL 7. Un bazin mare este partial umplut cu 100 de galoane de fluid
in care s-au dizolvat 10 livre de sare. Saramura care confine o jumatate de livra
de sare per galon este pompata in bazin cu o ratd de 6 gal/min. Solutia bine
amestecatd este pompatd afara cu o rata de 4 gal/min. Sa se gaseascd numdarul
de livre de sare din bazin dupa 30 de minute. (Enuntul acestei probleme se
gaseste ca problema deschisa in [Dennis G. Zill, A first course in Differential
Equations with Modeling Applications, pagina 91, problema 27), dar solufia
apartine autorului acestei lucrari.)

Solutie. Se gtie ca:

Vo =100
=
e=206
f=4
Q(0) =10

Se cere Q(30) =7.
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Avem ecuatia diferentiala:
dQ 2 _
@ tp@ =3
Prima data rezolvam ecuatia omogena cu variabile separabile

Q _ 2
dt — 50+t

a carei solutie este:

Qo = C(50 4 t)~2
In continuare, privim pe C' ca functie de ¢ si avem:

Qp=C(t)(50 +t)~2
Derivand @), in raport cu timpul si Inlocuind @), si Q;, in ecuatia initiala se
obtine:

C'(t) = 3(50 + t)?
Integrand obtinem C(t) = (50 + ¢)3 si imediat rezultd @, = 50 + ¢.
Solutia generald a ecuatiei este:

Q) =Qo+Qy=C(B0+1t)2+50+t, CcTR
Atasand conditia initiala obtinem:
Q(t) = —105(50 + )72 + 50 + ¢

Pentru a gasi numarul de livre de sare din bazin dupa 30 de minute, vom

calcula Q(30) = 64.375 livre de sare dupa 30’.

EXEMPLUL 8. Un lac industrial este plin cu 100 m® de apd curatd. Apd
contaminatd cu o substantd chimicd toxicd de concentratie 0.0002kg/m? este
pompatd in lac cu o ratd de 0.5m3/min. Continutul este amestecat bine i pe
urmd este pompat afard din lac cu aceeasi ratd. Sda se scrie problema cu valori
initiale pentru concentratia contaminata C(t) care se gaseste in lac la orice
moment t. Determinafi concentratia de echilibru. Gasiti o formuld pentru
concentratia c(t). (Enuntul acestei probleme se gaseste ca problema deschisa in
[J. David Logan, A first course in Differential Equations, pagina 49, problema
2], dar solufia apartine autorului acestei lucrari.)

Solutie. Din datele problemei avem urmatoarele:

Vo =100
b = 0.0002
e=20.5
f=05

Modelul matematic care descrie variatia cantitatii de substanta chimica din
lac este dat de ecuatia diferentiala:
dc 1 _
G T 300C = 0.00001
Deoarece initial in lac se afla doar apa curata avem conditia initiala C'(0) =

0. In concluzie, problema cu valori initiale pentru concentratia contaminata
la momentul ¢ este urmatoarea:
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C0)=0

Fie dC/dt = f(C), unde f(C) = 0.00001—C/200. Concentratia de echilibru
este solutia ecuatiei f(C) = 0, adicd C = 0.002 kg/m3.
Pentru a gasi solutia problemei cu valori initiale data mai sus vom rezolva

ac 1
{dt + 555 C = 0.00001

ecuatia liniara in doua etape. In primul rand se rezolva ecuatia omogena cu
variabile separabile:

dc 1
G T a0C =0
Solutia acestei ecuatii este:
Co=Ce ', CeR
t

In continuare il vom privi pe C ca functie de timp si avem: C), = C(t)eino .
Derivand C), in raport cu timpul, apoi inlocuind C), si C’; in ecuatia initiala
se obtine:

C(t) = 10520’

Integrand, se obtine C(t) = 200 - 105 300" si inlocuind C(t) in expresia lui
Cp, avem ca C, = 100 - 107°.
Solutia generala a modelului este:

C(t)=Co+Cp=Ce mm' +200-10"°, C e R
Atagand conditia initialda C'(0) = 0, se obtine:
C(t) =200 - 1075(1 — e~ 300")

ExXEmMPLUL 9. Un rezervor mare este umplut cu 500 galoane de apa curata.
Saramura confinand 2 livre de sare per galon este pompatd in rezervor cu o
rata de 5 gal/min. Solutia bine amestecatd este pompata afard cu aceeasi ratd.
Sa se gaseasca numarul A(t) de livre de sare din rezervor de la momentul t.
(Enuntul acestei probleme se gaseste ca problema deschisd in [Dennis G. Zill,
A first Course in Differential Fquations with Modeling Applications, pagina
91, problema 23], dar solufia apartine autorului acestei lucrari.)

Avdnd in vedere datele de la problema anterioara, care este concentratia c(t)
a sarii din rezervor la momentul t? Dar lat =5 min? Care este concentratia
sarit din rezervor dupd mai mult timp, adicd atunci cand t — oo ? Dupd cat
timp concentratia de sare din rezervor este egald cu jumdtate din valoarea la
limita? (Enuntul acestei probleme se gaseste ca problema deschisa in [Dennis
G. Zill, A first Course in Differential Equations with Modeling Applications,
pagina 91, problema 24], dar solutia apartine autorului acestei lucrari.)

Sa se rezolve problema diluarii folosind datele de la problema 23(problema 9
in cazul nostru) cu presupunerea cd solutia este pompatd afara cu o rata de 10
gal/min. Dupa cdt timp rezervorul se goleste? (Enuntul acestei probleme se
gaseste ca problema deschisa in [Dennis G. Zill, A first Course in Differential
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Equations with Modeling Applications, pagina 91, problema 25], dar solufia
apartine autorului acestei lucrari.)

Solutie. Deoarece ultimele trei probleme enuntate au legatura intre ele se va
da o singura solutie construita cu ajutorul soft-ului matematic Maple care va
raspunde la toate intrebarile propuse in cele trei enunturi de mai sus.
>restart:with(DEtools):
In primul rand se defineste forma generala a modelului diluarii:
>ec:=diff(A(t),t)=b-e — Wt—ﬁt - A(t)

eci=2 A(t) = be — etf?%
>V0:=500:b:=2:e:=5: f:=5:
Pentru valorile particulare date la problema 9 se determina numarul A(t)
de livre de sare din rezervor la momentul .
>sol:=dsolve({ec,A(0) = 0},A(t))
sol:=A(t) = 1000 — 1000~ 105"
Pentru a raspunde intrebarilor de la problema 10 se determina concentratia
la momentul ¢ care este egala cu cantitatea de sare din rezervor de la momentul
t impartita la volumul de saramura din rezervor de la acelasi moment.

>c:=unapply (subs({V0 = 500, = 5, f = 5, A(t) = 1000—1000e~ 10"}, poA2l) 1)
t

ci=t — 2 — 2¢” 100

Dupa 5 minute concentratia va fi:

>c(5)
2 — 2
>evalf(%)
0.097541151
Dupa mai mult timp, adicd atunci cand ¢ — oo concentratia va fi:
>limit(c(t),t=infinity)
2

Timpul dupa care concentratia de sare din rezervor este egala cu jumatate

din valoarea la limita, adica cu 1, se determina astfel:
>solve(c(t)=1,t)
100In(2)
Pentru a determina solutia de la problema 11, se atribuie lui f valoarea 10:
>f:=10:
>soll:=dsolve({ec,A(0) = 0},A(t))
soll:=A(t) = —10t 4+ 1000 — 75 (t — 100)?
>A:=t — —10t + 1000 — 1= (¢t — 100)?
A:=t — —10t 4 1000 — ;5(t — 100)?

Timpul dupa care rezervorul se goleste se determina in doua moduri. Unul
dintre aceste moduri este rezolvarea ecuatiei A(t) = 0, adica determinarea
timpului dupa care in rezervor nu mai este deloc sare. Se va observa ca ecuatia
are doua solutii: 0 si 100. Evident solutia ¢ = 0 nu este buna, aga ca timpul
dupa care rezervorul se goleste va fi de 100 de minute.
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>solve(A(t) = 0,t)
0,100
Cea de-a doua metoda consta in determinarea timpului la care in rezervor
sunt 0 galoane de saramura.
>solve(VO+e-t— f-t=0,1)
100

ExEmpPLUL 10. Un lac contine initial 1 000 000 de galoane de apa care nu
are in compozitia sa substante chimice nedorite. Apa care contine 0.01 g/gal
substante chimice, este pompatd in lac cu o rata de 300 gal/ora si cu aceeasi
ratd apa astfel amestecatd iese din lac. Se presupune ca substania chimicd
este distribuitd uniform in lac.

(a) Fie Q(t) cantitatea de substantd chimicda din lac la momentul t. Sa se
scrie o problema cu valori initiale pentru Q(t).

(b) Sa se rezolve problema de la punctul (a) pentru Q(t). Ce cantitate de
substanta chimica se afla in lac dupd un an?

(¢) Dupa un an sursa de substanta chimica este inlaturata si in lac curge
apad curata, iar amestecul iese din lac cu aceeasi rata. Sa se scrie problema cu
valori initiale care descrie noua situatie.

(d) Sa se rezolve problema cu valori initiale de la punctul (c¢). Ce cantitate
de substanta chimica ramane in lac dupa inca un an(doi ani de la inceputul
problemei)?

(e) Cat timp dureaza pentru ca Q(t) sa se reducd la 10 g?

(f) Sa se reprezinte grafic Q(t) pentru 3 ani. (Enuntul acestei probleme se
gaseste ca problema deschisa in [William E. Boyce, Richard C. DiPrima, Ele-
mentary Differential FEquations and Boundary Value Problems, Seventh Edi-
tion, pagina 16, problema 14], dar solutia apartine autorului acestei lucrari.)

Solutie.
(a)
Q _ g _ 39
dt 10000
Q(0) =0
(b) In primul rand se determing solutia ecuatiei omogene cu variabile sepa-
rabile atasate:
dQ 3Q
dt — ~ 10000

care este:
Qo(t) = Ce307" CeR

In continuare se considers Q,(t) = C(t)e=3107"  Derivand Qp(t) in raport
cu timpul si apoi inlocuind pe @), si Q; in ecuatia initiala, dupa simplificari
se obtine:

C’(t) —3. 63-10_41‘,

Integrand si inlocuind C(¢) in expresia lui @), obtinem solutia generala a

ecuatiei:
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Q(t) = Qo+ Qp = Ce=¥107" 4 10
Atagand conditia initialda Q(0) = 0 se obtine solutia modelului:
Q(t) = 10%(1 — 3107

Dupa un an care are 365 de zile a cate 24 de ore fiecare, cantitatea de
substanta chimica din lac va fi:

Q(365 - 24) = 10%(1 — ¢~3107"365:24) — 927777 o

(c) Problema cu valori initiale care descrie noua situatie este:

d _
19— _3.1071Q
Q(0) = 9277.77

(d) Problema de la punctul (c) este una cu variabile separabile, iar solutia
generala a acesteia este:
Q(t)=Ce 307" CeR
Atasand conditia initiala, se obtine:
Q(t) = 9277.77¢=3107"

Dupa inca un an de 365 de zile a cate 24 de ore, cantitatea de substanta
chimica din lac va fi:

Q(365 - 24) = 9277.77 - e=31071:365-24 — 67007 g.
(e) Se cere a se determina t astfel incat Q(¢) = 10, ceea e echivalent cu:
9277.77 - 3107 = 10

Rezolvand ecuatia de mai sus se obtine ¢ = 22775.97 ore, ceea ce inseamna
2.60 ani.

(f)
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Figura. 3.10 — Variatia cantitatii de substanta chimica din lac

Graficul rosu reprezinta variatia cantitatii de substanta chimica din primul
an. Aceasta creste deoarece este pompatd in continuu apd contaminatd in
lac. Graficul albastru reprezinta variatia cantitatii de substanta chimica din
lac dupa ce este sistata furnizarea apei contaminate. Se observa ca in timp
aceasta scade, deoarece apa din lac este amestecata constant cu alta curata,
iar cea contaminata iese din lac.

EXEMPLUL 11. Se presupune c¢d o camerd contine initial 1200 ft® aer care
nu contine monoxid de carbon. La momentul de timp t = 0 este introdus in
camera fum de tigarda care are o concentratie de 4% de monoxid de carbon cu
o ratd de 0.1 ft3/min si aerul astfel amestecat pardseste camera cu aceeasi
rata.

(a) Sa se gaseasca expresia concentrafiei x(t) de monozid de carbon din
camerd la orice moment de timp t > 0.

(b) Ezpunerea indelungata la o concentralie de monoxid de carbon de pina
la 0.00012 este daundatoare corpului uman. Gasiti momentul de timp T la
care este atinsa aceasta concentratie. (Enuntul acestei probleme se gaseste
ca problema deschisa in [William E. Boyce, Richard C. DiPrima, Elementary
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Differential Fquations and Boundary Value Problems, Seventh Edition, pagina
60, problema 19], dar solutia apartine autorului acestei lucrari.)

Solutie. (a) Modelul matematic care descrie variatia cantitatii de monoxid
de carbon din camera este dat de ecuatia diferentialé:

dQ __ .
95 =004-01-0.1- 1200
Pentru a determina solutia acesteia, in primul rand se rezolva ecuatia omo-

gena cu variabile separabile atasata:
dQ _
=015

a carei solutie este:

Qo(t) = 1200 , C €R.

A~ 1
In continuare, se considera Qp(t) = C(t)e —1505¢, Derivand @p in raport

cu timpul si apoi inlocuind @), si Q; in expresia initiald, dupa simplificari, se
obtine:

C’'(t) = 0.04-0.1 - e1200"

Integrand si inlocuind C(t) in expresia lui @), se obtine apoi solutia generala
a modelului:

Q() = Qult) + @y(t) = Ce 10" + 48
Atagand conditia initialda Q(0) = 0 se obtine:
Q(t) = —48¢~ 120" 4 48
Concentratia de monoxid de carbon din camera la momentul ¢ se determina
impartind cantitatea de monoxid de carbon la volumul total de aer din camera:
x(t) = %ﬁot_l) = —0.04(e” 100! — 1)

(b) Se cere a se determina 7 =7 astfel incat z(7) = 0.00012, ceea ce este
echivalent cu:

0.04(1 — e~ 2000 ) = 0.00012
Rezolvand ecuatia de mai sus se obtine:
7 = 36.05 min.

BIBLIOGRAFIE

[1] Paul Blanchard, Robert L. Devaney, Glen R. Hall, Differential Equations, Third Edition

[2] William E. Boyce, Richard C. DiPrima, Elementary Differential Equations and Boun-
dary Value Problems, Seventh Edition

[3] J. David Logan, A First Course in Differential Equations

[4] Stephen Lynch, Dynamical Systems with Applications using Maple, Second Edition

[6] Marcel-Adrian Serban, Ecuatii si sisteme de ecuatii diferentiale, Presa Universitara
Clujeana, 2009

[6] Dennis G. Zill, A first Course in Differential Equations with Modeling Applications,
Tenth Edition



90 Oana-Georgiana TOMA

Facultatea de Matematica si Informatica
Universitatea Babes-Bolyai, Cluj-Napoca
e-mail: oanageorgiana44@yahoo.com



