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FRUMUSETEA UNOR PROBLEME DE GIMNAZIU

Toana-Alexandra Somitca

Lucrarea colecteaza 10 probleme care se adreseaza in special elevilor de
gimnaziu. Aceste probleme au fost extrase din [1] si [2]. Domeniile vizate
de aceste probleme sunt in principal logica matematica gi teoria numerelor.
Motivatia principala a articolului este de a oferi materiale pentru orele de clasa
si cercuri de elevi. Solutiile problemelor sunt detaliate dand posibilitatea de a
fi intelese de cititorii elevi. Precizam ca unale solutii sunt diferite de cele care
apar in [2].

Problema 1. [1, Problema 8 Aflati toate perechile de numere naturale
(a,b), a > b, a caror suma este 137 si pentru care 37 divide diferenta lor.

Solutie. Din enunt deducem

a+b=137¢ a — b= 37k, unde k € N.

Astfel 2b = 137 — 37k ceea ce implica faptul cd numarul k£ este impar.

Pentru k =1, avem b =50 si a = 87.

Pentru k = 3, avem b = 13 si a = 124.

Pentru & > 5, 2b + 37k > 2b + 185 > 137 si nu mai avem solutii. Astfel,
perechile cautate sunt (87,50) si (124, 30).

Problema 2. [1, Problema 1 de la pagina 99] Determinati numerele natu-
rale n, n + 2 si n + 4 stiind ca sunt simultan numere prime.

Solutie. Cazul 1. Daca n = 2, obtinem tripletul (2,4,6) care nu sunt
simultan prime.

Cazul 2. Fien € N, n > 3. Atunci n are una dintre urméatoarele forme: 3k,
3k + 1 sau 3k + 2.

Daca n = 3k si n este prim, rezulta n = 3. Tripletul (3,5,7) satisface
cerintele problemei.

Daca n = 3k + 1, atunci (n + 2) este divizibil cu 3.

Daca n = 3k + 2, atunci (n + 1) este divizibil cu 3.

In consecinta nu mai obtinem alte solutii.

Comentarii. 1) Doua numere prime a caror diferenta este 2 se numesc
numere prime gemene. De exemplu (5,7), (11,13), (17,19).

2) Problema precedentd arata ca existd o singura formatie de 3 numere
prime trigemene, adica de forma n, n 4+ 2, n + 4. Aceasta este (3,5,7).

Problema 3. [2, Problema 235] Un copil are trei borcane cu vopsele de
culori diferite. In cate moduri diferite poate vopsi un gard format din 10
scanduri astfel incat orice doua scanduri alaturate sa aiba culori diferite si el
sa foloseasca culori din toate cele trei vase?
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Solutie. Fie c¢q,c9,c3 cele 3 culori. Prima scandura poate fi vopsita in
oricare dintre cele 3 culori (adica vor fi 3 variante). Pentru continuarea
rationamentului, reamintim un principiu elementar de calcul, si anume:

Daca un lucru poate fi facut in p moduri si altul in ¢ moduri, atunci cele
doud lucruri pot fi realizate tn p - ¢ moduri.

In cazul nostru fiecare scanduri din cele 9 poate fi vopsita in una dintre cele
doua culori diferite de cea anterioara. Astfel obtinem

3x2x2x...x2=23x2%=1536.
N ——
9 pozitii

In cazurile de mai sus, au fost incluse gi variantele in care s-au folosit doar
doua culori. De exemplu, daca primele doua scanduri au culorile ¢q, ¢, atunci
respectand ipoteza avem urmatoarea posibilitate de a vopsi cele 10 scanduri

(617 02)7 (Cla 62)7 (Clv 62)5 (Cl) 02)7 (Cla 02)-
Analog pentru cazurile (cg,c1), (c1,c3), (¢3,c1), (c2,c3), (c3,c2).
S-au obtinut 6 cazuri in care s-au folosit doar 2 culori. Solutia problemei

este
1536 — 6 = 1530.

Problema 4. [2, Problema 109] O lacusta sare pe un plan astfel incat lun-
gimea fiecarei sarituri este de doua ori mai mare decat a sariturilor precedente.
Poate lacusta sa se intoarca vreodata in punctul de plecare?

Solutie. Sa presupunem ca lungimea primei sarituri este egala cu d (d > 0)
si dupa n sarituri (n > 3) s-ar intoarce in punctul initial. Atunci drumul
lacustei ar fi o linie frantd Inchisa A;As... A, A1 cu segmente de lungimi
d,2d,2%d,..., 2" 'd. Deoarece cea mai scurta distantd dintre A; si A, este
A1 A, putem scrie

A1As + AsAsz + ...+ A1 4y > A1A,
d+2d+22d+...+2"2d > 2" 1q.

Se obtine 2”71 — 1 > 277! ceea ce este o contradictie.

In concluzie, lacusta nu se poate intoarce niciodata in punctul de plecare.

Problema 5. [2, Problema 1] Se poate plati suma de 125 unitati bancare
cu 50 de monede/bancnote de valori 1, 3 si 57 Precizam ca trebuie folosite
toate cele 3 tipuri de monede/bancnote.

Solutie. Fie a, b respectiv ¢ numarul monedelor/bancnotelor cu valoarea
de 1, 3 respectiv 5 unitati bancare. Din enuntul problemei deducem ecuatiile:

l-a+3-b+5-c=125, (1)
a+b+c=50. (2)
Daca vom considera toate numerele a, b, ¢ pare, deducem ca relatia (1) este
falsa.
Daca un singur numar este impar, relatia (2) este falsa.
Daca doua numere sunt impare, relatia (1) este falsa.
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Daca toate numere sunt impare, relatia (2) este falsa.

In concluzie, nu se poate plati suma ceruta in conditiile date.

Problema 6. [2, Problema 2.2] Mai multi copii grupati in perechi (o fata si
un baiat) au venit intr-o padure pentru a culege ciuperci. In final s-a constatat
ca in cadrul fiecarei perechi, baiatul a cules fie de doua ori mai multe ciuperci
decat fata, fie de doua ori mai putine ciuperci decat fata. Este posibil ca
intregul grup de copii sa fi cules 2018 ciuperci?

Solutie. Precizam ca pentru fiecare pereche sunt doar doua moduri posibile
de culegerea a ciupercilor..

(i) Fata a cules x ciuperci si baiatul 2z ciuperci

sau

(ii) Baiatul a cules y ciuperci si fata 2y ciuperci.

In ambele cazuri, numarul ciupercilor culese de fiecare pereche este divizi-
bil cu 3. In consecintii, grupul a cules un numér de ciuperci divizibil cu 3.
Deoarece 2018 nu este divizibil cu 3, raspunsul este negativ.

Problema 7. [2, Problema R70] Avem o echipa de 3 persoane. Fiecare
persoana a scris pe o coala de hartie cate 100 cuvinte distincte. Dupa aceea,
confruntand listele au sters cuvintele care au fost scrise de cel putin doua ori.
In final, pe prima foaie au rimas 45 cuvinte, pe a doua au rdmas 68 si pe a
treia au ramas 54. Sa se demonstreze ca cel putin un singur cuvant a fost scris
de toate cele 3 persoane.

Solutie. Presupunem prin reducere la absurd ca pe cele 3 liste apar doar
cuvintele scrise o singura data sau scrise de doua ori. Conform enuntului
problemei, cuvintele care apar de doua ori pe liste se elimina, deci numarul
cuvintelor sterse poate fi 0,2,4,...,150, altfel scris 2k, 0 < k < 75. Numarul
de cuvinte scris pe cele 3 liste este 300. Eliminand cuvintele scrise de doua
ori, vom obtine un numar par de cuvinte gi anume 300 — 2k, 0 < k < 75.

In realitate, au rdmas 45 4+ 68 4+ 54 = 167 cuvinte (numar impar), ceea ce
este o contradictie. Astfel, cel putin un cuvant a fost scris de 3 ori.

Problema 8. [2, Problema R35] Consideram o suprafata patratica care
asemanator tablei de sah, este impartita in 15 x 15 patrate. Fiecare patrat se
coloreaza in una din urmatoarele 3 culori distincte: ¢, c9,c3. Stiind ca s-au
folosit toate cele 3 culori, sa se demonstreze ca exista cel putin doua linii ale
suprafetei in care patratele care au o aceeasi culoare sunt In numar egal.

Solutie. Afirmam: pentru a nu avea doua linii cu acelagi numar de patrate
vopsite in culoarea cp, ar trebui sa avem cel putin 105 patrate ale tablei vopsite
in culoarea c;.

Justificare. Consideram ca pe linia ¢ sunt k; patrate vopsite cu culoarea
c1, 1 <i<15.

(a) Pe de o parte toate numerele k;, 1 < ¢ < 15, trebuie sa fie distincte (altfel
am avea doua linii care contin acelagi numar de patrate vopsite cu culoarea

Cl).



68 Toana-Alexandra Somitca

15
(b) Pe de alta parte pentru a obtine ca Z k; sa aiba valoarea cea mai mica,
i=1
avand in vedere (a), aceasta suma va fi
04+1+...4+14=105.
Analog pentru culorile ¢y si ¢3. Se obtin
3 - 105 = 315 patrate.

Contradictie cu faptul ca tabla are 225 patrate.

Problema 9. [2, Problema R134] La intrebarea despre varsta copiilor sai,
un matematician a raspuns:

”"Noi avem 3 copii. Cand s-a nascut primul, varsta insumata a membrilor
familiei era 45 ani, cand s-a nascut al treilea, cu un an in urma, era 70, iar in
acest an varstele Insumate ale copiilor sunt 14 ani.”

Care sunt varstele copiilor matematicianului?

Solutie. Fie a respectiv b, varsta actuala a mamei, respectiv a tatalui. Fie
x respectiv y varsta actuala a primului, respectiv al celui de-al doilea copil
(z > y). Conform textului problemei, in prezent, cel de-al treilea copil are 1
an. Tot din enunt, rezulta

z+y+1=14 (1)
Deoarece la nasterea primului copil, parintii aveau suma varstelor 45 ani,
putem scrie
(a —x)+ (b—x) = 45. (2)
Tot din enuntul problemei deducem
(a—1)+b-1)+(x—-1)+(y—1)="170,
adica
a+b+z+y="74 (3)

Din (1) si (3) obtinem a + b = 61. De aici relatia (2) implica x = 8 si in
final, folosind (1), obtinem y = 5.

Problema 10. [2, Problema 202] Un copil a plecat la cules ciuperci intre
orele opt si noua dimineata, atunci cand cele doua ace ale ceasului sau erau
suprapuse. S-a intors acasa intre orele doua si trei ziua, cand acele erau in
prelungire. Cat a durat plimbarea copilului?

Solutie. Reamintim: lungimea cercului este 277, lungimea unui arc de cerc

ro. . .
si lungimea unui arc de cerc

(vazut din centru sub un unghi de 1°) este 3(?00

o

wr
de a° este e
360° ) . ) )

Pe un ceas vom analiza pe rand traseul pe care il parcurge minutarul res-
pectiv orarul.

Fie  minutul cadnd dupa ora 8 acele se suprapun.

Notam cu B punctul care corespunde orei 8 si fie S punctul de pe cerc

(situat intre 8 gi 9) unde acele se suprapun.
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Minutarul in 60 minute face 360°, deci minutarul parcurge 6° pe minut.

Orarul in 12 ore face 360°. Rezulta ca in 60 minute el face 30°, cu alte
cuvinte orarul face 0,5° pe minut.

Pasul 1. Momentul plecarii (Figura 1).

Intervalul orar 8 — 9.
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Figura 1. Momentul plecarii

Fie x minutul cand se suprapun cele doua ace, in ipoteza de mai sus, res-
——
pectiv dupéd ora 8. Lungimea arcului ABS generat de orar este

2
3(:07; (240° 4 0,5%2). (1)

Lungimea arcului ABS generat de minutar este

2rr
360°

Deoarece ne intereseaza momentul suprapunerii celor doua ace, egalam relatiile

(1) si (2)

- 6°z. (2)

2rr 2rr
240° 4+ 0,5°2) = —— - 6°
3607 (2407 +0,577) = 360 - 672,
obtinand
240° = 5,5°,
adica
480
T=—= 431.
11 11

7
Deci la ora 8 gi 43— minute, copilul pleaca de acasa.

Pasul 2. Momentul sosirii (Figura 2).
Vom proceda analog pasului 1, aplicind acelasi rationament pentru inter-
valul orar 14 — 15.
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Figura 2. Momentul intoarcerii
Fie y minutul cand se suprapun cele doua ace in intervalul 14 — 15.
Deoarece a fost depasit intervalul de 12 ore in care orarul face 360°, vom
considera ora 12 ca fiind ora 0.
Lungimea arcului AB’S’ generat de orar este
27r
360°

(60° + 0,5°). (3)

Lungimea arcului AB’S’ generat de minutar este

2y
- 6%y. 4
600 0V (4)

Egaland relatiile (3) si (4), obtinem

60° = 5, 5y,
adica

120 10
=— =10—.
A TERT

4 10 3
Plimbarea a durat IGﬁ minute 4+ 5 ore + 10ﬁ minute, adica 5 ore si 27ﬁ

minute.

Precizam ca solutia datd in [2, Problema 202] indica doar o valoare apor-
ximativa a timpului scurs, deci nu are rigoarea demonstratiei prezentate de
noi.

Relativ la acest tip de problema poate fi luata in considerare urmatoarea
generalizare.

La miezul zilei si la miezul noptit minutarul si orarul oricarui ceasornic se
suprapun. De cate ori, intre miezul zilei st miezul noptii, se mai suprapune
minutarul cu orarul?

O solutie detaliata a fost data, de exemplu, de Cristina Vuscan, vezi [3].
Sunt 10 astfel de suprapuneri. Indicam mai jos momentele si pozitiile de pe
cadran corespunzatoare acestor suprapuneri.
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Suprapunerea Ora Pozitia de pe cadran
1 13 h 52 min 3208
2 14 h 1019 min 65° 2
3 15 h 167 min 98° %
4 16 h 21-% min 130°19
5 17 h 273 min 163°
6 18 h 32 min 196° 1
7 19 h 382 min 229° L
8 20 h 43 min 261° 2
9 21 h 494; min 294° 5
10 22 h 54 min 327° 2

Pentru a incheia intr-o nota optimista, daca rezolvarea acestor probleme va
mai pastra, In mintea cititorilor elevi, afirmatia ,,M-am saturat de matematica
pand in gat”, ei bine, le vom aduce aminte citatul lui Grigore C. Moisil (1906-
1973) ,,Matematica se face de la gat in sus.”
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