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O GENERALIZARE A UNEI PROBLEME REFERITOARE

LA PRIMITIVA UNEI FUNCŢII

Gheorghe Şimon

Abstract. This note shows a possible generalization of Problem 26982, G.M.-B,
number 10/2014.
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În această notă matematică vom prezenta o generalizare a Problemei 26982
din G.M.-B nr. 10/2014, autor Traian Tămâian, Carei, Satu Mare.

Teorema 1. Fie F primitiva funcţiei f : R→ R definită prin f(x) = ex
n
,

pentru orice n ∈ N∗ cu F (0) = − 2

n + 1
. Să se arate că

|F (1)− 1| ≤ 1

n + 1
.

Pentru ı̂nceput vom prezenta două rezultate ajutătoare relativ cunoscute.

Propoziţia 1. Pentru fiecare u ≥ 0 are loc inegalitatea 1 + u ≤ eu.

Demonstraţie. Fie funcţia f : [0,∞) → R definită prin f(u) = eu − u− 1.

Cum f
′
(u) = eu − 1 ≥ 0, ∀ u ≥ 0 rezultă, ı̂n baza monotoniei funcţiei

exponenţiale, că f este crescătoare. Cum f(0) = 0, atunci 0 ≤ u ⇒
f(0) ≤ f(u), adică eu − u− 1 ≥ 0. �

Propoziţia 2. Pentru fiecare u ∈ [0, 1] are loc inegalitatea eu ≤ e · u + 1.

Demonstraţie. Aplicând teorema lui Lagrange funcţiei eu pe intervalul [0, u]
cu u ≤ 1 obţinem: eu−1 = ec·u, unde 0 < c < 1. De aici rezultă că eu−1 ≤ e·u,
deoarece c ∈ (0, 1). �

Generalizare. O primitivă a funcţiei f este

x∫
0

f(t)dt şi toate primitivele

lui f sunt de forma

x∫
0

f(t)dt + C, C ∈ R.
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Din F (0) = − 2

n + 1
obţinem C = − 2

n + 1
, deci

F (x) =

x∫
0

f(t)dt− 2

n + 1
=

x∫
0

et
n
dt− 2

n + 1
.

Atunci

F (1) =

1∫
0

et
n
dt− 2

n + 1

şi obţinem că:

|F (1)− 1| ≤ 1

n + 1
⇔ 1− 1

n + 1
≤ F (1) ≤ 1 +

1

n + 1
⇔

⇔ 1− 1

n + 1
≤

1∫
0

et
n
dt− 2

n + 1
≤ 1 +

1

n + 1
⇔

⇔ 1 +
1

n + 1
≤

1∫
0

et
n
dt ≤ 1 +

3

n + 1
.

Să demonstrăm că 1 +
1

n + 1
≤

1∫
0

et
n
dt, ∀ t ∈ [0, 1]. Cum t ∈ [0, 1], atunci

tn ∈ [0, 1] şi luând u = tn ı̂n Propoziţia 1, obţinem că 1 + tn ≤ et
n

implică

1 +
1

n + 1
≤

1∫
0

et
n
dt.

Arătăm că are loc şi cealaltă inegalitate şi anume

1∫
0

et
n
dt ≤ 1 +

3

n + 1
, t ∈ [0, 1].

Atunci tn ∈ [0, 1] şi alegând u = tn ı̂n Propoziţia 2, rezultă că

et
n ≤ e · tn + 1⇒

1∫
0

et
n
dt ≤

1∫
0

(e · tn + 1)dt =
e

n + 1
+ 1 ≤ 3

n + 1
+ 1.

Observaţie. Dacă n = 2014 se obţine Problema 26982 din G.M.-B nr.
10/2014.
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