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MULTIMEA PUNCTELOR DE ACUMULARE: EXEMPLE UTILE
SI GRESELI TIPICE

Anca Grad

Abstract. It is a common practice for the high-school students to compute
derivatives of certain functions by applying formulas, ignoring the depth of the
problem concerning the actual domain on which such derivatives should be stud-
ied. Understanding thoroughly the concept of the set of accumulation points
holds the key in correctly studying limits of functions, derivatives and obviously,
asymptotes. In this article we give the definition and characterization of the set
of accumulation points, accompanied by some tricky examples which challenge
the understanding of the students, as observed in the years of practice with
Mathematics and Mathematics and Computer Science students at the lecture
and seminar of Calculus 1.
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1. INTRODUCERE

Practica cu studentii de la specializarile din domeniul Matematica conduce
inspre concluzia ca din pacate, intelegerea profunda a notiunilor cu care ope-
reaza la analizd matematica, nu este foarte temeinica. Un accent deosebit
trebuie pus pe cazurile particulare care nu au un comportament intuitiv. Ar-
ticolul de fata se axeaza pe multimea punctelor de acumulare, legatura dintre
multimea punctelor de acumulare si giruri, precum si exemple importante mai
apoi in exercitii privind limte de funtii sau derivabilitate.

2. PRELIMINARII TEORETICE

2.1. Notiuni topologice. Fie xp € R un punct si » > 0. Numim bila de
centru zg si raza r, intervalul centrat in punctul xg, de lungime 2r, deci

B(zg,r) = (zg —ryxzo+71) ={z € R: |z — 20| <7}

Folosirea acestei notatii se justifici mai ales atunci cand se trece la spatii
vectoriale multidimensionale, in particular, in R3 bila (definita prin inlocuirea
modulului cu norma Euclidiana), devine chiar sfera centrata in punctul zy de
raza r.

Acesta bila reprezinta de fapt piatra de temelie care std la baza tuturor
rezultatelor clasice ale analizei matematice. Ea admite extinderi si la capetele
axei reale. Astfel pentru r > 0, vom folosi urmatoarele notiuni: bila centrata
in co de raza r, multimea

B(oo,r) = (r,oo] ={z €eR:z <1}
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si bila centrata in —oo de raza r, multimea
B(—oo,r) =[-00,—r)={r € R:z < —r}.
O generalizare a acestor intervale centrate in jurul unui punct o reprezinta
vecinatatile.

DEFINITIA 1. O submultime V C R este o vecinatate a punctului zo € R
daca
Ir > 0 astfel incat B(xg,r) C V.

Multimea tuturor vecinatatilor punctului zy va fi notata cu V(xg).

DEFINITIA 2. Fie D C R o submultime de numere reale. Elementul y € R
se numegte punct de aderenta sau de inchidere al multimii D daca
VYV € V(y) are loc VN D # 0.

Multimea tuturor punctelor de aderenta ale multimii D se noteaza cu clD.

DEFINITIA 3. Elementul y € R se numeste punct de acumulare al
multimii D daca
VV € V(y) are loc VN D\{y} # 0.
Multimea tuturor punctelor de acumulare ale multimii D se noteaza cu D’.
Se contata ca notiunile de punct de acmulare si punct de aderenta sunt
destul de asemanatoare. Privind cu atentie constatam ca atunci cand verificim
definitiile, punctele de acumulare au o conditie mai restrictiva. Astfel
(1) D' C D
deoarece
VND\{y} #0 =V nND=#0.
DEFINITIA 4. Punctul o € D se numeste punct izolat al multimii D daca
AV € V(xg) astfel incat VN D = {zo}.
Multimea tuturor punctelor izolate ale multimii D se noteaza cu Izo(D).

ProprPoOzZITIA 1. Multimea punctelor de acumulare este disjuncta cu
multfimea punctelor de izolate, deci

(2) D'nIzoD = 0.
Demonstratie. Folosim metoda reducerii la absurd, presupunand ca exista

cel putin un punct y € D’ N IzoD. Din faptul ca y € IzoD, rezultd ci existd
cel putin o vecinatate V,, € V(y), pentru care

V,ND={y}, deci V,nD\{y}=0,
astfel y & D', ajungand astfel la o contradictie. O

OBSERVATIA 1. Propozitia 1 ne conduce la concluzia cd in cazul in care
IzoD # 0,
DgD.
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PROPOZITIA 2. Are loc urmatoarea egalitate de mulfimi:
(3) D' = cID\IzoD.
Demonstratie. Vom demonstra aceasta egalitate prin dubla incluziune:
C: Folosind relatiile (1) si (2), concluzionam usor ca D" C c¢lD\IzoD.
D: Consideram acum y € clD\IzoD arbitrar ales. Pentru a arata ca acesta

este un punct de acumulare, consideram V' € V(y), o vecinatate a acestuia
arbitrar aleasa. Atunci

yedD—VND#0
iar
y & lzoD =V ND#{y}.

In concluzie
VN D\{y} # 0.

Deoarece V' a fost aleasa arbitrar, rezulta ca proprietatea are loc pentru orice
vecindtate a lui y, deci y € D’. Astfel

clD\IzoD C D'.
Din dubla incluziune obtinem egalitatea dorita. O
ProprozITIA 3. Are loc urmdtoare egalitate de mulfimi:
(4) DN D' = D\IzoD.
Proof. Folosind Propozitiile 2 gi 1, ajungem la urmatorul sir de egalitati:
DND = Dn(cID\Iz0D) = (DN eclD)\IzoD = D\IzoD. O
PROPOZITIA 4. Fie multimile A C B C R. Atunci
A CB.
Proof. Fie y € A’ arbitrar ales, si fie V € V(y) arbitrar aleasi. Atunci
0#VnA\{yt CVnB\{y}

Deoarece V' a fost aleasa arbitrar, y € B’. Cum y a fost ales arbitrar in A’,
obtinem
A'CB. O

OBSERVATIA 2. Pentru introducerea sau demonstrarea unor proprietati to-
pologice ale multimilor, se poate folosi in mod echivalent limbajul cu bile sau
cel cu vecinatati. Deoarece

YV e V(y) <= Vr > 0..B(y,r)

si
IV € V(y) < Ir > 0..B(y, ).
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OBSERVATIA 3. Definitia unui punct de acumulare se poate exprima in mod
echivalent in limbaj de bile astfel:

yeD <« Vr>0, B(y,r)NnD\{xo} #0.

Atunci cand explicitam aceste bile, trebuie luate in considerare urmatoarele 3
cazuri distincte:

a) y € R. Astfel

(5) yeD' << Vr>0, Jz,€D\{y} cu |z, —y|l<r
b) y = —oo. Astfel
(6) —0€eD <<= Vr>03r,€D cu xz,<-r

c) y = oco. Astfel
(7) oeD <+ Vr>0,3x,€D cu z, >r.
2.2. Siruri de numere reale.

OBSERVATIA 4. Specificam ca pe parcusul acestui articol, multimea nume-
relor naturale este N = {1,1+ 1,1+ 1+ 1,.....}. Astfel, cititorul trebuie sa
ia in considerare ca in toate definitiile, atunci cand vorbim despre multimea
numerelor naturale, 0 nu ii apartine.

Fie kK € N. Multimea tuturor numerelor naturale mai mari sau egale cu k
va fi notata prin

Nip:={neN:n>k}.
Un gir de numere reale este o functie
z: N — R,
pentru care folosim, pentru fiecare n € Ni, notatia
z(n) = zp.
Notatiile uzuale folosite pentru un sir de numere reale sunt:
(xn)neNk = (xn)nzk = (7p).

Pe parcusul acestui articol, vom considera k = 1 si vom folosi notatia simpla
(z,,) pentru un sir de numere reale. Mentionam ca am ales aceasta particula-
rizare doar din motive de simplificare a expunerii.

Elementul zg € R se numeste limita a sirului de numere reale (x,,) daca,

VYV € V(xg),Ing € N, astfel incat Vn > ng,z, € V.
Aceasta definitie se exprimé in mod echivalent, prin bile astfel:
Ve > 0,3ng € N, astfel incat Vn > ng, x,, € B(xo,¢).

Constatam ca atunci cand renuntam la vecinatati, pentru a caracteriza limita
unui sir de numere reale avem nevoie de trei cazuri distincte.
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TEOREMA 1. Elementul o € R este limita sirului de numere reale (z,,)
daca $i numai dacd

a) pentru cazul xo € R
Ve > 0,3ng € N, astfel incat Vn > ng, |z, — zo| < €;
b) pentru cazul xog = oo
Ve > 0,3dng € N, astfel incat Vn > ngy, z, > €;
c) pentru cazul xg = —o0

Ve > 0,dng € N, astfel incdat Vn > ng, x, < —¢.

3. EXEMPLE TEORETICE CONCRETE

EXEMPLUL 1. Fie a,b € R astfel incat a < b. Atunci multimea [a, b] repre-
zinta multimea punctelor de acumulare pentru oricare din intervalele

(8) (a,b), (a,b], [a,b) sau [a,b].

Proof. ”C” Vom defalca demonstratia in 3 cazuri. Vom nota prin A’ multimea
punctelor de acumulare pentru multimea A, care poate fi luat oricare din cele
patru intervale din (8).

Caz 1. (a,b) C A'. Fie ¢ € (a,b) arbitrar ales. Vom demonstra ca el este
un punct de acumulare folosind observatia 3 a). Fie r» > 0 arbitrar ales. Fie

t:=min{b—c,c—a} s w:=min{t,r}.
Atunci punctul
U
Ty i=c+ 5 € B(e,r)n A\{c} # 0.
Deoarece r a fost ales arbitrar, rezulta ca indiferent de alegerea lui, intersectia
este nevida. Deci
ce A
In concluzie
(a,b) C A
Caz 2. a € A'. Din cauza faptului ca a ar putea fi chiar —oco vom distinge
doua subcazuri.
Subcaz 2.a) a = —oco. Avem de demonstrat ca —oo € A’. Utilizam
Observatia 3 c).
Fie r > 0 arbitrar ales. Notam
t := min{b, —r},
si constatam ca
zr:=t—1¢€ B(—o0,7) N A = B(—00,r) N A\{—00} # 0.

Deoarece r a fost ales arbitrar, rezulta ca indiferent de alegerea lui, intersectia
este nevida. Deci
—c e A
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Subcaz 2.b) a € R. Utilizam Observatia 3 a). Acest subcaz are o
demontratie identica cu a cazului 1. Astfel, considerand r > 0 arbitrar ales.
Fie

t:=min{b—c,c—a} si w:=min{t,r}.
Atunci punctul
u
Ty = a+ 5 € B(a,r)n A\{a} # 0.

Deoarece r a fost ales arbitrar, rezulta ca indiferent de alegerea lui, intersectia
este nevida. Deci
ac A

Constatam ca pentru aceastd demonstratie, apartenenta lui a la multima A
este irelevanta. Relevanta este insa situarea lui a exact langa A.

Caz 3. b € A'. Din cauza faptului ci b ar putea fi chiar co vom distinge
doua subcazuri.

Subcaz 3.a) b € R. Utilizam Observatia 3 a). Acest subcaz are o
demontratie similard conceptual cu cea cazului 1. Astfel, considerand r > 0
arbitrar ales. Fie

t:=min{b—c,c—a} si w:=min{t, r}.
Atunci punctul
By = b— g e B(a,r) N A\{b} # 0.
Deoarece r a fost ales arbitrar, rezulta ca indiferent de alegerea lui, intersectia
este nevida. Deci
be A

Subcaz 3.b) b = co. Avem de demonstrat ca co € A’. Utiliz&m Observatia
3 b).

Fie r > 0 arbitrar ales. Notam

t := min{a,r},
si constatam ca
xp:=t+1¢€ B(oo,7) N A= B(oo,r) N A\{oc} # 0.

Deoarece r a fost ales arbitrar, rezulta ca indiferent de alegerea lui, intersectia
este nevida. Deci
o e A
Constatam ca pentru aceasta demonstratie, ca si In cazul lui a, apartenenta
lui b la multima A este irelevanta. Relevanta este Insa situarea lui b in imediata
apropiere a lui A.
Folosind Cazurile 1, 2 si 3 putem concluziona ca

[a,b] C A
_7C” Utilizam metoda reducerii la absurd, presupunand ca existd y €
R\[a,b], cuy € A’
Caz 4. y < a. Precizam cé acest caz este posibil doar daca a # —o0.
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Subcaz 4.a) y = —oo Atunci, exista r := |ja|| + 1 > 0, astfel incat

B(—o0,r) N A\{—o0} =0,

deciy ¢ A.
Subcaz 4.b) y € R. Atunci, pentru r := {a ; y} > 0,
B(y,r) N A\{y} = 0.
Deci y ¢ A’.

Caz 5. b < y. Precizam ca acest caz este posibil doar daca b # cc.

—b
Subcaz 5.a) y € R. Atunci, pentru r := {y2} > 0,

B(y,r) N A\{y} = 0.
Deciy ¢ A'.
Subcaz 5.b) y = oo Atunci, exista 7 := |b| + 1 > 0, astfel incat
B(oo,r) N A\{—00} =0,

deciy ¢ A’.
Din Cazurile 4 si 5 rezultd ca am ajuns la o contradictie, deoarece nu avem
nicio posibilitate ca pentru y € A’ N (R\[a, b]) De aceea

A" C [a,b].
Folosind cele doua incluziuni, concluzionam
A" = [a,b]. O

EXEMPLUL 2. Fie F' C R o submultime finit4 de numere reale si fie a,b € R
astfel incat a < b, astefel incat F'N[a,b] # (). Atunci multimea [a, b] reprezinta
multimea punctelor de acumulare pentru oricare din multimile

9) (a,b)UF, (a,bJUF, [a,b)UF sau [a,b]UF.

Proof. Din exemplul anterior stim ca [a,b] este multimea punctelor de acu-
mulare pentru multimea A, care poate fi luat oricare din cele patru intervale
(a,b), [a,b), (a,b] sau [a,b]. Dorim sa determinam de fapt (AU F)'.

Deoarece F'N[a,b] =0 = F N A, si din faptul ca F este finita, obtinem de
fapt ca

F=1z0(AUF).
Aplicand Propozitia 1, concluzionam ca
(AUF)YNF =0.
Deoarece cl(AU F) = clAU F, apeland la Propozitia 2 obtinem
(AUF) = c(AUF)\I20(AUF) =clAUF\F = clA\F = A'. O
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EXEMPLUL 3. Fie n € N si pentru fiecare i € {1,...,n}, fie a; < b; € R.
Notam prin A; oricare dintre intervalele

(@i, bi), laisbi), (@i bi] sau  [a;,by.
Presupunem de asemenea ca A; N A; =0,Vi,j € {1,...,n}. Atunci

(-4

=1

Demonstratie. ” 2” Deoarece pentru oricare ¢ € {1, ..., }

A; C LnJ A;.
=1

Folosind Propozitia 4 constatam ca
n /
L C (U Az) .
i=1

n n /
U Al C U <A@> )
i=1 i=1
”?C” Folosim metoda reducerii la absurd. Presupunem ca exista
n / n
y € (UAZ) \(J (4
i=1 i=1

Deci, pentru oricare i € {1, ...,n}, exista cel putin o vecinatate V; € V(y) astfel
incat

De aceea

Vin A\ {y} = 0.

n
Notam prin W := ﬂ Vi € V(y). Folosind cele de mai sus, rezultd ca pentru

i=1
oricare i € {1,...,n} are loc W N A;\{y} = 0, astfel

Wﬂ(iQAi)\{y}:@.

n !/

Deci, conform acestei afirmatii, y & ( U Ai> , ceea ce este o contradictie. [
=1

EXEMPLUL 4. Determinati multimea punctelor de acumulare, A" pentru:
a) A= (-1,2];

b) 1,2]U{3};

)

)

)

0070)7
00,0) U{3};
00, 0] U (3, 00).

Qo
Il

D:-D:-D:-D:-
I

(=
(=
(=
(=

@
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Proof. Folosind Exemplul 1, este clar ca
(1,2 = [-1,2] si (—00,0)" =[~00,0],

astfel a) si ¢) sunt rezolvate. Constatam ca 3 este un punct izolat al multimilor
de la b) si d). Folosind acum Exemplele 1 si 2, concluzionam ca

/

((—1,2]u{3})/=[172] i ((Coe0u ) = ..

Aplicand Exemplul 3, deducem ca

<(—oo,0] U (3, oo))l = [~00, 0] U [3, oc]. O

4. CARACTERIZAREA SECVENTIALA A MULTIMII PUNCTELOR DE ACUMULARE

TEOREMA 2. Fie D C R o submultime nevidd, si fie xg € R. Atunci o un
punct de acumulare al multimit D daca st numai dacd exista un sir de puncte
(xr) C D\{zo} cu lim x, = xo. Astfel

n—oo

roe D' << 3 (x,) CD\{wo}, cu lim =z, = zo.
n—o0

Proof. Necesitatea. Presupunem ca xg € D’. Demonstratia trebuie defap-
cata pe trei subcazuri.

Subcaz 1, zp € R: Vom folosi Observatia 3a), si mai explicit relatia (5),
considerand succesiv, in loc de r, raportul %, pentru orice n € N. Astfel

1
xOED’ﬁR&} VneN, 3z, € D\{zp} cu |xn—x0|<a.

Constatam ca se genereaza in acest mod un sir (x,) € D\{zo}, caruia, daca
ii aplicam criteriul clegtelui, ajungem la concluzia ca

lim (z, —x9) =0 <= lim z, = xg.

Subcaz 2, xg = +00: Vom folosi Observatia 3b), si mai explicit relatia (7),
considerand succesiv, in loc de r,n, pentru orice n € N. Astfel

ooeD'& YneN, dx, €D cu z,>n.

Constatam ca se genereaza in acest mod un sir (z,,) € D = D\{oo}, caruia,
daca 1i aplicam criteriul majorarii, ajungem la concluzia ca

lim z, > llm n=00 <= lim z, = oo.

n—oo n—oo n—oo

Subcaz 3, g = —oo: Vom folosi Observatia 3c), si mai explicit relatia (6),
considerand succesiv, in loc de r,—n, pentru orice n € N. Astfel

—ooED'(g YvneN, Jx, €D cu z,<-—n.
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Constatam ca se genereaza in acest mod un sir (x,) € D = D\{—o0}, caruia,
daca 1i aplicam criteriul majorarii, ajungem la conzluzia ca

lim z, < lim —n=-0c0 <= lim z, = —o0.
n—oo n—oo n—oo

Suficienta. De data aceasta lucram in ipoteza ca lim x, = zg. Pentru
n—oo
a demonstra ca xg este un punct de acumulare al lui D, pentru a avea o

abordare unitara, fara subcazuri, aplicam Definitia 3. Consideram V' € V(xg)
o vecinatate arbitrara a lui xg. Deoarece

lim x, = xo,
n—oo

prin aplicarea definitiei limitei unui sir, obtinem
dny eN al Vn>ny, z,€V.
In particular, Zny, € D\{x0} NV, si astfel
D\{zo} NV # 0.

Deoarece V' a fost aleasa arbitrar, rezulta ca proprietatea are loc pentru orice
vecinatate, astfel, conform Definitiei 3, concluzionam ca

o € D' O

5. GRESELI TIPICE

Pe parcursul acestei sectiuni vor fi prezentate niste exemple in rezolvarea
carora este nevoie de o atentie sporita pentru a evita greseli tipice, intalnite fi
practica cu studentii de anul 1.

EXEMPLUL 5. Determinati multimea punctelor de acumulare pentru R\{0}.

Demonstratie. Datorita modului ales pentru despcrierea multimii, unii elevi
ajung la concluzia gresitd cum cd 0 ar fi un punct izolat al acestei multimi.
El nu are aceasta calitate, fiind de fapt un punct exclus din multime, care,
daca este exprimata echivalent ca (—o0,0) U (0,00) poate fi abordata prin
intermediul Exemplului 3, conducandu-ne la conluzia ca:

(R\{O}) ~(=0u. oo>)/ — [-50,0U[0,00] =K.

O demonstratie alternativa faptul ca 0 este un punct de acumulare al multimii,
chiar daca nu este un element al multimii, se poate face cu Teorema 1, prin
evidentierea sirului cu termenul general

1
Tp=—, VnéeN,
n
care satisface conditiile (z,,) C R\{0} si lim =, = 0. O
n—oo

EXEMPLUL 6. Determinati multimea punctelor de acumulare pentru
A =R\N.



Multimea punctelor de acumulare: exemple utile si greseli tipice 57

Demonstratie. Ca in cazul exemplului anterior, se poate ajunge la greseala
tipica de a considera punctele lui N ca fiind puncte izolate ale multimii initiale.
Ele sunt de fapt puncte excluse. Constatam ca pentru fiecare n € N

(n,n+1)CA £ n,n+1] C A"

Astfel,
[1,00] = U n,n+1] c A"
n=1
Deaorece A = (—o0,1) U U (n,n + 1), deducem ca
n=1

Al =[-00,1JU[1,0] = R.

O demonstratie alternativid faptul ca oo este un punct de acumulare al
multimii, chiar dacd nu este un element al multimii, se poate face cu Teo-
rema 1, prin evidentierea sirului cu termenul general

1
:cn:n+§, Vn € N,
care satisface conditiile (z,,) C R\{oco} si li_>m Ty = 00. O
n—oo

EXEMPLUL 7. Determinati multimea punctelor de acumulare pentru N si
Z.

Proof. In contrast cu primele doua exemple ale acestei sectiuni, de aceasta
data avem de a face cu puncte izolate. Astfel IzoN = N gi [z0Z = Z. Atunci,
conform Propozitiei 1, N ¢ N gi Z ¢ 7Z'. Fie acum y € R\N, arbitrar ales.

Consideram r := min {y — [yl [yl +1— y} > 0. Atunci

B(y,r) NN = B(y,r) N\N\{y} = 0.

Deci, y € N'. Conform tuturor observatiilor din aceastd demonstratie, aflam
ca

R ¢ N.
Se poate ajunge astfel la o alta gregeala tipica, si anume concluzia eronata ca
multimea de acumulare a lui N este vida. Folosind Teorema 1, prin evidentierea
sirului cu termenul general

Tn,=n VnéeN,
care satisface conditiile (x,,) C N\{oo} §i lim z, = 0o, demonstram ca
n—oo
e N,

Este destul de clar ca —oo € N deoarce nu exista niciun gir de numere naturale
care sa aiba limita aceasta. In concluzie

N = {c0}.
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Similar, se demonstreaza ca
7 = {—o0,c}. O
ExEMPLUL 8. Determinati multimea punctelor de acumulare pentru
multimea (—o0,0) UN.

Demonstratie. Folosind exemplul anterior si Exemplul 1, se ajunge la con-
cluzia ca

<(—oo, 0)U N)l = [00,0] U {—occ}.

Gregeala tipica aferenta acestui exemplu consta in omiterea lui co din multimea
punctelor de acumulare. O

ExXxEMPLUL 9. Determinati multimea punctelor de acumulare pentru

multimea
1
A= { 'n EN}.
n

Proof. Deoarece, daca pentru fiecare n € N,

oD [2)
nn+l n n

este adevaratd egalitatea Iz04A = A, deci A ¢ A’. Pornind de la aceastd
concluzie, s-ar putea ajunge la greseala tipica ca aceastda multime nu are de
fapt puncte de acumulare. Totusi, nu este asa.

0 este un punct de acumulare al multimii, chiar daca nu este un element al
multimii. Folosind Teorema 1, prin evidentierea sirului cu termenul general

1
Ty, =—, VneN,
n

care satisface conditiile (z,,) C A\{0} si lim =z, = 0.
n—oo

Lasam cititorului demonstratia faptului ca daca y € R\{0}, atunci y ¢ A’
(cazul y € A fiind deja explicat, iar celelalte necesitand doar alegerea unei
raze pentru o bila convenabild cu intersectie vida in raport cu A\{y}). Astfel

A = {0}. O

ExEMPLUL 10. Determinati multimea punctelor de acumulare pentru
multimile Q, R\Q, R.

Demonstratie. Vom demonstra ca
/
Q = <R\Q> _R =R
Fie y € R, arbitrar ales. Utilizand Teorema 3 si Observatia 7 din [4], se
demonstreaza ca exista girurile (s,) C Q\{y} si (¢t,) C <R\Q) \{y}, cu

lim s, = lim ¢, =y.
n—oo n—oo
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/

Atunci, conform Teoremei 1, y € Q' si y(R\(@) . Mai mult, y € R/, datorita

ambelor siruri, care sunt de numere reale, astfel y € R’. Deoarece y a fost ales
arbitrar in R, concluzionam ca

o= <R\Q>, _R-K

Gregelile tipice conectate acestui exemplu consta in faptul ca multimile Q sau
R\Q ar putea fi confundate cu nigte multimi de puncte izolate. Acest fapt
este fals datorita teoremei de densitate, care ne asigura ca intre doua numere
reale oarecare se afla o infinitate de numere rationale si irationale. O

Inchiem acest articol cu speranta ca va aduce lamuriri solide privind struc-
tura multimii punctelor de acumulare pentru cei carora le este adresat, si
anume elevii claselor a 11-a si a 12- a, precum si studentii de la profilele reale
din anul 1. Pentru a intelege mai bine rolul mul{imii punctelor de acumu-
lare relativ al limite de functii si deci implict la functii continue §i respectiv
derivabile mentionam referinta [5].
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