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FUNCTIA FITZPATRICK APLICATA SUMEI A DOI OPERATORI
MONOTONI

Rebeca Olivia Cristea

Abstract. Let X be a Hilbert space and 4,B : X — 2% " be two monotone
operators. In this paper we try to characterize Fat+p. This is one of Simon
Fitzpatrick’s open problem. Although this is a difficult problem, there is an
upper bound available, so we will try to illustrate it.
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1. INTRODUCERE

DEFINITIA 1. Spunem ca un spatiu X este spatiu Hilbert dacd este un
spatiu complet si normat, in care norma provine dintr-un produs scalar, adica

||z|| = \/(z|z), pentru orice z € X.

Fie X un spatiu vectorial real. O aplicatie (-|-) : X x X — R care are
urmatoarele proprietati se numeste produs scalar:
(1) (x +yl|z) = (x|z) + (y|z), pentru orice z,y, z € X;
(2) (Azly) = A(z|y), pentru orice A € R si z € X
(3) (z]y) = (x|y), pentru orice z,y € X
(4) (z|z) > 0, pentru orice = # 0.

Se numeste norma o functie ||-|| : X — [0, +oo| care satisface urmatoarele
proprietati:
(1) ||z|] = 0 daca si numai daca x = 0;

(2) ||z + yl| < ||z|| + ||y|| pentru orice z,y € X;
(3) ||Az|| = A||z|| pentru orice A € Rsix € X.

PropozITIA 1. (Cauchy-Schwarz) Fie X un spatiu Hilbert, fie z, y din X.
Atunci

[(zly)| < [l=[] [lyl]-

LEMA 1. Fie X un spatiu Hilbert, fie x, y, z din X. Atunci au loc urmdtoarele
propozitii:
2 2 2
(1) [l + 9l = [Jall® + 2aly) + olfs
(2) [le +yll* +llz — yll* = 2[lz]|" + 2l[y[]";
(3) (zly) = llz +ylI” = ||z — ylI".

DEFINITIA 2. Fie V, W spatii liniare peste corpul K. Notam cu L(V, W)
spatiul aplicatiilor liniare gi continue f : V — W. Daca V este un spatiu
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normat peste corpul K, atunci spatiul normat L(V, K) se numeste dualul lui
V' si se noteaza V*. Daca V este statiu Hibert atunci V = V*.

Fie X,Y, Z multimi nevide si fie 2¥ multimea putere a lui Y, adici familia
submultimior lui Y. Notatia T : X — Y inseamna ca operatorul T asociaza
fiecare punct = din X cu un punct Tz din Y. Prin urmare notatia A : X — 2V
inseamna ca A este un operator multivoc de la X la Y, adicd A asociaza fiecare
punct z € X unei multimi Az C Y.

Graficul lui A este

graA = {(z,u) € X x Y|u € Ax}.
Domeniul lui A este
domA = {z € X|Az # 0}.
Atunci A este monoton daca
V (z,u) € grad, ¥V (y,v) € graA (x —ylu—v) > 0.

O submultime a lui X x X este monotnona daca este graficul unui operator
monoton. Inversul lui A este notat cu A~! i este definit de graficul siu

graA™t = {(u,z) €Y x X|(x,u) € graA}.

DEFINITIA 3. Fie o functie f : X — [—00,+o0], unde X este un spatiu
topologic. Functia f se numeste inferior semicontinua intr-un punct xy € X
daca

f(xzo) = lim inf f(x).

T—T0
DEFINITIA 4. Spunem ca o functie convexa f : X — [—00, +00] este proprie
daca domf # 0 si f(z) # —o0, V 2 € X.

DEFINITIA 5. Fie X un spatiu Hilbert. Functia indicator a unei submultimi
C din X este functia definita astfel:

0, daca z € C

: X — |—o0, Tx
= [~o0, +oo] : 2 {+oo, altfel.

DEFINITIA 6. Fie X spatiu Hilbert, fie f : X — [—00, +o0]. Conjugata lui
f este

(1) f7 i X = [-o0, +00] s u = sup((z|u) — f(x)),
zeX
iar biconjugata lui f este f** = (f*)*.
DEFINITIA 7. Fie A : X — 2%X" un operator monoton. Functia Fitzpatrick
asociata lui A este

(2) Fa: XxX* = [-00,+00], (z,2%) =  sup  ({ylz")+(z|y") — (yly"))-
(y,y*)€graA

DEFINITIA 8. Multimea functiilor convexe, inferior semicontinue de la X la
[—00, +00] se noteaza cu I'g(X).
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PROPOZITIA 2. Fie X un spatiu Hilbert, fie A : X — 2% un opertor monoton
atfel incat graA # 0 si fie (x,u) € X — X. Atunci au loc urmatoarele
propozitii:

(1) Presupunem ca (z,u) € graA. Atunci Fa(z,u) = (x|u);

(2)
(3) Fa(z,u) < (x|u) daca si numai daca {(z,u)} U graA este monoton;
(4) Fa(z,u) < F;l(u’ T);
(5) Presupunem ca (x,u) € graA. Atunci F}(u,x) = (z|u);
(6) Fa(z,u) = Fy-1(u,x).
PROPOZITIA 3. Dacd domA # () atunci functia F4 este inferior semicon-
tinud si convexrd pe X x X*.
COROLARUL 1 ([2]). Pentru fiecare operator monoton A pe X avem
Az C Ap,z, Vo € X.
Daca A este operator monoton mazimal atunci A = Ap,.

TEOREMA 1 ([2]). Dacd A este un operator monoton pe X atunci A este
operator monoton maximal dacd $i numai daca Fa(x,z*) > (x*,x) atunci

cindz € X gixz* € X*\A(z).
COROLARUL 2 ([2]). Fie A un operator monoton mazximal pe X. Atunci
Fa(z,2%) > (z",2), Ve € X
st x* € X* gi Fy(x,2*) = (2*, ) dacd i numai dacd x* € Ax.
TEOREMA 2 ([2]). Fie A un operator monoton pe X. Daca f este o functie
convexa pe X X X* cu f(x,xz*) > (x*|x) Vo € X gi z* € X* i daca

T, v") =Wy, ¥ (y,y") € graA
atunci Fq < f.

2. FUNCTIA FITZPATRICK A UNEI SUME

Una dintre problemele deschise propuse de Simon Fitzpatrick este aceea de
a caracteriza functia Fitzpatrick aplicata sumei a doi operatori.

Fie A si B doi operatori monotoni de la X la 2X". Fitzpatrick cere caracte-
rizarea lui Fl4y g. Aceastd problema nu are o solutie simpla. Cu toate acestea,
exista o limita superioara si o vom ilustra folosind cateva exemple.

DEFINITIA 9. Fie X un spatiu Hilbert, fie f,¢g doua functii de la X la
] — 00, +00]. Convolutia infimala a lui f si g este

fOlg: X [0, +00] : 2 ink (£(z) + g(x — ).
Y
DEFINITIA 10. Pentru doi operatori monotoni dati A si B de la X la 2%,
definim @4 py, prin:
(3)  Pqamy: X x X* =] —o00,400] 1 (y,4") — (Faly, )OFs(y, ) (y").
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PROPOZITIA 4. Presupunem ca A si B sunt doi operatori monotoni de la
X la 2X7. Atunci

(4) Fayp < ®paBy-
Demonstratie. Fie (y,y*) € X x X si (z,2*) € (A + B), spunem ca
¥ =a" +b",
unde a* € Ax si b* € Bux.
De asemenea, vom scrie y* = u* + v*, unde {u*,v*} C X*. Atunci

(zly*) + (ylz*) — (z]z™)

= (z|u* 4+ v*) + (yla* + b*) — (x|a* + b*)

= (zlu*) + (yla*) — (z[a*)) + ((z[v*) + (y[b*) — (z[b*))
< Fa(y,u*) + Fp(y,v*).

Daca folosim supremum peste (x,z*) € A + B rezulta

Farp(y,y") < Faly,u®) + Bp(y,v"),

in schimb daca folosim infimum peste y* = u* 4+ v* atunci se verifica (4). O

(5)

OBSERVATIA 1. Limita superioara ®;4 gy din Propozitia 1 este cateodata,
nu intotdeauna, compacta. Ar fi interesant sa caracterizam perechile de ope-
ratori monotoni (A, B) care satisfac identitatea Fayp = @4 py-

EXEMPLUL 1. Presupunem ca X este un spatiu Hilbert si C, D sunt doua
multimi convexe si inchise in X astfel incat sa aiba loc constrangerea

CnintD # (.
Atunci FNc+ND = (I){NCHND}'
Demonstratie. Fie (y,y*) € X x X. Folosind functia indicator, obtinem

P NeNpy (Y, ¥7) = (Faly, ) OFp(y, ) (y")

— infu*JrU*:y* (FNC (y7 U*) + FND (y) U*))

= infyrpor=y (1o (y) +15(w*) + 10 (y) + 15 (v))
(©) =1c(y) +w(y) + (50p) (y")

=1cnp(y) + (1c +10)*(y")

=1cnp(Y) + 10np(Y7)
Fneop (4, 97)
= FNc+ND(y7y*)'

Prin urmare Fn, 4N, = ‘I){NC,ND}- -

EXEMPLUL 2. Presupunem ca X este un spatiu real Hilbert si C' este o
multime convexa, nevida si inchisd in X. Atunci Frgine = Pgra,ne}-

Demonstratie. Aceasta este o continuare a exemplului unde este folosita
functia energie i functia indicator din [3, Exemplul 3.13], astfel incat vom
imprumuta notatiile de acolo si aici.
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Fie (y,y*) € X x X.
Peranay (W, y*) = (Fra(y, ) OFNe (y, ) (y)
(7) = infyr o=y (Fra(y, u”) +2FNC(2/,U*))
- infu*+v*:y*(%|] u +y |7 +ue(y) +op(vh)).
Mai mult
= infu*+1v*=y (Gl +y 12 + 25 (v"))
= infz*(%H (y+y*) — 2" [P +15(2"))
(8) =11nfz*(1(|| (ngy*) || 2<%/+y 2%) + | 2 |I? )+Zc( "))
= %H (+y) [l +infr (= §g(y+y*)!z )+ 4H z H o(2%))
=il w+v) |? Supz*(gﬁ(er*y*)lZ*) Gl 12 +Zc(2*)))
=il w+y) 1P =Gl 1P +) Gy + %y*)-
Folosind impreuna rezultatele de mai sus, avem
Q1N (Y y*) infye oy (3 0 +y |1* + 10 (y) +15(07))
*\ 12 2 %\ ¥ *
O =w@)+ gl G+y) 17 =Gl 1P ) Gy + 39%)
= F1d+No(y y).
Prin urmare ® (74 noy (¥, Y") = Fra+ne (¥, y7). O

EXEMPLUL 3. Presupunem ca X este un spatiu real Hilbert si K este un

subspatiu inchis a lui X. Atunci Fq = Fp,+ P = Ppy, Py}

Demonstratie. Fie (y,y*) € X x X. Folosind functia energie, obtinem

(I){PK,PKJ_}(Z/,Z/*) = (FPK(y’ )DFP n (Z/, ))(y*>
=infoeex(Fpg(y,2") + Fp, (y,y" — 27))
=infz*eX(ZX(Z ) 4|| PK(y+Z ) 12+ g (y* = 2%)

|| PK(y+PKy ) || + 4|| PKJ—(?/+PKL3/ ) 112

(I Py +y*) 1P+ || Pre(y+y*) IP)

Iy +y* |

= Fra(y,y") = Fpevr, (1,95)

A s s =

Prin urmare demonstratia e completa.
EXEMPLUL 4. Presupunem cd X =R si K = [0, +o0[. Atunci

Fpi+p_yo = Fra # ®(pe p_j1-

Demonstratie. Este clar faptul ca Fp,+p ,, = Frq. Consideram punctul

(-1,1) € R%

1
(11) Fra(—1,1) = 1|_1+1|2_
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Pe de alta parte, obtinem

Qipi.p i3 (=1,1)

= inf er (1 (p) + I Pr (=1 + p)[* + 1 (1 — p)
(12) +1|P_g(-1+1-p)?)

= Jinfoo1(|Pre(p = D” + | P-g(=p)*)

= Linf,o1(lp — 117 + o) = 4.

In final rezults ci Fg # PP P} U
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