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SISTEME DE INECUATII DEFINITE PRIN FUNCTII CONVEXE

Tulia Todica

Abstract. In this paper we present results for system of inequalities defined
by convex functions. We are interested in characterizations, compatibility and
alternative theorems. We also discuss several examples.
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1. INTRODUCERE

Subiectul lucrarii de fata consta in prezentarea unor rezultate referitoare la
sistemele de inecuatii definite prin functii convexe. Aceste rezultate cuprind
conditii, teoreme de caracterizare, teoreme de alternativa si exemple relative la
compatibilitatea sistemelor in discutie, respectiv la liniar independenta precum
si tare - liniar independenta functiilor convexe, care alcatuiesc un sistem de
inecuatii.

2. CATEVA NOTIUNI DE BAZA

Notiunile si rezultatele acestei sectiuni sunt extrase din [2] si [3].

Pentru orice puncte z,y € R", = (21, ,Zn), ¥y = (Y1, ,Yn), DOtAmM
segmentul [x,y] := {(1 —t)z+ty|t € [0, 1]}, respectiv produsul scalar din R"
(x,y) :=x191 + ** + TnYn.

DEFINITIA 1. O multime S C R" se numeste convexa daca [x,y] C S, Vx,y €
S.

DEFINITIA 2. Fie M C R" o multime. Se numeste invelitoarea convezrd a
lui M multimea definita astfel:

conv M = ﬂ {S C R"|S este o multime convexa si M C S}
DEFINITIA 3. Se numeste hiperplan in R™ orice multime de forma:
H(a,a) :={z € R" | (z,a) = a},

unde a € R™\ {0,} and o € R. In acest caz, multimile

HS(a,a) = {z€R"|(z,a) <a}

H?(a,a) = {zxc€R"|(zx,a)>a}
se numesc semispatiile inchise, iar multimile

H<(a,a) = {z€R"|(z,a) <a}

H”(a,0) = {zeR"|(z,a)>a}



68 I. Todica 2

se numesc spatiile deschise determinate de hiperplanul H (a, «).

DEFINITIA 4. Fie M un subspatiu liniar al spatiului liniar R™. Functia
f+ M — R se numeste liniara daca

Va,B e R, Vo,y e M : flax+ By) = af(z) + Bf(y).

DEFINITIA 5. Fie M, L C R" doud multimi nevide. Spunem ca M si N se
pot separa printr-un hiperplan daca exista f : R™ — R o functie liniara nenula
astfel Incat:

su x) < inf f(x).
sup f(2) < inf, f(2)
TEOREMA 1. (Teorema de separare a multimilor convexe) Fie S,T € R"
doud multimi nevide, convexe si disjuncte. Atunci S si T se pot separa printr-
un hiperplan.

DEFINITIA 6. Fie D € R™ o multime nevida. Functia f : D — R se numeste:
e convexd, daca f(a1r1+aoze) < a1 f(z1)+aef(r2), Va1, 72 € D,Vai,a >
0, cua; +a=1;
e concava, daca — f este convexa.

3. INCOMPATIBILITATE. SISTEME INCOMPATIBILE AVAND SUBSISTEMELE
PROPRII COMPATIBILE

In continuare, vom considera X un spatiu vectorial real si K C X o
submultime nevida si convexa a sa.

DEFINITIA 7. Fie f; : K — R, i € {1,--- ,;m}, m functii convexe. Sistemul
de inecuatii
(1) { filz) <0,i€{l,--- ,m}
re K
se numeste:
e compatibil, daca existd un element x € K care sa satisfacid toate cele
m inecuatii;
e incompatibil, daca (1) nu este compatibil;
e incompatibil avand subsistemele proprii compatibile, daca sistemul (1)
este incompatibil si orice subsistem propriu al sau este compatibil.

ProproziTiA 1. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1°. Sistemul (1) este incompatibil avand subsistemele proprii compatibile;

2°. Sistemul (1) este incompatibil si pentru orice i € {1,---,m}, subsis-
temul
re K

este compatibil.
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Demonstratie. 1° = 2° Decurge din definitie.
2° = 1° Admitem ca 2° are loc. Atunci sistemul (1) este incompatibil. Pentru
a demonstra 1° consideram un subsistem propriu al sistemului (1):

fi(x) <0,5€J
(3) { re K
unde J C {1,--- ,m}, 0 # J # {1,--- ,m}. Atunci exista [ C {1,---,m}
asfel incat J C [ si card I = m — 1. Fie i € {1,---,m} astfel incat I =
{1,--- ,m}\ {i}. Conform 2° rezulti ci sistemul (2) este compatibil. Fie 2°

o solutie a sa. Cum fj(afo) <0,VjelsiJCI,rezulta ca 20 este o solutie a
subsistemului (3).
O

OBSERVATIA 1. Daca un sistem incompatibil poseda un subsistem propriu
compatibil, nu rezulta, in general, ca sistemul are toate subsistemele proprii
compatibile. Acest lucru arata ca, in Propozitia de mai sus conditia card [ =
m — 1 este esentiala.

EXEMPLUL 1. Sa consideram urmatorul sistem:

(4) f3$ = —x1—$2+1<0(H3)
= (21,12) € K :=R?

H1nH3

H1 H3

L1 1 [ 1 Ll % Bl b [ 5 T

HinH2 HEMKI

H




70 I. Todica 4

Graficul sistemului (4), reprezentat in figura urméatoare, ne permite sa ob-
servam, cu usurinta, ca acest sistem este incompatibil, dar orice subsistem
propriu al sau este compatibil, deci sistemul (4) este un sistem incompatibil
avand toate subsistemele proprii compatibile.

4. FUNCTII CONVEXE LINIAR INDEPENDENTE RESPECTIV TARE - LINIAR

INDEPENDENTE
DEFINITIA 8. O familie finita de functii convexe {f1,---, fm}, pentru care
fi : K — R, i € {1,--- ,m} se numeste tare - liniar independentd (liniar

independenta in sens Fan, Glicksberg, Hoffman) daca:

VAL Am €R, cu Y ONfi(x) >0,V € K, atunci Ay =+ = Ay, = 0.
=1

Fie F(K,R) spatiul liniar al functiilor definite pe K cu valori in R. Reamin-
tim ca originea sa este functia constanta nula, 0 : K - R, (x) =0,Vz € K.

DEFINITIA 9. Fiind date functiile fi,-- -, fi, € F(K,R), familia { f1,-- -, fin}

se numeste liniar independentd daca:

m
VAL Am €R, cu Y ONifi =0, rezultd ¢ A =+ = A = 0.
i=1
OBSERVATIA 2. Cu alte cuvinte, familia {fi, -, f} este liniar indepen-
denta daca:
m
VAL Am €R, cu Y Aifi(z) =0,V € K, rezulti ¢ Ay = -+ = Ay, =0,
i=1
Prin urmare, daca {f1,- - - , f,n} este tare - liniar independenta, atunci { f1,--- , fm}

este liniar independenta in F (K, R).

PropoziTIA 2. Fie f; : X — R, i € {1,---,m}, functii liniare. Atunci
urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1°. Familia {f1,-- -, fmn} este tare - liniar independenta,
2°. Familia {f1, -, fm} este liniar independenta in spatiul F(X,R).

Demonstratie. 1° = 2° Are loc conform Observatiei precedente.

2° = 1° Fie A1, -+, Ay € R astfel incat
m
(5) Y Nifilx) =0, Ve e K
i=1
Vrem sa demonstram ca Ay = -+ = A, = 0.
e Caz ;n
Daca > A\ifi(x) =0,V € X, atunci, conform 2°, rezulta ca \y = --- = A\, =

=1
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e Caz II

m
Presupunem ci 320 € X astfel incat Y. \; fi(z) > 0. Cum o combinatie liniara
i=1
m
de functii liniare este tot o functie liniara, rezulta ca f(x) := > \;fi(x) este
i=1

o functie liniara. Atunci f este surjectivi. Pe de alta parte, f(z°) > 0 deci
f(=2%) = —f(2°) < 0. Cum z¢ € X rezultd o contradictie cu (5).
O

EXEMPLUL 2. Acest exemplu se gaseste in [1].
Fie X = R si K = [0,1]. Pentru fiecare i € N*, consideram functiile
fi : K — R, definite prin

fi(ac)::vi—L Vze K.

i+ 1

Avem

fi(x) = i

f'(z)=i(i—1)2"2>0,Vz € K=[0,1], Vi € N*.

Prin urmare, f; este convexa, Vi € N*,

Acum, pentru orice m € N* i VA, -+, Ay, € R consideram relatia:

> Nifi(w) 20,V €K,
=1

adica
m

Z)\Z(:Bi— 2—11—1> >0,Vzel0,1],

m .
Functia f(z) := Y A;(2? — 15) este continud pe [0, 1]. Calculdm

1 1 m '
/Of(fﬂ)df'? = /O;Ai<xzﬂl—1)d$
m a1 A
= Z/o /\1'(332—2._’1_1)6513

=1
- AR T 1
- ;A’<i+1 _i+1)‘0
= > A5l-1-(©-0)
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Reamintim urmatoarea lema:

LEMA 1. Fie a,b € R, a < bsi fie f : [a,b] — R o functie cu urmatoarele
proprietati:
1° f este continua pe intervalul [a, b];
2° f(x) >0,Vx € [a,b];
3° fab f(z)dz =0.
Atunci f(x) =0, Vz € [a,b].
OBSERVATIA 3. Daca inlocuim ipoteza de continuitate cu cea de integrabi-

litate, concluzia Lemei anterioare nu mai este adevarata. Fie g : [a,b] — R
definita astfel:

(2) = 0, daca x € [a,b]
g\ = 1, dacaz=1b

Functia g este integrabila si fabg(az) dr = fab g*(x)dx =0 (unde g* : [a,b] = R
este functia definita astfel g(z) = 0, Vz € [a,b]), dar functia g nu este identic
nula.

Revenind la functia f din exemplul curent si aplicind Lema 1 obtinem ca

(6) f(x):Z)\Z-(:Ui—iil):O,Vace[O,l]

i=1

Dar f este o functie polinomiala de grad cel mult m, deci f sau este identic
nula, sau are cel mult m radacini reale. Din (6), rezulta ca f are o infinitate de
radéacini, deci f este identic nuld. Acest lucru are loc daca A\ = --- = A\, = 0.
In concluzie, familiile de functii {f1}, {f1, fo}s---, {f1, fos--+ s fa},... sunt

familii tare - liniar independente.

5. PATRU REZULTATE ASUPRA SISTEMELOR DE INECUATII DEFINITE PRIN
FUNCTII CONVEXE

Enuntul si demonstratia urmatoarelor patru teoreme, prezentate in aceasta
sectiune, au fost preluate din [1].

Sa consideram f; : K — R, i € {1,--- ,m}, m functii convexe si sistemul de
inecuatii (1).

TEOREMA 2. Una si numai una dintre cele doud afirmatii este adevarata:

1°. Sistemul (1) este compatibil;
2°. Ezista m nmumere reale pozitive N;, cel putin unul dintre ele strict pozitiv
astfel incat

(7) D Aifi(z) >0, Ve e K.
=1
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Demonstratie. Sa consideram multimile:

A={(fil@), fala), - . (@) |2 € K} SR,

Fie B invelitoarea convexa a lui A.

Fie N = {(n1,n2, -+ ,nm) |n; <0} C R™, multime deschisa, convexa.
Fleé-: (615527"' aém) C B.
n
Atunci existd z1,z9, -+ ,x, € K, exista A\j > 0,7 = I,n, cu > A =1
j=1

astfel incat & = > A fi(z;), i € {1,--- ,m}. Pe de alta parte, f; sunt functii
j=1

convexe, deci avem
(8) fi:z)‘jfi(xj)Zfi(z)\jmj),ie{l,--- ,m}
Jj=1 j=1

Sa presupunem ca sistemul (1) e incompatibil. Rezulta ca exista cel putin un
n
i€ {1, ---,m} astfel incat f2< > /\jfi(xj)> > 0.
j=1

Din relatia (8) avem ca & > 0. Asadar multimea B are cel putin un element
diferit fata de multimea N.

Din Teorema (1) (Teorema de separare a multimilor convexe), vom avea ca
exista m numere \;, nu toate zero, astfel Incat

(9) > A& <0, pentru (&1, &, &) €N
i=1

si

(10) Z )\252 2 O) pentru (5176-2) te 75771) € B
=1

Din (9) avem ca \; > 0, Vi € {1,--- ,m}, iar din (10) obtinem chiar (7). O

TEOREMA 3. Fie sistemul (1) compatibil si fie g : K — R o functie concava.
Atunci au loc urmdtoarele:
(i) Inegalitatea

(11) g(z) <0

este o consecinta pentru (1) (orice x € K care satisface (1) va satisface si
(11)) daca si numai daca exista m numere \; > 0, astfel incat

g(z) < ZAifi(x)’ Vz e K.
=1

(ii) Fie S = {z € K |z solutie pentru (1)}. Atunciy :=supg(z) € R daca si
xeS
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numai dacd exista m numere \; > 0, astfel incdt functia g(x) — > Nifi(x) sa

fie marginita pe K. In acest caz,

(12) 3 =i sup {g@) — 3 NAl@) ).
=1

Aiz0 gek

Demonstratie. (i) 7 = 7 Presupunem ca g(x) < 0 este o consecinta pentru
sistemul (1). Adaugand sistemului (1) inecuatia —g(z) < 0, el va deveni
incompatibil. Utilizand, acum, teorema (2), pentru noul sistem obtinut rezulta
ca existd m + 1 numere A, > 0, cel putin unul strict pozitiv, astfel incat:

(13) > Xifi(w) = Mppag(z >0<:>Zx’fz ) > N, 19(z) &
=1

=1

~ !/
)\, fi(x), daca A, 1 #0
i=1 ~m+l

/ m
Notand \; := XL’ i€ {l,---,m}, obtinem g(z) < > \;fi(x).
et i=1
m
Presupunand ca Aj,,; = 0 atunci (13) devine »_ A;fi(z) > 0, unde \; > 0,
i=1
i€ {1,---,m}, cu cel putin unul strict pozitiv, ceea ce este imposibil conform

teoremei (2), pentru ca (1) este compatibil.
” <7 Reciproc, daca existd m numere A\; > 0 astfel Incat

m
(z) <) Aifi(z), Vo € K,
cunoscand ca sistemul (1) e compatibil gi aplicand teorema (2), obtinem ca
m
Z)\zfz(x) <0,Vxes.

Rezulta, deci, ca si g(z) <0, Va € S.
(ii) 7 = ” Presupunem ~ finit. Atunci g(x) —y < 0 este o consecinta pentru
(1). Aplicand (i) rezulta ca exista m numere p; > 0 astfel incat

—v <) pifile), Y€ K & g(a szfz )<y VeeK

Pe de alta parte, Ve > 0, Jx. € S, astfel incat g(ze) > v — €.
FieX; > 0,7 € {1,--- ,m}sifiea := sup (—z )\,fl(x)> = g(x)=> Nifi(z) <
i=1

rzeK i=1
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a,Vr e K. Avem

(14) 7—6<g(x6)§a+Z)\ifi(x),Ve>0
i=1

m
Dar > A fi(z) < 0 datorita compatibilitatii sistemului (1), deci
i=1

(15) o+ Z Aifi(z) < «
=1

Din (14) si (15) obtinem v — e < a, Ve > 0. Facandu-l pe € sa tinda la 0,
rezulta ca v < « si are loc (12). O

TEOREMA 4. Fie sistemul (1) compatibil si fie g : K — R o functie concava.
Daca g(x) < 0 este o consecintd a sistemului (1), dar nu este o consecinta a
niciunui subsistem al sistemuui (1), atunci functiile conveze fy,..., fm sunt
tare - liniar independente.

Demonstratie. Daca g(x) < 0 este o consecinta a sistemului (1), atunci,
din teorema (2), (i), rezulta ca existd m numere \; > 0 astfel incat g(z) <

m
> Aifi(z), Vo € K. Apoi, din faptul cd g(z) < 0 nu este o consecinta a
i=1

niciunui subsitem al lui (1) vom avea ca A; > 0,47 € {1,--- ,m}.

Presupunem ca functiile fi, fa,..., f;n nu sunt tare - liniar dependente. Re-
zulta ca exista numerele reale p; € R, ¢ € {1,--- ,m}, nu toate nule, astfel
incat:

> uifilw) >0,Vz € K.
=1

Dar (1) este compatibil, deci 37 € {1,...,m} astfel incat u; < 0.
S& consideram multimea I = {i|p; <0} i v = max % < 0.
1€ 4

Notam n; := A\; — vpi, i € {1,--- ,m}. Atunci avem:
g(x) <D Nifile) <Y Nifi(x) —v Y pifi(z) =) mifi(z), Va € K.
i=1 i=1 i=1 i=1

Dar n; > 0 si cel putin unul este 0, deci, conform teoremei (2), (i), g(z) <0
va fi o consecinta a unui subsistem al sistemului (1), ceea ce este o contradictie.
Rezulta, asadar, ca fi, fo,..., f;, sunt tare - liniar independente. O

TEOREMA 5. Sistemul (1) este incompatibil avand subsistemele proprii com-
patibile daca st numai daca sunt satisfacute urmdtoarele conditii:
(i) Oricare m — 1 functii dintre functiile convexe f1,--- , fm sunt tare - liniar
independente.
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(ii) Exista m numere \; > 0 astfel incat
m
Z)\zfl(l‘) >0,Vre K.
i=0

Demonstratie. 7 = 7 Sa presupunem ca sistemul (1) este incompatbil ire-
ductibil. Atunci afirmatia (ii) rezulta chiar din teorema (2).
Inegalitatea — f,,,(x) < 0 este o consecinta a faptului ca sistemul

(16) filz) <0, i=T,m—1

este compatibil. Pe de alta parte, inegalitatea de mai sus nu este o consecinta
a niciunui subsistem al lui (16). Utilizand teorema (4), obtinem (i), adica cele
m — 1 functii convexe f1,---, f;, sunt liniar independente.
” < 7 Reciproc, considerand (i), din teorema (2) rezulta ca orice subsistem
al sistemului (1) este compatibil. Pe de alta parte, daca afirmatia (ii) este
adevarata, utilizand, din nou, teorema (2), obtinem ca sistemul (1) este in-
compatibil. Unind cele doua rezultate, gasim ca sistemul (1) este incompatibil
ireductibil.

O
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