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PROBLEME INTERESANTE CU NUMERE NATURALE

Ramona Lucaci

Abstract. We present some problems with positive integers intending to in-
crease pupils’ interest in Mathematics, and also to develop their ability to con-
nect the mathematical knowledge to real life. We include two problems from
PISA tests, the Programme for International Student Assessment (PISA) being
a triennial international survey which evaluates education systems by testing the
skills and knowledge of 15-year-old pupils.
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1. INTRODUCERE

Elevii trebuie stimulati prin probleme care sa le atraga atentia si care sa
le ofere satisfactii atunci cand, folosind indicatiile profesorului sau prin forte
proprii, reusgesc sa gaseasca solutia corecta.

Problemele de divizibilitate sunt din categoria celor care ii determina pe
elevi sa 1si dezvolte rationamentul si sa gaseasca metode originale de rezolvare.
De aceea, am ales un numar de astfel de probleme, dar i alte tipuri, fara a
neglija problemele , cu text“, care continua sa fie considerate dificile.

In final, prezentim doud probleme date la testele PISA (Programme  for
International Student Assessment), care se incadreaza intre cele cu numere
naturale, dar care pornesc de la situatii pe care elevii le pot intalni in viata
reala.

Generic, Programul International OECD pentru Evaluarea Elevilor - PISA -
evalueaza In ce masura elevii aflati aproape de finalul educatiei obligatorii detin
unele dintre competentele-cheie, cunostintele si deprinderile de baza esentiale
atat pentru continuarea studiilor, cat si pentru participarea deplina la viata
sociala sau pentru integrarea pe piata muncii. PISA acoperd trei domenii
principale: Stiinte, Matematica i Citire/Lectura. Testele se desfagoara o
data la trei ani si se adreseaza elevilor de 15-16 ani.

Organizatia pentru Cooperare si Dezvoltare Economica (Organisation for
Economic Co-operation and Development - OECD) a fost infiintata la 30 sep-
tembrie 1961 si reprezinta un for interguvernamental dedicat identificarii, apli-
carii i evaluarii politicilor publice dedicate dezvoltarii economice si stabilitatii
sociale. Roméania nu este incd membru OECD, dar este partener PISA, parti-
cipand din anul 2001 la acest program initiat de OECD. Din pacate, rezultatele
obtinute de elevii roméni nu sunt deloc laudabile ([1]), fiind sub media tarilor
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OECD, ceea ce face necesar ca in cadrul orelor de matematica si la cercurile
de elevi sa se propuna si probleme cu formulari de tip PISA.

2. DOUASPREZECE PROBLEME CU NUMERE NATURALE

1. Fie £ un numar natural impar. Sa se demonstreze ca, pentru orice numar
natural n

(L+24 - +n)|(1F+ 2%+ 4+ nF).
Solutie.
Fie k = 2p + 1, p numar natural.
1424 ---4+n=n(n+1)/2, deci avem de aratat ca

n(n + 1)1 4 2241 Ly 2ty
Scriind

Sn — 2(12p+1 + 22p+1 e n?p-i—l) —_
(12p+1 + n2p+1) + (22p+1 + (n— 1)2p+1) 4.+ (n2p+1 + 12p+1)

si aplicand formula a® 7! + 6%+ = (a + b)(a® — a®*~1b... + b?P), obtinem ci
n + 1 divide 25,,.

Dar 25, = 2(S,_1 + n?*1) = 25, 1 + 2n?P*L deci n divide de asemenea
2S,. Asadar, n gi n + 1 divid 25, si cum n gi n + 1 sunt prime intre ele,
rezultd ca n(n + 1)) | 2(12PT1 4 22pFL ... 4 2P+l

2. Si se arate ci dacd a = b (mod n), atunci a” = b™(mod n?).

Solutie.

a = b (modn) daca gi numai daca a =ng+7r,b=np+rsi0<r < n.
Ridicam la puterea n si rezulta

a” = n"¢" + Cln" L lr 4 02T e = Qn® 47,
b =n"p" + Cinmlpn iy + L+ nZprnTl 4t = P2 4,

Urmeaza ci a” si b dau acelasi rest la impartirea cu n?.

3. Sa se calculeze cel mai mare divizor comun al numerelor n! + 1 si (n +
DI+ 1.

Solutie.

Notam cu d numarul cautat. Deoarece d divide cele doua numere, va divide
si diferenta lor

m+IN+1-nl—1=Mn+1)-nl—nl=n-nl
De asemenea, va divide si pe n(n! + 1) = nln + n si in consecinta pe n, deci
si pe n!l. Deoarece d divide pe n! + 1 si pe n!, d va divide si diferenta lor
n! 4+ 1 —n! =1, de unde rezulta ca d = 1, si cele douad numere sunt prime.
4. Si se determine numerele prime p astfel incat numarul p? + 11 si aiba

exact 6 divizori.
Solutie.
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Fie p numar prim, p > 5. Atunci el va fi de forma p = 4n + 1 (altfel ar
fi numar par) si p? + 11 = 4(4n? £ 2n + 3), deci va fi multiplu de 4. Dar p
fiind prim nu este multiplu de 3; el va fi de forma p = 3m + 1. Rezulta ca
p? + 11 = 3(3m? £ 2m + 4), deci este si multiplu de 3. Asadar, orice numar
de forma data cu p > 5 va avea ca divizori cel putin numerele 1,2,3,4,6,12 si
pe el insusi, deci mai mult de 6 divizori.

Raman de verificat numerele prime mai mici decat 5. Pentrup = 2, p>+11 =
15, si are 4 divizori; pentru p = 3, p? + 11 = 20, si are exact 6 divizori
1,2,4,5,10,20. Agadar, singurul numar prim cu proprietatea ceruta este p =
3.

5. Numarul 27000001 are exact 4 factori primi. Determinati suma lor.
Solutie.
Descompunem in factori

27000001 =
300% 4+ 1 = (300 + 1)(300% — 300 + 1) = 7 - 43(300% +-2- 300 + 1 — 3 - 300) =
7-43(3012 — 30%) = 7 - 43(301 — 30)(301 + 30).

Suma, celor 4 factori primi este 7 4+ 43 + 602 = 652.

6. Fie m,n doud numere naturale pentru care suma dintre cel mai mic
multiplu comun (notat [m,n]) si cel mai mare divizor comun (notat (m,n))
este egala cu suma numerelor date. Demonstrati ca unul din numere 1l divide
pe celalalt.

Solutie.

Fie M = [m,n] si D = (m,n). Relatia data se scrie M + D = m + n.
Se stie c& M D = mn si inlocuim M = mn/D in relatia data, care devine
D?2 — (m +n)D + mn = 0. Ecuatia in D are solutiile D12 = m,n. Daci
D = m, atunci m divide pe n, iar daca D = n, rezulta ca n divide pe m.

7. Sa se demonstreze ca orice numar natural n poate fi reprezentat intr-o
infinitate de moduri in forma

n=+124+224+... + k2,
unde numarul k gi semnele -, 4+ sunt convenabil alese.
Solutie.
Alegand secventa de semne +, —, —, 4+ obtinem, pentru orice m, m? — (m +

1)2 — (m+2)2+ (m + 3)2 = 4. Asadar, daca exista o astfel de reprezentare
pentru n = 1,2, 3,4, va exista pentru orice n, caci putem adauga secventele

corespunzatoare.
Pentru n =1, avem k£ = 1, semnul +.
Pentru n = 2, avem k = 4, semnele —, —, —, +.
Pentru n = 3, avem k = 2, semnele —, +.
Pentru n = 4, avem k = 4, semnele 4+, —, —, +.

Am demonstrat cd pentru orice n exista o astfel de reprezentare. Din aceasta
reprezentare putem sa obtinem o infinitate de reprezentari, adaugand succesiv
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secvente de lungime 8 cu semnele +, —, —, +, —, +, +, —, care au suma 0 si nu
modifica valoarea lui n.

8. Si se determine ultima cifrd a numarului 31001 . 71002 . 131003

Solutie.
Numerele 3 gi 13 se termina cu aceeagi cifra, deci ultima cifra a numarului
dat este aceeasi cu a numarului

32004 . 71002 — 31002 . 211002 —
32. (34)250 . 911002 _ . 81250 . 971002
Rezulta ca ultima cifra a numarului dat este 9.

9. Stiind ca 227 este un numar de 9 cifre distincte doua cate doua, si se
determine, fara a calcula numarul, care din cifrele de la 0 la 9 lipseste din
scrierea lui 2.

Solutie.

Deoarece numarul are 9 cifre, se va scrie sub forma

agl0® 4+ a710" + ... + 110 + a9 =
as(O+ 14+ az(9+ 1)+ ...+ a1(9+1) +ag =
9k + ag + a7 + ... + a1 + ag,

unde k este un numar natural. Fie r cifra care lipseste. Deoarece suma cifrelor
de la 0 la 9 este 45, suma ag + a7 + ... + a1 + ag va fi 45 — r, si numarul va fi
de forma 9k +45—r =9k +364+9—7 =9¢+ (9—r), unde ¢ = k+4. Rezulta
ca 9 — r este restul impartirii numarului 229 1a 9.

Dar 229 = (26)*. 25 Restul la impartirea cu 9 a numarului 26 = 64 este
1, iar restul la impértirea cu 9 a numarului 2° = 32 este 5. Asadar restul
impartirii numarului 2%° cu 9 va fi 5. Egaland cu 9 —r, obtinem r = 4, aceasta
fiind cifra care lipseste din scrierea numarului.

In 7 noiembrie 2016 a avut loc la Universitatea, Babes-Bolyai din Cluj-
Napoca Dezbaterea Regionala privind ,, Analfabetismul functional in Roméania*,
evenimentul fiind organizat in cadrul proiectului Romania Educata ([2]), deru-
lat de catre Departamentul de Educatie si Cercetare al Administratiei Prezidentiale.
In cadrul dezbaterii a fost prezentat un studiu al Centrului de Evaluare si
Analize Educationale din Bucuresti, in care s-a constatat ca 42% dintre ele-
vii roméani de 15 ani sunt anafabeti functional. Acest lucru inseamna ca acei
elevi, cu toate ca gtiu sa scrie, sa citeasca sau sa efectueze calcule, nu pot sa
contextualizeze informatii sau sa inteleaga notiunile invatate. Media la nivelul
tarilor UE este acum de 20%, iar tinta este ca analfabetismul functional s&
scadd la 15% in 2021, dupa cum se arati in studiul respectiv.

De aceea, pe langa problemele abstracte, este foarte util sa propunem ele-
vilor probleme cu enunt inspirat din lumea reala. Acestea le atrag interesul,
le dezvolta rationamentul si le dau incredere in fortele lor.
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10. Elevii au calculat media varstelor celor 30 de profesori din scoala si au
obtinut 38. La verificare, au observat ca o varsta a fost gregit trecuta ca 26 in
loc de 56. Calculati rapid media corecta.

Solutie.

Notam S., suma calculata cu datele incorecte, si S. suma corectd. Avem
Seq = 38 - 30 = 1140.

Rezulta ca suma corecta a varstelor profesorilor este S, = S¢q — 26 + 56 =
1170.

Media corecta va fi egala cu S./30 = 39.

11. Media inaltimilor a sase copii este 152 cm. Daca inaltimile a cinci dintre
ei sunt 151 cm, 153 cm, 155 cm, 149 cm si 154 cm, sa se gaseasca inaltimea
celui de-al saselea.

Solutie.

Suma inaltimilor copiilor este 1526 = 912. Suma Inaltimilor cunoscute este
151 4+ 153 4+ 155 + 149 + 154 = 762. Ramane ca inaltimea celui de-al saselea
copil este 912 — 762 = 150, evident exprimata in centimetri.

12. La o fabrica de ciocolata s-au produs 4250 batoane de trei tipuri: cu
alune, cu lapte si cu cocos. Batoanele cu lapte sunt cu 715 mai putine decat
cele cu cocos, iar batoanele cu alune sunt de cinci ori mai multe decat cele cu
lapte. Cate batoane s-au produs din fiecare fel?

Solutie.

Notam cu n numarul batoanelor cu lapte (care apar in legatura cu fiecare
sortiment de alte batoane). Avem:

- batoane cu cocos n + 715;

- batoane cu alune 5n.

Rezulta ca in total sunt: 5n 4+ n + (n + 715) = 4250 batoane, de unde
Tn = 3535 si n = 505. Numarul batoanelor cu lapte este de 505, al celor cu
alune 5 - 505 = 2525, iar al celor cu cocos 505 + 715 = 1220.

3. DOUA PROBLEME DATE LA TESTELE PISA

Raportul international publicat in 2016 de OECD ([3]), Excellence and Equ-
ity in Education (vol. I), include informatii referitoare la performantele siste-
mului educational roméanesc in cadrul Programului OECD-PISA 2015.

In Roménia, Programul OECD-PISA 2015 s-a desfagurat prin intermediul
Centrului National de Examinare si Evaluare (CNEE). Testarea propriu-zisa
a avut loc in data de 22 aprilie 2015, fiind validate testele sustinute de 4876
elevi de 15 ani din 182 de scoli respondente, esantionate de consortiul OECD.
Romania a administrat instrumentele de evaluare in format tiparit: fiecare
elev participant a primit o brogura de test cu durata de lucru de doua ore,
continand o combinatie de itemi de investigare a competentelor de Stiinte, de
Matematica si de Citire/Lectura.
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Au fost impartite 30 de tipuri de brosuri de test continand combinatii de
sarcini de lucru/itemi din cele trei domenii. Elevii au completat si un chestio-
nar de mediu socio-educational, cu durata de raspuns de 35 — 45 de minute.
De asemenea, directorii unitatilor de invatamant participante au completat un
chestionar de investigare a caracteristicilor culturale ale scolii din perspectiva
mediului scolar, a ofertei educationale, a oportunitatilor de invatare etc.

La Matematica, Roménia a inregistrat scorul mediu de 444 puncte (fata
de 445 puncte in 2012), similar cu tari precum Grecia, Bulgaria, Cipru sau
Argentina, dar sub media tarilor OECD.

In cele ce urmeazi, prezentam doua probleme care au fost propuse la testa-
rea din 2012. Toate problemele de la aceasta testare se gasesc in [4].

URCAND PE MUNTELE FUJI
Muntele Fuji este un faimos vulcan inactiv din Japonia.

Intrebarea 1: URCAND PE MUNTELE FUJI

Muntele Fuji este deschis publicului pentru a fi urcat din 1 iulie pana in 27
august in fiecare an. In acest interval, aproximativ 200000 de oameni urca pe
Muntele Fuji.

In medie, cati oameni urca pe Muntele Fiji in fiecare zi?

A. 340
B. 710
C. 3400
D. 7100
E. 7400

Solutie.

De la 1 iulie pana in 27 august sunt 31 + 27 = 58 de zile, media pe zi fiind
200000 : 58 = 3448, 27...; asadar, raspunsul corect este C.

Intrebarea 2: URCAND PE MUNTELE FUJI

Poteca Gotemba pana la varful muntelui are o lungime de 9 kilometri (km).

Turistii trebuie sa se intoarca din plimbarea de 18 km pana la ora 8 seara.

Toshi estimeaza ca poate sa urce muntele cu o viteza medie de 1,5 kilometri
pe ora, si sa coboare cu dublul acelei viteze. Aceste viteze tin cont si de pauzele
de masa gi de odihna.

Pe baza vitezelor estimate, la ce ora poate pleca Toshi cel mai tarziu pentru
a se putea intoarce la ora 8 seara?

Solutie.

La urcare, Toshi va face 9 : 1,5 = 6 ore, iar la coborare 9 : 3 = 3 ore, In
total 9 ore. Pentru a putea sa se intoarca la 8 seara, va trebui sa plece cel
tarziu la ora 11 dimineata.

Intrebarea 3: URCAND PE MUNTELE FUJI
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Toshi a purtat un pedometru pentru a numara pagii plimbarii sale de-a
luncul potecii Gotemba. Pedometrul a aratat ca a facut 22500 de pasi pe
drumul de urcare.

Estimati lungimea medie a pasului lui Toshi la urcarea de 9 km pe poteca
Gotemba. Dati raspunsul in centimetri (cm).

Raspuns: ...ccooeevvvviiiineennnn, cm.

Solutie.
9 km = 9000 m = 900000 cm, si rezulta ca lungimea pasului lui Toshi este
900000 : 22500 = 40 cm.

ELENA BICICLISTA

Elena tocmai a primit o bicicletd noud. Aceasta are un vitezometru pe
ghidon.

Vitezometrul 1i arata Elenei distanta pe care o parcurge si viteza medie
pentru o calatorie.

Intrebarea 1: ELENA BICICLISTA

Intr-o calatorie, Elena a mers 4 km in primele 10 minute si apoi 2 km in
urmatoarele 5 minute.

Care dintre urmatoarele afirmatii este corecta?

A. Viteza medie a Elenei a fost mai mare in primele 10 minute decat in
urmatoarele 5 minute.

B. Viteza medie a Elenei a fost aceeasi in primele 10 minute i in urmatoarele
5 minute.

C. Viteza medie a Elenei a fost mai mica in primele 10 minute decat in
urmatoarele 5 minute.

D. Nu putem afirma nimic despre viteza medie a Elenei din informatiile
date.

Solutie.
Viteza medie in primele 10 minute este 4 km:10 min = 0,4 km/min; in

urmatoarele 5 minute, viteza medie este 2 km:5 min = 0,4 km/min. Raspunsul
corect este B.

Intrebarea 2: ELENA BICICLISTA

Elena a mers cu bicicleta 6 km pana la matusa sa. Vitezometrul a aratat
ca a avut o viteza medie de 18 km/h pentru intreaga calatorie.

Care dintre urmatoarele afirmatii este corecta?

A. Elena a facut 20 minute pana la matusa sa.
B. Elena a facut 30 minute pana la matusa sa.
C. Elena a facut 3 ore pana la matusa sa.
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D. Nu este posibil sa spunem cat timp a facut Elena pana la matusa sa.

Solutie.
Timpul in care Elena a ajuns la matusa sa este 6 km : 18 km/h = 1/3 h
= 20 min. Raspunsul corect este A.

Intrebarea 3: ELENA BICICLISTA

Elena a mers cu bicicleta de acasa pana la rau, care este la 4 km distanta. A
durat 9 minute. Ea s-a intors acasi pe un drum mai scurt, de 3 km. Aceasta
i-a luat doar 6 minute.

Care a fost viteza medie a Elenei, in km/h, pentru calatoria pana la rau si
inapoi?

Solutie.
Spatiul parcurs de Elena este 4 km + 3 km = 7 km, iar timpul 9 min + 6
min = 15 min = 0,25 h. Viteza medie este 7 km : 0,25 h = 28 km/h.
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