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LANTUL STEINER -~ O PREZENTARE IN PLANUL COMPLEX

Valeriu Anisiu

Abstract. We give a necessary and sufficient condition for the existence of a
closed Steiner chain, using complex numbers and homographic functions. We
present an animation programmed in the Computer Algebra System Maple.
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1. INTRODUCERE

Problema a fost formulata de geometrul elvetian Jakob Steiner (18 martie
1796 — 1 aprilie 1863), o prezentare a acesteia putand fi gasita in [3].

Fiind dat un cerc C1 interior cercului Cy, se pune problema constructiei unui
lant, de cercuri tangente exterior intre ele, care sunt in acelasi timp tangente
exterior cercului C i interior cercului Cs, pe care il vom numi in continuare
lant Steiner.

In plus, se doreste stabilirea conditiilor ca acest lant sa se inchida, adica
ultimul cerc introdus sa fie tangent primului, ca in figura urmatoare:
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Problema inchiderii lantului lui Steiner are o solutie simpla in cazul in care
cercurile C7 si Cy sunt concentrice. In acest caz, centrele cercurilor tangente
vor fi varfurile unui poligon regulat inscris intr-un cerc avand raza egala cu
media aritmetica a razelor cercurilor C; si Co. Evident ca raportul razelor
cercurilor C; gi Cs va depinde de numarul laturilor poligonului.

O proprietate interesanta pentru aceasta configuratie este ca primul dintre
cercurile tangente (cel de culoare verde) poate fi plasat in orice pozitie (adica
punctul sdu de tangenta cu cercul interior Cy poate fi ales arbitrar), fara ca
inchiderea lantului sa fie afectata. Acest fapt este evident in cazul cercurilor
concentrice, nu insa si in cazul general.

In [1] apare o schita a constructiei utilizand inversiunea. Tot cu ajutorul
inversiunii (intr-o variantd mai exotica) este tratat lantul lui Steiner in [2].

Vom aborda problema intr-un mod nou, utilizind numerele complexe si, in
loc de inversiune, functiile omografice. Aceastd metoda este mai directa si
are avantajul ca se preteaza usor la programarea cu Maple a unei animatii
sugestive, care este prezentata in ultima parte a lucrarii.
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2. REZOLVAREA PROBLEMEI

Consideram problema in planul complex. Cercul exterior Cy va fi cercul
unitate.

Urmatorul rezultat permite reducerea problemei generale la cazul in care
cercurile date sunt concentrice.

TEOREMA 1. Fie C un cerc continut in discul unitate U (deschis) din planul
complex. Atunci ezistd un automorfism conform f € A(U) al lui U astfel incdt
cercul f(C) sa aiba centrul in origine.

Demonstratie. Fie ¢ centrul cercului C. Putem presupune ¢ # 0, caci altfel
se poate alege f = id (aplicatia identica).

Consideram rotatia f1(z) = |¢| /¢ - z. Deoarece fi(c) = |c|, cercul C; =
f1(C) va avea centrul in punctul |c|, adica pe axa reala d.

Fie a,b € R pentru care segmentul [a, b] este diametru al cercului Cy.Putem
presupune a+b # 0, caci altfel C ar avea deja centrul in origine si deci f = fi.

Va fi suficient sa gasim fo € A(U) astfel incat fo(Cj) sa aiba centrul in
origine. Avénd in vedere ca functiile din A(U) sunt de forma z — A{=L, cu
p €U, [A[ =1 (vezi [5]) vom cauta fa de forma fo(2) = =L, cup € (-1,1).

Pentru p € R rezulta fo(d) = d.

Notam Co = f2(Cy). Co este un cerc deoarece fy este aplicatie omo-
graficd. Este cunoscut faptul ca o astfel de aplicatie conserva ortogonalita-
tea cercurilor in sens extins (i.e., cercuri gi drepte). Cum C; L d, rezulta
f2(C1) L fa(d), adica Co L d si deci centrul cercului Cy se afla pe axa reala d.
Va fi deci suficient ca p sa fie ales astfel incat fa(a) = — fa(b).

Dar fa(a) = —f2(b) — la:ppa = —f’%ﬁb <= ¢(p) =0, unde
1+ ab
2
=p°—2 1.
¢(p) =p TPt
Ecuatia ¢(p) = 0 are insa o (unicd) radacina in (—1,1), deoarece ¢(1)
4(1-a?)(1-02)
Cu p astfel ales, automorfismul cautat este f = fs o fi. O

OBSERVATIA 1. Radacina p € (—1,1) a ecuatiei ¢(p) = 0 are expresia

(1) p:a_li_b<1+ab—\/(1—a2)(1—b2)).

Teorema 1 este suficienta pentru realizarea constructiei cercurilor lui Stei-
ner. Enuntam totusi urmatorul corolar, care include si expresia razei cercului
concentric rezultat.

COROLARUL 1. Fie C' un cerc continut in discul unitate U din planul com-
plex si care are o pereche de puncte diametral opuse a,b situate pe azxa reald.
Daca cercul C' nu este concentric cu cercul unitate 6U atunci existd un unic
automorfism conform f € A(U) al lui U astfel incat cercul f(C) are centrul
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in origine, f([a,b]) CR si f(a) > 0.
In plus, raza cercului f(C') este

(2) polzab- %21_—6?% (i-0%)

Demonstratie. Daca f(z) = A7, (p € U, || = 1) din conditia f([a,b]) C
R rezulta p, A\ € R. Dacad in demonstratia teoremei 1 consideram fi(z) = z,

rezultd unicitatea lui p (care are valoarea (1)). De asemenea, A\ € {—1,1} este

unic deoarece f(a) = A{=E > 0 implicd A = sign({=%). (de remarcat ca
p # a, deoarece la_;f; = —lb_;;’b sia#b).

Avem deci 7 = f(a) = Ala:p’; = 1a:p’; , si inlocuind p din (1) se obtine
(2). O

OBSERVATIA 2. Se observd usor cd
la — 0]
r= .
1—ab++/(1—a2)(1-0?)
PrOPOZITIA 1. Fie Ci un cerc concentric cu cercul unitate 0U avind raza
r<l,sineN n>3.

Conditia necesard si suficientd pentru ca sa existe n cercuri tangente exterior
intre ele gi tangente cercurilor Cy si 0U este

LT 1—r
3) sin(5) = 1.

sau echivalent

o (T T
(4) r = tan <4 2n> .

Demonstratie. Centrele celor n cercuri sunt varfurile unui poligon regulat.
Razele acestor cercuri sunt egale cu (1 —r)/2. Daca notam cu A si B centrele
a doud cercuri mici consecutive si cu 7" punctul lor de tangenta, unghiul AOT
are masura 7/n. Deoarece TA= (1—-7r)/25i0OA=1—-(1—-7r)/2=(1+71)/2,
din triunghiul dreptunghic OAT se obtine sin(7) = TA/OA = (1—7)/(1+7).

Pentru a doua formula se foloseste (1 —sinx)/(1 + sinz) = (1 — cos(n/2 —
2))/(1 + cos(m/2 — x)) = tan?(w/4 — 2/2). O

Teorema urmatoare contine conditia necesara si suficienta pentru existenta,
in cazul general, a unui lant Steiner inchis.

TEOREMA 2. Fie C un cerc de raza R < 1 continut in discul unitate U din
planul complex i avand centrul la distanta d > 0 de origine.
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Conditia necesarda §i suficienta pentru ca sa existe intre cercurile C' si U un
lant Steiner inchis este

1+R2—d2—\/<1—(d—R)2) (1—(d+R)2)
°R

Demonstratie. Consideram corolarul 1 pentrua=d— R, b=d+ R.

Sub actiunea automorfismului f (care pastreaza tangenta cercurilor), pro-
blema este transferata la cazul cercurilor conciclice In care cercul interior are
raza

14+ R?2—d? - \/<1— (d—R)Q) (1—(d+R)2>
2R '
Aplicand propozitia 1 rezulta concluzia. U

r =

3. ANIMATIE CU MAPLE

Utilizarea Teoremei 1 permite realizarea cu programul Maple a unei animatii
a lantului Steiner care va evidentia faptul ca punctul de tangenta al primului
cerc la cercul fix interior este arbitrar.

Steiner:=proc(N,z0:=1/2)

local f,R,t,k;

f := (a,w) -> (w+a)/(l+conjugate(a)*w);

R := (1-sin(Pi/N))/(1+sin(Pi/N));

# R = raza cercului fix; cele mici au raza (1-R)/2

plots:-animate(

plots:-complexplot,

[[exp(I*t),f(z0,exp(I*t)*R),

seq(f(z0, exp(I*ani)*((1+R)/2%exp(I*2*Pixk/N)+(1-R)/2*exp(I*t))),
k=0..N-1)

1,t=0..2%Pi,x=-1..1,y=-1..1,

color=[black,blue,green,red$N] ,axes=none

1,

ani=0..2*Pi, frames=60, paraminfo=false, title="Lanul Steiner");

end:

Steiner(13,-0.3);

Rezultatul este o animatie a lantului Steiner in foaia de calcul Maple (v.
[4]). Aceasta poate fi salvata intr-un figier .gif si vizualizata cu orice browser
(in absenta programului Maple).
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