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ASUPRA UNOR PROBLEME PROPUSE
LA CONCURSURI INTERJUDETENE

Daniel Vacaretu

Abstract. This paper will present the solutions of two problems which were pro-
posed to ”Grigore Moisil” and ”Marian Tarina” inter-counties Romanian math-
ematical competitions. In Romania, these competitions are considered amongst
the most difficult ones, being a good opportunity for students to train themselves
and to self-assess their potential in view of their participation in the final stage
of the National Mathematics Olympiad. As an evidence for the last statement
stays the fact that the problems proposed in these competitions are annually
published in the Mathematics Review/ Gazeta Matematicd. We also have to
mention the fact that the students’ results in these competitions are special
criteria for their admission to the Faculty of Mathematics and Informatics of
Babeg-Bolyai University from Cluj-Napoca.
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1

Fie ABC un triunghi ascutitunghic oarecare si O centrul cercului sdu cir-
cumscris. Se considera dreptele B,C,, CpA; respectiv A.B. perpendiculare
in O pe dreptele AO, BO respectiv CO, unde Ay, A. € BC, B.,B, € CA
si Co,Cp € AB. Notam cu H,, Hj respectiv H. ortocentrele triunghiurilor
AC,B,, BAyCy respectiv CB:A.. Sa se demonstreze ca segmentele H,A,
HyB si H.C pot fi laturile unui triunghi.
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Solutia 1. m(OAC) = m(OCA) = 90° — m(B) = m(C,B.A) = m(B)

Analog m(Ba/CTA) =m(C).

Deci B,C, este antiparalela la BC'

Analog Cy Ay este antiparaleld la C'A si A.B. este antiparalela la AB.

Ne intereseaza de fapt aici ca triunghiurile AB,C,, ApBCy si A.B.C sunt
asemenea cu triunghiul ABC' (au aceleasi masuri de unghiuri).

Avem:

— OB
? tgA-OA+tgB-0O a+th’-08a
OH, =
tgA+tgB+tgC
OB oc —
—P} tgB-OB+tgC-0OCy,+tgA-OA,
OHy =
tgB+tgC +tgA
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H
o th-O?—I—tgA-OAC—i-th-O?C‘

tgC +tgA+tgB

Adundm membru cu membru si obtinem:

H
_ tgA-OA+tgB OB +1tgC-OC
OA.+OHy +OH. = tg A+tgB+tgC

tg A(OA, + OA,) + tg B(OB, + OB.) + tg C(OC + OC})

tgA+tgB+tgC

_l’_

—

— —

N to A-OA +tgB-OB +tgC-0OC

~OA +OH,+OH,—OH +0. 84 0A+B 0B +tgC-0C
tg A+tgB+tgC

unde am notat cu H ortocentrul triunghiului ABC si cu A’, B', C' mijloacele
segmentelor [A.Ap], [BoBe] si [CyCy] care sunt de fapt si mijloacele laturilor
BC, CA, AB.
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Dar triunghiul A’B’C’ este triunghiul median, deci are unghiurile de masuri

~

m(A), m(B), m(C). Deci
N

— —
tgA-OA"+tgB-OB +1tgC -0 ’_6>
tg A+tgB+tgC B

—
pentru cé este vectorul OH’, unde H’ este ortocentrul triunghiului A’B’C’
care coincide cu O.

Am obtinut deci:

OH = OH, + OH, + OH,
din relatia lui Sylvester
& OA+ OB +0C = 0H, + OH, + OH,

S H A+ H,B+HC=0
adica segmentele H, A, HyB si H.C pot forma un triunghi.

Solutia 2. H,A = 2R, cos A, unde R, este raza cercului circumscris triun-
ghiului AC, B, care este asemenea cu triunghiul ABC' (invers asemenea adica
B,C, este antiparaleld la BC'). Din asemanarea lor avem:

R, R

R hg
unde R = OA este raza cercului circumscris triunghiului ABC' si inaltimea
corespunzatoare lui A in triunghiul AC,B,, iar h, este indltimea din A a
triunghiului ABC

R? 2R?
= Ra - hf = H(ZA ==

a a

cos A

si analog;:
2R?
HyB = — cos B,
hy,

2
H.C = 1

H,A+ HB > H.C
2 2 2R2

2R
» cosA—i—h—bcosB > e

cos A n cos B S cosC
ha hb hc
Dar h, = ¢sin B, hy = asinC, h, = bsin A. Rezulta:

2

cos C.

& cos C

cos A n cos B S cosC'
csinB  asinC = bsinA
cos A cos B cos C

< YRsinCsinB | 2RsinAsinC ~ 2Rsin Bsin A
& sin Acos A+ sin Bceos B > sin C cos C
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< sin2A + sin 2B > sin 2C

< 2sin(A + B) cos(A — B) > 2sin C cos C

& cos(A— B) > cosC < cos(A—B) —cosC >0

A-B+C . A-B-C

& —2sin

& sin (g — B) sin (A — g) <0<« cosA-cosB >0 adevarat.

Analog se demonstreaza HyB + H.C > H,A i H,A+ H.C > H,B.

2

Fie O gi I centrul cercului circumscris respectiv centrul cercului inscris tri-
unghiului oarecare ABC. Se considera dreptele B,C,, CyAp respectiv A.B.
perpendiculare in O pe dreptele AO, BO respectiv CO, unde Ay, A. € BC,
B.,B, € CAsiC,,Cy, € AB. Fie Hy i Oy ortocentrul respectiv centrul cercu-
lui circumscris triunghiului I4Iglc, unde 14, Ip si Ic sunt centrele cercurilor
inscrise in triunghiurile AC,B,, BA,Cy si CB.A. si I' centrul cercului inscris
in triunghiul A’B’C’, unde A’, B’ si %unt mijloacele laturilor BC, C'A si
AB. Sa se demonstreze ca: .ﬁ%I =2.0;I.
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Solutie.
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A

B A, Al Ay C
Vectorul de pozitie al centrului cercului inscris in triunghiul ABC este:

SN a-7,4+b~73+c-7c sin A - 7A+smB rB—i—smC rc
7=

at+b+e sin A +sin B +sinC
Avem:
m(Ay) =m(A;) = m(A),
m(Ba) = m(Bc) = m(B),
m(Cy) = m(Cy) = m(C),

deci In cazul triunghiurilor AC,B,, BAyCy si CA.B. avem:
— ey s
sinA-OjA+sinB-0;B,+sinC -0;C,

—
Tr—

Orla sin A + sin B + sin C

O—I>— sinB‘Ofﬁ—i-sinC'OICb—i-sinA‘O[Ab
B = sin A +sin B +sinC

O—I> sinC~018—i—sinA‘O[Ac—i-sinB-OIBc
o =

sinA+sinB +sinC
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(Am luat ca origine a vectorilor punctul Oy.)
Adunadm membru cu membru gi avem din relatia lui Sylvester:

OrHy = O1loa+O1lg + Oflo
m n sin A(O[Ac + O[Ab) + sin B(O[Ba -+ O[Bc> + sin C(O[Cb + O]Ca)
=Ur

sin A +sinB 4+ sinC
sinA-0O7A" +sinB-O;B' +sinC - 0;C’ —
2017\—1-2- - - - :Olj+2'011/
sin A +sin B +sinC

(pentru c& m(A’) = m(A), m(B') = m(B), m(C") = m(C) si A, B',C’ sunt
mijloacele segmentelor A.Ap, Be B si CpCy

O H -0, 1=2-0,I' = TH, =2-0,1.
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