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1. INTRODUCERE

DEFINITIA 1.1. Prin spatiu metric se intelege orice mulfime X pe care este
definita o functie d : X x X — [0,+00) ce satisface proprietatile:
i.) d(z,y) = 0 daca si numai dacd x=y;
ii.) d(z,y) = d(y,z), Yo,y € X;
iii.) d(z, z) < d(z,y) +d(y, 2), Vz,y,z € X

DEFINITIA 1.2. Orice functie d cu proprietdtile de mai sus se numeste
functie distanta.

DEFINITIA 1.3. Fie un spatiu metric (X,d) si functionala diametru definita

astfel:
diam : P(X) — Ry { +oc}, diam(Y) = {Sup{d<a’b) | acYbeY}, daca #0

0, dacaY =10

DEFINITIA 1.4. Fie un spativ metric (X,d), A,B C X si functionala dia-
metru generalizat definitd astfel:
d:P(X)x P(X) — Ry |U{ +o0}, §(Y) = sup{d(a,b) | a € A, be B}

Observatie: Vom defini in continuare functionalele: decalaj, exces gsi Pompeiu-
Hausdorff:
i.) Functionala D : P(X) x P(X) — Ry [J{+o0} se numeste functionala
decalaj a multimii A peste B gi este definita prin:
inf{d(a,b)| a€ A,be B}, daca A#0+# B
D(A,B) =140, daca A=()=DB
+oo, daca A=0#B sau A# () =B

ii.) Functionala p : P(X) x P(X) — Ry |J{+0o0} se numeste functionala
exces a multimii A peste B si este definita prin:
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sup{D(a,B) | a€ A}, daca A# 0 +# B
p(A,B) =<0, daca A=0=B
+oo, daca A=0#B sau A#(0) =B

iii.) Functionala H : P(X) x P(X) — R4 [J{+o0} se numeste functionala
Pompeiu-Hausdorff generalizata a multimii A peste B si este definita prin:
max{p(A, B),p(B,A)}, daca A+#(+# B
H(A,B)=<0, daca A=0=B
+00, daca A=0+#B sau A#0 =B

LEMA 1.1. D(b,A)=0 dacd si numai dacd b € A.

TEOREMA 1.1. Fie (X,d) spativ metric, perechea (P, (X ), H) este un spativ
metric.

DEFINITIA 1.5. H este numita metrica Pompeiu-Hausdorff indusa de me-
trica d. Fste notat cu Hg functionala Pompeiu-Hausdorff generatd de metrica
d pe spatiul X.

Observatie: H este metrica generalizata pe P, (X) (distanta din definitia
metricii este un numar real).

LEMA 1.2. Fie (X,d) spatiu metric. Atunci avem ca:
i.) D(0,Y):(X,d) — Ry, z — D(,Y), Y € P(X), este neexpansiv.
it.) D(xz,e): (Py(X),H) — R4, y — D(z,Y), x € X, este neexpansiv.

Demonstratie. i.) Pentru a demonstra ca D(e,Y) : (X,d) — Ry este neex-
pansiv avem de demonstrat inegalitatea:
|D($1,Y) — D(ZL'Q,Y)| < d(l‘l, IL‘Q),V.’L‘l,{L‘Q eX
Fie z1, 29 € X alesi arbitrar, astfel pentru Vy € Y avem ca:
d(z1,y) < d(z1,22) + d(z2,7)

Aplicand inf obtinem ca:
yey

12{/ d(z1,y) < d(z1,x2)+ 12{/ d(z2,y) = D(z1,Y) < d(z1,22)+D(x2,Y) =
y y

D(z1,Y) — D(x2,Y) < d(z1,ds), astfel rezulta ca |D(x1,Y) — D(x2,Y)| <
d(fL‘l, l’Q),V(El, r9 € X.

Interschimband rolurile lui z; € X si 22 € X obtinem cd |D(z2,Y) —
D(x1,Y)| < d(xz9,x1),Vr1,20 € X
ii.) Pentru a demonstra ca D(x,e) : (Py(X), H) — R, este neexpansiv avem
de demonstrat inegalitatea:
|D(z,A) — D(x, B)| < H(A, B),VA, B € Py(X)

Fie A, B € P,(X) alese arbitrar, a € A, b € B, astfel avem ca:
d(z,a) < d(x,b) +d(b,a)

Aplicand inf obtinem ca:
acA

D(z,A) <d(x,b) + D(b,A) < d(xz,b) + H(B, A), astfel obtinem ca D(x, A) —
D(z,B) < H(A,B) & O
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LEMA 1.3. Fie (X,d) spatiu metric. Atunci functionala generalizata diam :
(P, H) — Ry |J{+0o0} este continud, functia definita astfel:

diam(Y) = sup{d(a,b) | a€Y,beY}, daca Y # 0
0, daca Y =10

LEMA 1.4. a.) Fie (X,d) spatiu metric si Y,Z € P(X). Atunci avem ca

D(Y.Z) = inf D(x.Y) + D(. Z);
IS

b.) Fie (X,d) un spatiu metric si (A;)icr, B submultimi nevide ale lui X.
A ) 1 D A;, B) =inf D(A;, B);

tunct avem cd (lGLJI i» B) inf (A;, B);
c.) Fie (X,d) un spatiu normat si A, B,C € P(X). Daca A este o multime
convexd, atunci avem ca:

D(AB + (1 —A)C, A) < AD(B, A) + (1 — \)D(C, A), VA € [0,1].

LEMA 1.5. Fie (X,d) spativ metric, atunci avem ca:
i.) DacaY,Z € P(X) atunci 0(Y,Z) =0 dacd i numai daca Y = Z = x
ii.) 8(Y,Z) < 8(Y, W) + 8(W, Z), VY, Z,W € Py(X)
iti.) FieY € Py(X) siq € (0,1). Atunci, pentru fiecare v € X ezistay € Y
astfel ca ¢6(z,Y) < d(z,y).

In continuare, vor fi definite concepte si rezultate de baza pentru operatorii
multivoci.

Fie X si Y doud multimi nevide. O functie multivoca (sau multifunctie) de la
X la Y este corespondenta care asociaza fiecarui element x € X o submultime
F(z) aluiY, altfel spus F' : X — P(Y).

Functiile multivoce apar in diferite domenii ale matematicii, vom da, astfel,
trei exemple de astfel de operatori:

1.) Multifunctia proiectie metrica:
Fie (X,d) spatiu metric si Y € P(X), spunem ca proiectia metricii pe Y este
functia multivoca Py : X — P(Y) cu:

Daca X este un spatiu Hilbert, iar Y este o multime inchisa si convexa,
atunci Py devine operator univoc.

2.) Teoria controlului: Daca f este definita astfel: f: R x R” x R"™ — R"
si ea determina dinamica unui sistem avand urmatoarele ecuatii de miscare:

' (t) = f(t,x(t), u(t)), z(0) = 2°
Stim ca u este operatorul control si poate fi ales din U : R x R — P(R™)
numita functia reactie, aceasta fiind o problema de teoria controlului.

3.) Fractali multivoci: Fie (X,d) un spatiu metric si F,...,F, : X —
P, (X) functii multivoce, fiecare fiind semicontinuu superior. Sistemul format
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din F = (Fy, ..., F),) se numeste sistem de functii multivoce iterate (notat cu
IMS).
Urmatoarea functie multivoca se numeste Barnsley-Hutchinson generata de

IMS F:
F:X — Py(X UF ), Vo € X.

Daca F; : X — Py 4(X), pentru i = 1,m, atunci avem c&: F : X —
Pb,cl(X)‘

Urmatorul operator numit operatorul multi-fractal extins generat de IMS
F este definit astfel:

Tp : Pa(X) — Py(X), Tr = | JE(Y

Un punct fix al T este numit fractal intins multivoc.

DEFINITIA 1.6. Fie X,Y doua spatii nevide, pentru functia multivoca F :
X — P(Y) definim urmatoarele:
i.) Domeniul efectiv: Dom F={x € X | F(x) # 0}
it.) Graficul: Graf F={(xz,y) e X xY | y € F(x)}
i11.) Rangul: F(X)={ U F(x

reX

iv.) Imaginea multimiit A € P(X): F(A) = F(x)
€A
v.) Inversa imaginii multimii B € P(Y): F~(B)={x € X | F(z)(B # 0}
vi.) Inversa strictd a imaginii multimii B € P(Y): F* = {x € Dom F |
F(x) Cc B}
vii.) Inversa functiei multivoce F~':Y — P(X), F7Y(Y)={z € X | y €
F(x)}. Multimea F~1(y) este numita fibra lui F in punctul y.

DEFINITIA 1.7. Fie X,Y,Z multimi nevide si FF: X — Y, G:Y — Z
functii multivoce. Compunerea celor doud functii multivoce este tot o functie
multivocd, acesta este definit astfel

H:X—Z H=GoF, Hz) = (] Gy

yeF(z)

DEFINITIA 1.8. Fie (X,d), (Y,d) spatii metrice si F : X — P(Y). Atunci
F se numeste:
i.) a-Lipschitz daca a > 0 si H(F(x1), F(z2)) < ad(z1,x2), Vr1,22 € X;
i1.) a-Contractie daca este a-Lipschitz cu a < 1;
iti.) contractiv daca H(F(x1), F(x2)) < d(x1,22). Yoy, x0 € X, x1 # 22

Observatie: Fie (X,d) spatiu metric si Y spatiu Banach, atunci functia
multivoca F' : X — P(Y) este a-Lipschitz pe multimea K € P(X), daca
a>0si ~
F(z1) C F(x2) + ad(x1,x2)B(0;1), V1,22 € K.

E~2
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DEFINITIA 1.9. (X, 7) spatiul topologic se numeste Hausdorff dacd Vx,y €
X exista doud multimi deschise, disjuncte U,V € T care sa con{ind x, respectiv

Y.

Fie X este un spatiu topologic compact Hausdorff, E este un spatiu normat
real finit dimensional. Notam cu Conv(E) multimea submultimilor lui E nevide
convexe gi compacte.

In continuare definim distanta Hausdorft:

d(A,B) =inf{ec R} | ACB+e-BBCA+e-B}
Unde gtim ca B reprezinta bila unitate a lui E de centru 0.

DEFINITIA 1.10. Spunem ca functia multivoca F : X — Conv(E) se
numeste Hausdorff-continud in punctul o € X dacd, pentru orice ¢ € R* |
exista o vecinatate U a lui x¢ pentru care: d(F(x), F(x0)) < € pentru oricare
x € U; spunem ca F este H-continud dacd este continud in fiecare xg € X.

Teoria jocurilor studiaza interactiunile strategice dintre indivizi in situatii
numite jocuri. Jocurile au diferite caracteristici, enumeram in continuare cele
mai comune dintre acestea:

i.) Numarul jucatorilor: Fiecare persoana care face alegeri in joc, care primeste
un castig de pe urma alegerilor facute se numeste jucator.

ii.) Strategii per jucator: intr-un joc fiecare participant poate alege dintr-o
multime de posibile actiuni, acestea fiind cunoscute ca si strategii.

iii.) Strategii pure si echilibru Nash: acest echilibru Nash este o multime de
strategii ce reprezinta raspunsurile mutuale cele mai bune la alte strategii.
Considerand doar situatiile in care participantii aleg o singura strategie fara
sa combine strategii, lucru cunoscut i sub numele de strategie puri, astfel de
jocuri pot avea mai multe echilibre Nash.

iv.) Joc secvential: acesta se refera la efectuarea actiunilor unui jucator
dupa un altul, altfel se incadreaza in jocurile cu actiuni simultane din par-
tea jucatorilor.

v.) Informatie perfecta : ne referim la jocurile secventiale, in care fiecare
jucator cunoaste strategiile alese de jucatorii care l-au precedat.

vi.) Suma constanta: in aceasta situatie suma cagtigurilor fiecarui jucator este
aceeasgi pentru orice set de strategii, in astfel de jocuri un jucator castiga, iar
celalalt pierde, un exemplu in acest sens este jocul piatra-hartie-foarfeca.
vii.) Jocuri non-cooperative: acestea se refera la jocurile in care participantii
iau deciziile independent unul de celalalt. Este posibil ca jucatorii sa colabo-
reze, dar doar cu scopul de a-si atrage situatia favorabila de partea lui.

viii.) Jocuri cooperative: se refera la jocurile in care exista grupuri de jucatori
ce coopereaza intre ei, astfel jocul este o competitie intre mai multe grupuri
de jucatori.
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Problema de echilibru Nash

In aceastd situatie jucatorii au interese independente, deci discutam de joc
non-cooperativ, iar acestia aleg o strategie anume, apoi, pe baza alegerii stra-
tegiei exista consecinte. Consideram cazul in care sunt n jucatori cu interese
independente.

Notam cu X; multimea tuturor strategiilor jucatorului i, cu ¢ = 1, n.
n

Atunci avem ca X = H X, este multimea tuturor vectorilor strategie.
i=1
In continuare, notdm castigul, notat cu z = (z1, ..., zpn). Alegerile jucatorilor
sunt reprezentate de functia multivoca: U; : X — P(X) definita prin:
Di(x)={ye X | y este preferat pentru x}.

A~

In continuare definim functia multivoca replica buna ca fiind:

r_; = (1‘1, vy Ti—1, Tit1, ,CCn) € X_;,unde X_; = H Xg.
k=1 ki

Astfel, y; este replica bund a jucatorului i in functie de vectorul strategie x
daca x|y; = (1, ooy Tie1, Yi, Tit1, -, Tn) € Ui(X).

In acest cadru, functia multivoca replica buna corespunzatoare jucatorului
ieste Uj : X1 — P(X;) definita prin:
Uz(l‘fz) = {yl € X; ‘ x|yl € UZ($|U),VU € Xz}

Perechea (X;, Ui)ic{1,2,...n} se numeste joc in forma strategica sau economie
abstracta.

Consideram functia castig a jucatorului i ca fiind: p; : X — R, pentru
i=1,n.

In continuare definim functia multivoca replica buna pentru functia castig
p; ca fiind:
Ui(w—i) ={yi € Xi | pi(w[yi) = pi(a[2),Vz € Xi}

Un punct de echilibru Nash pentru economia abstracta este z* € X daca
zf € Ui(z*,), i = 1,n, astfel spus:
o*|zk € Uy(x*|u), Yu € X;, Vi =T, n.

Astfel, problema de echilibru Nash este reprezentata de urmétoarea pro-

blema de punct fix:
n

z* € U(z*), unde U(x) = HUi(m_i)
i=1

IIn cazul in care 2* € X este echilibru Nash noncooperativ atunci fiecare
jucator considera alegerea sa ca fiind acceptabila si nu doreste sa si-o schimbe
aceasta alegere.

Consideram, spre exemplu, cazul unui astfel de joc cu n=2 dat de:
(X1,U1),(X2,Us), unde stim ca:
X1, X5 reprezinta strategiile jucatorului 1, respectiv jucatorului 2.
Uy : Xo — P(X1), Uy : X3 — P(Xy) functiile multivoce replica buna
pentru fiecare dintre jucatori.
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Un punct de echilibru Nash este definit in cazul n=2 astfel: z; € U;(z3) si
x9 € Uy ({L"{)

Functia multivoca replica buna poate fi scrisd si sub forma:
Ui(z) ={yi € Xi | yi € Ui(z)}

Din aceasta forma observam ca z* € X este punct de echilibru Nash daca
Ui(z*) = 0, i = T,n sau altfel spus Ay; € X; pentru care x*|y; sa fie preferat
de z*.

DEFINITIA 1.11. Fie F; : X — P(X;) functia multivoca constringere sau
fezabilitate corespunzdtoare jucdatorului i, unde i = 1,n, care de fapt ne spune
care strategii sunt fezabile pentru jucatorul i, in functie de vectorul strategii x.

Astfel avem:

n
F : X — P(X) functia multivoca definita prin: F(x) = H Fi(x)
i=1

Punctele fixe ale functia multivoca F sunt vectorii stragegie fezabili, altfel
spus z € X, x € F(x)

DEFINITIA 1.12. Un joc (X;, Ui, Fi)ic1,2,...n generalizat sau o economie abs-
tractd generalizata este un joc strategic ce contine functia multivoca fezabili-
tate.

Punct de echilibru Nash in contextul unei economii abstracte generalizate
este vectorul strategie * € X pentru care z* € F(z*) si U;(a*) () Fi(z*) = 0,
Vi=1,n

In continuare abordim cazurile:
1. U@*)=0
2. U(z*) = {2*} L.

TEOREMA 1.2 (Sonnenschein). Fie Y C R'! compact si conver i fie U :
Y — P(Y) o functie multivoca astfel ca:
i.) v ¢ coU(x), Ve € Y;
i.) Dacay € U™Y(x), atunci Iz € Y (posibil z=y) pentru care y € intU ().
Atunci Jz* € Y: U(x*) =0 six € Y | U(z) =0 e compacta.

COROLARUL 1.1 (Lema Ky-Fan). Fie Y C R compact iU : Y — P(Y)
functie multivoca pentru care:
i.) ¢ U(z),Vr €Y
ii.) U(x) este conver, Vx € Y
i11.) Graf U este deschisa un'Y XY
Atunci Jz* € Y: U(x*) =0 six €Y | U(z) =0 e compacta.

DEFINITIA 1.13. Fie (X,d) spatiu metric i T : X — P(X) functie multi-
vocd. Un gir (xp)nen se spune cd un gir de aproximari succesive pentru T por-
nind de la (z,y) € Graf (T) daca: ©o =z, 1 =y §i Tpy1 € T(zy), Vo € N*
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TEOREMA 1.3. Fie (X,d) spatiu metric complet, Y € Py(X), T : Y —
Py(Y) operator multivoc Hausdorff-continuu.

Presupunem ca:
i.) Exista o € [0,1) si (yn)neny € Y sir de aproximatii succesive pentru T
pornind de la (yo,y1) € Graf (T') pentru care:
diam T (yYn+1) < adiam T(y,), Vn € N;
ir.) yeT(y), VyeY

In aceste conditii, Jy* € Y : {y*} = T(y*), sau altfel spus y* este element
mazimal.

2. GENERALIZARI

TEOREMA 2.1. Fie (X,d) spatiu metric complet, Y € Py(X), T,, : Y —
Py(X), n € N Hausdorff-continue. Presupunem ca: i.) Ja € [0, 1), (yn)neN €
Y, €Y, :

Yn+1 € Tn+1(yn)
Yo € Yo

Pentru care are loc:

6(Tn(yn)aTn+1(yn)) < O[(S( n— 1(yn 1) T, (ynfl))

i4.) Yn € Tn(yn)

Atunci are loc: z* € Yy, T, (y*) = y*, sau altfel spus y* este element maxi-
mal.

Demonstratie. Consideram yo € Y, y1 € T(y0) si Yn+1 € T(yn), ¥n € N*
Din i.) avem ca:
(T (yn)s Tns1(yn)) < @ 6(Tn—1(yn-1): Tu(yn-1)) < @?0(Tn—1(Yn—1), Tn(yn-1))
< a™(8(To(yo), T1(y0))) — 0 cand n — oo, rezulta ca (T, (Yn) Tn+1(yn)) —
0.

Astfel avem ca d(yn, Yn+p) < d(Yns Ynt1) + ... + d(yn+p 1 Yntp)

< a™5(To(yo), Ta(y0)) +---+a"P~15(To(yo), Ti(yo)) < 17 5(To(vo), T1(y0))s

astfel, pentru n — oo si @ € [0, 1)

rezultd ca d(Yn, Yntp—1) — 0, astfel rezulta ca (yn)nen este Cauchy in spatiul

metric complet (Y,d), astfel 3y* € X pentru care lim y, = y*, dar Y este o
n—-~o0

multime inchisa, astfel y* € Y.

Din ii.) avem ca y* € T(y*), dar deoarece lim, oo ¥yn = y* si tindnd
cont ca 0 : Py(X) x B(X) — Ry este continua, iar T, : ¥ — B(Y)
sunt Hausdorff-continuu, avem c& 0(75,(yn), Tn+1(yn)) — (Tn(y*), Tn+1(y*))
pentru n — oo, si §(T,(y*), Trh+1(y*)) — 0 pentru n — oo, astfel rezulta
ca 0(T,(y*), Tn+1( *)) = 0, deci rezulta ca {y*} =T'(y*). & O

TEOREMA 2.2. Fie (X,d) spatiu metric complet, Y € Py(X), T, : Y —
Py(X), n € N Hausdorff-continue. Presupunem ca: i.) o € [0,1), I(yn)neN €
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Yn+1 € Tn-‘rl(yn)
Yo € Yo

Pentru care are loc:

p(Tn(yn)v Tn—i—l(yn)) < ap(Tn—l(yn—l)) Tn(yn—l))

i4.) Yn € Tn(yn)

Atunci are loc: Jx* € Yy, T, (y*) = y*, sau altfel spus y* este element maxi-
mal.

Demonstratie. Consideram yo € Y, y1 € T(yo) $i Yn+1 € T(yn), Vn € N*
Din i.) avem ca:
p(Tn(yn)aTnJrl(yn)) « (Tn 1(yn 1) T, (yn 1)) <« p(Tn l(ynfl)aTn(ynfl))
< a"(p(To(yo), T1(y0))) — 0 cand n — oo, rezulta ca p(Th (yn) Tnt1(yn)) —
0.

Astfel din teorema 2.1 avem c& d(Yn, Yn+p) < d(Yn, yn+1)—|—...+d(yn+p,1, Yntp)

< o p(To(y0), Ti (30)+ -+~ p(To(yo), Ta(ao)) < 7 p(Tolo). T (o))

astfel, pentru n — oo si @ € [0, 1)

rezulta ca d(Yn, Yntp—1) — 0, astfel rezulta ca (yy,)nen este Cauchy in spatiul

metric complet (Y,d), astfel Iy* € X pentru care h_r}n yn = y*, dar Y este o
n o

multime inchisa, astfel y* € Y.

Din ii.) avem ca y* € T(y*), dar deoarece lim, ¥y, = y* si tindnd
cont ca p : Pp(X) x Py(X) — Ry este continua, iar 7, : ¥ — P(Y)
sunt Hausdorff-continuu, avem ca 0(T5, (yn), Tht1(yn)) — (Tn(v*), Tht1(y™))
pentru n — 00, si p(T5,(y*), Tn+1(y*)) — 0 pentru n — oo, astfel rezulta
ca p(Tn(y*), Tht+1(y*™)) = 0, deci rezulta ca {y*} = T'(y*). B O

TEOREMA 2.3. Fie (X,d) spatiuv metric complet, Y € Py(X), T, : Y —
Py(X), n € N Hausdor{f-continue. Presupunem ca: i.) o € [0,1), 3(yn)nen €
Y, €Y, :

Yn+1 € Tn+1(yn)
Yo € Yo
Pentru care are loc:
H(T(yn): Tnt1(yn)) < aH(Tn-1(yn-1), Tn(yn-1))
ii.) Yn € Tr(yn)
Atunci are loc: x* € Y,: To(y*) = y*.
Demonstratie. Consideram yp € Y, y1 € T(yo) $i Yn+1 € T(yn), Vn € N*
Din i.) avem ca:
H(Tp(yn), Tn+1(yn)) < @ H(Toe1(yn-1), Ta(yn-1)) < &2H(Tp-1(Yn-1), Tn(Yn-1))
< o™(H(To(yo), T1(yo ))) — 0 cand n — oo, rezulta ca H (T, (yn)Tn+1(yn)) —
0.
Astfel, din teorema 2.2 avem ca d(Yn, Yn+p) < d(Yn, yn+1)+ Ad(Yntp—1, Yntp)

< a"H(To(yo), T1(yo))+-..+a" P~ H (To(yo), Th(yo)) < 10170[ H(To(yo), T1(v0)),
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astfel, pentru n — oo si @ € [0,1)

rezulta ca d(Yn, Yntp—1) — 0, astfel rezulta ca (yy,)nen este Cauchy in spatiul

metric complet (Y,d), astfel 3y* € X pentru care lim y, = y*, dar Y este o
n—aoo

multime inchisa, astfel y* € Y.

Din ii.) avem ca y* € T(y*), dar deoarece lim,_,o yn, = y* si tindnd cont
ca H : P(X) x P(X) — R4 este continua, iar T, : ¥ — P(Y) sunt
Hausdorft-continuu, avem ca H (T, (yn), Tn+1(yn)) — H(Tn(y"), Tht1(y™))
pentru n — 00, si H(T(y*), Tn+1(y*)) — 0 pentru n — oo, astfel rezulta
ca H(T,(y*), Th+1(y*)) = 0, deci rezulta ca {y*} =T (y*). B O
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