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PUNCTE LAEMMEL - PROPRIETATI - LEGATURA CU PUNCTELE
BROCARD §I CU AL DOILEA CERC AL LUI LEMOINE

Adriana-Cosmina Sarb

Abstract. Fie triunghiul ABC. Primul punct al lui Laemmel este punctul P
situat astfel incat PA’ | BC,PB’ 1L CA,PC’' 1L AB si AC' = BA' = CB’ :=
z. In aceastd lucrare vom studia proprietatile punctelor Laemmel, legatura cu
punctele Brocard si cu al doilea cerc al lui Lemoine.

MSC 2000. 51F02.
Key words. puncte Laemmel, puncte Brocard, al doilea cerc al lui Lemoine.

1. INTRODUCERE

DEFINITIA 1. Coordonate triliniare. Fiind dat un triunghi ABC, co-
ordonatele triliniare ale unui punct P in raport cu triunghiul ABC este un
triplet de numere proportionale cu distantele de la P la laturile triunghiului.
Notatie. Coordonatele triliniare se noteazd o : 5 : vy sau (a, 3,7).

OBSERVATIA 1. Cum doar raportul distantelor e semnificativ, orice triplet
de coordonate triliniare obtinut tnmultind un triplet dat cu o constantd nenuld,
descrie acelasi punct

(1) a:fBiy=da: A8 M.

DEFINITIA 2. Coordonate triliniare exacte. Coordonatele triliniare
eracte sunt coordonatele triliniare a’ : b : ¢ (unde a',b',c sunt distantele
punctului la laturi).

DEFINITIA 3. Functia centrulut triunghiului. Fie coordonatele triliniare
a: By ale unui centru tntr-un triunghi. Funciia centrului triunghiului este
functia f(a,b,c), nenuld si omogena (f(ta,tb,tc) =t"f(a,b,c)), pentru care

(2) a:fB:v= f(a,b,c): f(byc,a): f(c,a,b).

DEFINITIA 4. Coordonate ariale (de suprafata)). Fie punctul P de co-
ordonate triliniare (o, B,7) st 0 = Aapc, atunci x = dAppc, unde § =1 daca
P se afla in interiorul triunghiului ABC' (fata de latura BC'), altfel § = —1.
Analog se obtine y si z.

Coordonatele r.8.z se numesc coordonate ariale (de suprafata) ale punc-

) o o o
tului P.

DEFINITIA 5. Coordonate baricentrice. Coordonatele baricentrice ale

unui punct in raport cu un triunghi sunt orice triplet x' : ' : 2’ care satisfice
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relatiile
(3) v =kx,y =ky, 2 =kz,k#0.

OBSERVATIA 2. Legatura dintre coordonatele triliniare si coordona-
tele baricentrice. Daca P este un punct de coordonate triliniare o : 5 : 7y,

atunci P = aa : bB : ¢y sunt baricentricele (unde a, b, ¢ sunt lungimile laturilor
tirunghiului).

DEFINITIA 6. Bicentre. Dacad a,b, ¢ sunt lungimile laturilor unui triunghi,
fla,b,c) : f(byc,a) : f(e,a,b) un punct, unde f este o functie omogend in
a,b,c:

(4) f(ta,tb, tc) =t"f(a,b,c),n >0
(5) |f(a,¢,b)| # [ f(a,b, )],

atunci punctele
fla,e,b): f(b,a,c): fle,b,a)
se numesc bicentre.

DEFINITIA 7. Puncte Brocard. Primul punct al lui Brocard este punctul
Q (Fig. 1) pentru care are loc

(7) m(QBC) = m(QCA) = m(QAB) = w.
Al doilea punct al lui Brocard este punctul Q' (Fig. 1) pentru care are loc
(8) m(YCB) = m(YAC) = m(Q¥BA) = w'.

A

Fig. 1 Punctele Brocard
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PROPOZITIA 1. Punctele Q si Q' sunt puncte izogonale si w = w'.
Justificare. Fie x,y, z distantele de la punctului Q la laturile triunghiului si
2y, 2 distantele de la punctul Q' la laturile triunghiulus.

Avem

zx' = yy = 22 = 4R?sin® wsin? W',
Rezuld Q si Q' sunt izogonale => w = W'.

DEFINITIA 8. Puncte Laemmel. Fie triunghiul ABC (Fig. 2) cu lungi-
mile laturilor a,b,c si punctele Q gi ' ale lui Brocard. Notam cu P (primul
punct al lui Laemmel) punctul situat astfel incat

(9) PA | BC,PB L CA,PC' L AB

(10) AC' =BA' =CB ==z

si cu P' (al doilea punct al lui Laemmel) punctul conjugat izotomic lui P situat
astfel incat

(11) P'A” | BC,P'B" L CA,P'C" | AB
(12) AC" = BA" = CB" = 1.

2. PROPRIETATI ALE PUNCTELOR LAEMMEL

PROPRIETATEA 1. Fie triunghiul ABC' (Fig. 2) cu lungimile laturilor a, b, c,
punctele Q si Q' ale lui Brocard si punctele P si P’ ale lui Laemmel precum in

definitia de mai Sus.
2 1 p2 4 2
Valoarea lui x este et st este unica solutie a problemes.
2(a+b+c¢)

Fig. 2 Punctul lui Laemmel
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Demonstratie
Pentru ca dreptele PA’, PB’, PC’ sa fie concurente impunem conditia (lema
lui Carnot):

(13) BA? + CB"? 4 AC” = CA” + AB"” 4 BC™.
Stiind c& AC' = BA'=CB' =xzsicaC'B=c—2,A/C=a—x2,B'A=b—u,

avem:

(14) 322 =(a—2)* + (b—2)* + (c — x)?

(15) 322 = a® + b? + ¢ — 2ax — 2bx — 2cx + 322

(16) x_aZ—I—bQ—I—cQ
 2@+b+c)

Rezulta ca problema are o unica solutie x > 0.

PROPRIETATEA 2. Dacd trasam perpendicularele pe laturile AB, BC,CA
prin punctele A, B respectiv C' (Fig. 8), atunci punctul P este centrul cercului
inscris triunghiului DEF iar x raza cercului tnscris al acestui triunghi.

F
Fig. 3 Triunghiul pentru primul punct Laemmel

PROPRIETATEA 3. Daca consideram segmentele orientale, unul dintre seg-
mentele BA',CB', AC' poate lua valori negative. In acest caz, P este excentru
(Fig. 4), iar numitorul valorii lui x nu va mai fi 4p, ci 4(p — a) sau 4(p — b)

sau 4(p — ¢) < :cL—i-;—i-c)
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A

Fig. 4 Punct Laemmel exterior triunghiului

PROPRIETATEA 4. Dacd orientarea triunghiului ABC' se schimba, valoarea
lui © ramane neschimbata, dar pozitia lui P se modifica, devenind P’ (Fig.
5). Punctul P este simetricul lui P in raport cu centrul cercului circumscris
triunghiului ABC.

D®

Fig. 5 Al doilea punct al lui Laemmel

PROPRIETATEA 5. Punctul P este primul punct al lui Laemmel, iar P’ al
doilea punct al lui Laemmel.

PROPRIETATEA 6. x este segmentul lui Laemmel.
PROPRIETATEA 7. Punctul P are coordonatele

(cos Ccos Asin B—cosC'sin A+sinC :  cos A cos Bsin C—cos Asin B+sin A
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(17) cos BcosC'sin A — cos BsinC + sin B).
Demonstratie
Stim ca
a’? 4+ b? + 2
r=———“—<=>x=rcotw
2(a+b+c¢)
c ¢
a= — xcot —
sin B 2
c (a®+ b+ c?)cos B
a= — )
QSingcosg 2(a+b+c) sin%
Aducem fractiile la acelasi numitor si dam factor comun
1 B
« @bt osmB [c(a—i— +c¢) — (a” +b" + ¢”) cos 5
1 1 B
0= elatbre) — (a5 4 LT
a+b+ech 2
R 1
a=_—F——7 [2ac + 2bc + 2¢® — a® — b — ¢ — (a® + b + ¢*) cos B]
a c
R 2ac—|—2bc+202—aQ—bQ—CQ—(a2+bz+02)%
Ca+b+e b

R
o = ——(4a®c® + dabc® + 4ac® — 2a3c — 2ab*c — 2ac®—
4dpabe

—a' — a’? + a*? — b2a® — b b — 2 — & 4 PP

a= 4pabc(—a4+b4—c4—|—2a262—2a30—2ab20—|—2a63+4ab62+b202—6202+a2b2—a2b2)
o 2R? [a?b? + a%c? — a* + bt + b?c? — b2a? — 2% — ¢t + c?a? B 2ac(a® + b? — c?) n 4abc?
o 8Rabc 8Rabc 8Rabc
. 2R? [a (VP + ¢ —a®) + P (V* + & —a?) = (B +¢* —a®) a2+b2—czi+i
Cop 8Rabc 2ab 2R 2R
2 2 2 b2 2 b2 2 2 b
o= f: <a +2ab ¢ +26bc a 2R—cosCsinA—|—sinC>
2R? : . .
(18) a=—-/cosCcos Asin B — cosC'sin A +sinC)
p
Analog,
2R? : : .
(19) = ——/(cos Acos BsinC' — cos Asin B + sin A)
p
2R?

(20) v = ——(cos BcosC'sin A — cos Bsin C' + sin B)
p
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2
Facand abstractie de factorul de proportionalitate —— se obtine ceea ce s-a
p

cerut.

3. LEGATURA CU PUNCTELE BROCARD

ProrPOZITIA 2. Segmentul lui Laemmel x = r cotw, unde r este raza cercu-
lui inscris triunghiului ABC.

Demonstratie
Vom arata ca triunghiul DEF' construit precum in Fig. 5 este asemenea cu
triunghiul ABC' si raportul de aseménare este cot w.
Construim triunghiul DEF astfel incat DE 1. AB in punctul B, EF 1 BC
in punctul C, FD 1 C'A in punctul A (Fig. 5).
Triunghiurile ABC' si DEF sunt asemenea (au laturile respectiv perpendicu-
lare). Avem, deci

(21) m(FDE) = m(BAC), m(EFD) = m(ACB)
c c
FD=FA+ AD = bcot(AF ———— =bcot =
+ COUAFC) + S apE) ~ P Ot
c sin C

(22) _b<COtC+bsinA) _b<COtC+sinAsinB>
Stim Insa ca

sin C sin(A+ B) sinAcos B + sin B cos A
(23) sinAsinB  sinAsin B sin Asin B cot 3+ cot

Inlocuind (21) in (20) obtinem

(24) FD = b(cot C + cot B+ cot A) = beotw
Analog,
(25) DE = ccotw, EF = acotw

Din relatiile (22) si (23) rezulta ca raportul de asemanare este cot w.
PROPRIETATEA 8. Mazximul unghiului Brocard. este de % st nu este
atins decat in cazul triunghiului echilateral.

Demonstratie
Avem Intotdeauna

T
cotzw—320:>cotw2\/§:>w§6.
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PROPRIETATEA 9. Estimarea lui x Are loc urmadatoarea relafie pentru seg-
mentul lui Laemmel

(26) z>rV3

unde 1 este raza cercului inscris triunghiului. FEgalitatea are loc in triunghiul
echilateral.

Demonstratie
r =rcotw
cotw > V3
T > V3.
4. LEGATURA CU AL DOILEA CERC AL LUI LEMOINE
D
A i
B b-x A
¢ K 5 :
@
H X
B P
&

F

Fig. 6 Al doilea cerc al lui Lemoine si punctul lui Laemmel

ProroziTIA 3. Dacd prin punctul K al lui Lemoine al triunghiului ABC
se duc MN, PQ, RS antiparalele la laturi (de exemplu, M N este antiparalela
cu BC dacd m(AMN) = m(é’)), atunci punctele M, N, P,Q, R, S se afld pe
un cerc numit al doilea cerc al lui Lemoine al triunghiului ABC.

ProproziTiA 4. Varfurile triunghiului direct orientat, ABC, si varfurile
triunghiului retrograd, A'B'C’, se afld pe al doilea cerc al lui Lemoine (Fig.

6).
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