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UTILIZAREA FUNCTIILOR GENERATOARE IN DEMONSTRAREA
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Abstract. In this paper there are presented two different types of generating
functions, ordinary and exponential generating functions. There are also pre-
sented some applications using classical methods and the snake oil method.
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1. NOTIUNI INTRODUCTIVE

Fiind dat un sir de numere ag, a1, as,... , dorim sa aflam o formula
generala pentru termenii sirului. Din pacate, nu tot timpul este posibil sa
aflam acest lucru, fapt care a dus la introducerea functiilor generatoare.

De fapt, aceste functii sunt niste serii formale de puteri de forma

f(z) = Z anx"
n=0

unde ag, a1, a9, ... sunt chiar termenii sirului pe care dorim sa il aflam.
Functiile generatoare sunt des utilizate in:

e gasirea unei formule exacte pentru termenii unui sir;
gasirea unei formule de recurenta;

calculul mediilor sau a altor proprietati statistice;
demonstrarea convexitatii unei functii;
demonstrarea unor identitati.

Asemenea altor functii, functiile generatoare pot fi adunate, inmultite sau
derivate. Astfel exista urméatoarele operatii:
1. Adunarea

o0 [o¢] o0
E apx” + E bpx" = E cpx™, unde ¢, = a, + by,.
n=0 n=0 n=0

2. inmul‘girea
o0 o0 (o] n
Z anx” - Z b = Z cpr”, unde ¢, = Z apbn—_r
n=0 n=0 n=0

k=0

3. Derivarea formala

A(:U):ao+a1x+a2x2+a3x3+...:>A’(x):a1+2a2x+3a3x2+... .
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In continuare vom introduce o notatie ce va fi folosita pe tot parcursul
lucrarii.
DEFINITIA 1. Fie f(x) o serie de puteri ale lui x. Prin simbolul [z"]f(x)
vom nota coeficientul lui x™ din seria f(z).
- 1

et = —

n
] nl’

De exemplu, [z

OBSERVATIA 1. O proprietate a acestei notafii este urmdtoarea:
[2")(2 f(2)) = ["]f (x).

O alta notatie folositd in aceasta lucrare este (Z), n,k € N, n >k si anume
numarul combinarilor de n luate cate k. De asemenea se considera ca si
conventie (Z) = 0 pentru n < k. Numerele n si k verifica urmatoarea relatie
de recurenta

2 () =)+ G2y

In continuare voi prezenta cateva serii de puteri cunoscute ce vor fi folosite
pe parcursul lucrarii. Acestea nu includ demonstratii deoarece se presupun a
fi cunoscute.

1
(2) =Y a2l <1,

1—x
n>0
n
(3) et =35
=
2n+1
T
4 sing =S (1)
2 S
2n
T
(5) cosx =y (=1)" ,
T;) (2n)!

(7) u_iygﬂzzczk)x” k>0,

n

k

(8) OJEWZZ@)Q:" k> 0.

n>0
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DEFINITIA 2. O serie f este functia generatoare ordinard a sirului (an)n>0

daca
o0
f= E anx™.
n=0

Notatie: f <25 (an)n>0 (ordinary power series).

DEFINITIA 3. O serie f este functia generatoare exponentiald a sirului (apn)n>0
daca

Notatie: f &9, (an)n>0 (exponential generating function).

2. APLICATII

2.1. Metode clasice.

EXERCITIUL 1. Fie sirul (ap)n>0, Gn+1 = 2an+1, ag = 0. Sa se afle functia
generatoare a acestui gir.
Solutie. Fie A(x) = Zanx" functia generatoare a sirului. Inmultim atdt

n>0
membrul stang cat si membrul drept cu x™

n1x"” = 2a,2" + 2",

apoi insumam de la 0 la oo
g apy1x’ = E 2a,1" + g ",
n>0 n>0 n>0

Consideram membrul stang al egalitatii

E an+11:” = al +a2x+a3x2 + ...

n>0
a0+a1x+a2w2+...—a0
N x
~ A(z) — ao
N T
_ A(z)
oz
iar apot membrul drept
1

Z(Qan +1)2" = 2A(z) + Z " =2A(x) +

1—a
n>0 n>0
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Egaland membrul stang cu membrul drept obfinem

Aff) = 2A(x) + 1 i o
Prin urmare, A(x) = A= —22)"

Daca dorim sa gasim o formula explicita pentru (a,) procedam in felul
urmator:

T 1 1
1—z)(1—22) 1-22 1-a
=(1+22+2%2+2%23 + .. )~ (Q+az+a®+2°4+..)
=2-Dr+ 22 -2+ (2> 1) + ...

De aici va rezulta ca 2™ — 1 va fi coeficientul lui ™, asadar am obtinut
ap =2"—1,Vn > 0.

Un alt exemplu foarte cunoscut este girul lui Fibonacci.

EXERCITIUL 2. Fie (F,,)n>0 sirul definit prin urmdatoarea relatie de recurenta
9) Foii=F,+F,.1 (n>1;Fp=0;F; =1).

Folosind metoda utilizata in exemplul anterior, dorim sa gasim functia ge-
neratoare a sirului,

n>0
Solutie: Pentru a calcula functia generatoare, se inmulteste relatia (9) cu z™
st se tnsumeaza de la n > 1. Membrul stang devine

F —
F2I+F3$2+F4x3+...:($:)vl‘,

iar tn membrul drept gasim
(Fix + Foa® + F32® +..) + (Fox + Fia® + Fpa® + .. ) = F(x) + 2F(z).
Cele doud rezultate se egaleazd
F(z) —
Fa)—z _ F(x) 4+ xF(x),
x
iar functia generatoare obtinuta este

F(z) =

x
1—z—22

Pentru a gasi formula termenului general, se descompune functia genera-
toare in doud fractii. Numitorul functiei se poate descompune astfel:

:1i¢5>

l—z—2>=0—zr )1 —ar_) (ri 5
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Asadar,
x x

l—z—22 (1—ary)(1—aro)
Incercam sa descompunem fractia de mai sus in doud fractii cu urmdtoarea
metoda
T A B

(1—ary)(1—aro) T 1—ar, L
Aducand la numitor comun $i grupand termenii se obtine

x _x(-Ar_+Bry)+A-B
M—ar ) (l—a2r.)  (1—ary)(1—ar)
1
Dupa egalarea coeficientilor gasim necunoscutele A= B = ———. Asadar
T —Tr—

functia generatoare a sirului are urmdtoarea descompunere

v o 1 1) 1 y y
(I —ary)(l—aro) - ry—r_ <1—$T+ 1—mr> - V5 Zr+x Zr_x

>0 >0

Termenul general al sirului se obtine egaland coeficientii lui x™ din egalitatea

1
Foz" = — it — "
S (Y
n>0 n>0 n>0
In final,

1

(10) Fp=—@F"—1") (n=0,1,2,...)

Aceasta formuld ne ajutd i sa gasim o aproximare pentru F,, atunci cand
n este foarte mare. fntr—adevdr, cand n este foarte mare, deoarece |r_| < 1
siry > 1, al doilea termen din (10) va fi foarte mic in comparatie cu primul,
asadar o foarte bund aproximare este

1 (1+v5)"
e (255)

EXERCITIUL 3. O inversiune a unei permutari a multimii {1,2,...,n} este
o pereche de indici (i,7) cu proprietatea ca, daca i < j, atunci o(i) > o(7).
Cu alte cuvinte, o inversiune este o pereche "in ordinea gresita” din cea de-a
doua linie a permutdrii.

De exemplu, permutarea din <le 3 g g g (15 g ? g) are 19 inver-
SUni.

Fie b(n, k) numarul permutarilor multimii {1,2,...,n} care au exact k in-
versiuni. Gasiti o formuld simpla pentru functia generatoare

Bu(z) = b(n, k)a*.

k>0
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Solutie: Fie j fizat, 1 < j < n. Consideram doar acele permutari o de n
elemente care au o(j) = n. Atunci, nici o inversiune nu il are pe j ca al doilea
membru din pereche. Existd exact n — j inversiuni care 7l au pe j ca §i primul
membru al perechii.

Prin urmare, daca il stergem pe n din sirul valorilor lui o, obfinem o per-
mutare de n — 1 elemente, cu n — j mai putine inversiuni. Asadar,

(11) b(n,k):zn:b(n—l,k—n—i—j)
j=1

fnmulﬂm cu 2% si insumam pentru k > 0. In membrul stang se obtine:

> b(n, k)z" = By()

k>0
Membrul drept devine:

(12)
ZZb(n— Lk —n+j)z" :Zb(n— 1Lk—(n—1))z"
k>0 j=1 k>0

+) b(n -1,k — (n—2))z"+

k>0
+...+Zb(n— 1,k — 1)xk+Zb(n— 1,k)zk
k>0 k>0

Se observa ca ultimul termen al sumei este chiar B,_1(x). Fiecare termen
al sumei se va trata separat. Fie suma:

> b(n—1,k—(n—1))".

k>0

Se realizeaza schimbarea de variability =k —(n—1) = k=t + (n—1).
Astfel suma devine:

Z b(n — 1,t1)at =D —gn-1 Z b(n —1,t1)z™

t12—(n—1) tlz—(n—l)
=gt Z b(n —1,t)z"
t1>0
=" 1B, 1 (z).

La fel se procedeaza cu urmatoarea sumd $i anume Z b(n—1,k—(n—2))z".

k>0
Se realizeaza schimbarea de variabila to9 = k — (n —2) = k = ta + (n — 2).
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Suma devine:

Z b(n — 1,tg)at2 (=2 —zn—2 Z b(n —1,t9)xt? = "2 Z b(n —1,t)x"

t2>—(n—2) ta>—(n—2) t2>0
=2""2B,_1(z).
Analog se vor rezolva si restul sumelor. Penultima sumd, Z b(n—1, k—l)xk
k>0

se va prelucra astfel: se face schimbarea de variabila t,_1 = k — 1 de unde
rezulta cd k = t,—1 + 1. Suma devine:

Z b(n —1,ty_1)zt» 1t =2 Z b(n—1,t, 1)zt = 2B, 1(x).

tn—lzfl tn—lzo
Inlocuind rezultatele obtinute in relatia (12), membrul drept devine:

Z Z bin— 1,k —n+j)z¥ =z"1B,_1(z) + 2" 2B,_s(x)
k>0 j=1

+...+xBp_1(z) + Bp-1(x)
=B, 1(x) @ 2"+t 1)
Egaland membrul stang cu membrul drept se obtine:
Bu(z)=1+z+2*+...+ 2" HB, (2
=(1+z+2°+.. +2" DNl 4+z+... +2" B, o(x)

—(14+2)(1+z+2d) .. . QA+z+22+.. +2™h
Asadar b(n, k) va fi coeficientul lui x* din produsul de mai sus.

EXERCITIUL 4. Sa se demonstreze cu ajutorul functiilor generatoare relatia

(")

unde CF reprezintd numdrul combindrilor cu repetitie de n luate cate k.

Solutie. Pentru a rezolva acest exercifiu avem nevoie mai intdi de o definitie
a acestor combinari i de o teoremd ce va fi folositd in cadrul rezolvarii.

DEFINITIA 4. Se numeste combinare cu repetitie de n luate cdte k un sistem
ordonat (ki,ka, ..., ky) de numere naturale cu k1 + ko + ...+ ky, = k.

TEOREMA 1. Ezista o bijectie intre numarul combinarilor cu repetifie de n
luate cate k si multimea solutiilor intregi pozitive ale ecuatier

(13) 1+ To+ ... +x, =k
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Asadar pentru a calcula numarul combindrilor cu repetitie de n luate cdte
k este suficient sa calculam numdrul solu}iilor ecua;iei (13).

Fie f(n, k) numarul acestor solutii si fie F,( Z f(n,k)x k functia gene-

k>0

ratoare a lui f(n, k). Vom imparti mulfimea solutiilor in doud multimi. Prima
multime va contine solutiile pentru care x1 = 0. Acestea vor fi in numar de
f(n—1,k). In cea de-a doua multime vom avea solutiile care au x1 > 1. Daca
notam 'y = x1—1(> 0), atunci fiecare din aceste solutii corespunde exact unei
solutii de forma =y + o + ... + x, = p — 1. Asadar numarul acestor solutii
este f(n,p—1).

Am obtinut astfel urmatoarea formuld de recurenta

f(n,k) = f(n—1,k)+ f(n,k—1).

Asemenea exemplelor anterzoare pentru a lucra cu functii generatoare vom
inmulti relatia de recurentd cu x* si vom insuma pentru k > 1. In plus avem
conditiile initiale f(n,0) =1 gi f(1,p) =1. Avem

ank an—lk::v —i—ank—l
k>1 k>1 E>1
Fo(x) —1=F,_1(z) — 1+ zF,(x)
F,(x) =F,—1(x) + zF,(x)
1

17Fn_1(x)' Din conditiile initiale va rezulta
-z

Prin urmare F,(z) =

b
(1 —z)™

Numarul combindrilor cu repetifie de n luate cdite k va fi egal cu coeficientul

F.(z) =

lui % din descompunerea lui W Vom utiliza rezultatul demonstrat in
—x

subsectiunea urmdtoare st anume

Z <n +k— 1> ok 1

= k (1—x)"

Se gbservd ugor cd ("+]]:_1) este coeficientul lui x* din descompunerea lui
In concluzie,

Cr ( ; )

2.2. Metoda snake oil. Aceastd metoda se utilizeaza in rezolvarea diferitelor
sume combinatorice. Este foarte utila mai ales pentru rezolvarea anumitor
sume mai complicate. In continuare vom da cateva exemple de sume care se
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calculeaza folosind metoda snake oil. Aceastd metoda are un algoritm clasic
de rezolvare, aceiasi pasi fiind aplicati indiferent de exercitiu.

Avantajul metodei este cad are o rata de succes ridicata si nu necesita foarte
mult timp de gandire. Este usor de sesizat cind anume se poate aplica si cand
anume suma nu se poate calcula cu metoda aleasa. Pentru a simplifica apli-
carea metodei snake oil se fac diferite conventii. Una dintre ele este omiterea
scrierii limitelor de iInsumare atunci cand ele nu sunt mentionate in problema.
Daca o variabila nu are limita de insumare, ea se considera a lua valori de la

n
—o0 la +00. O alta conventie se referd la combinari. Astfel ( k:> se anuleaza

pentru k£ < 0 sau pentru n < k. In calculul urmitoarelor sume se vor utiliza
cateva serii formale de puteri mentionate in sectiunea 1, dar pentru usurinta
le vom reaminti din nou.

Prima serie folosita se va deduce din seria (7) astfel:

1 _ nt+k\ .k nAE\ ok
<1—x>k+l‘z< n )“” - Z( n ) ’

n

se face schimbarea de variabila r = n + k gi se obtine seria
k
T T
(14) > (k)x = G- (k>0).
r>0

Celelalte doua serii se gasesc deja in sectiunea 1, dar vor fi rescrise si in
acest paragraf. Acestea sunt:

(15) 3y <Z> 2" =(1+az)"

T

si

(16) 3 ! <2n>x":21x(1—m).

n+1\n

n
Metoda consta in aplicarea urmatorilor pasi:
a Identificam variabila de care nu depinde suma, de exemplu n gi notam
aceastd suma. Presupunem ca notatia va fi f(n).
Consideram F'(z) ca fiind functia generatoare ordinara pentru care
f(n) este coeficientul lui =™

Q>

Q>

inmul‘gim intreaga suma cu x™ si Insumam pentru n. In membrul stang
va aparea functia generatoare F'(z) iar in membrul drept va fi o suma
dubla.

Interschimbam cele doua sume si scoatem inafara sumei termenii care
nu depind de n. Vom incerca sa aducem cea de-a doua suma la o serie
de puteri cunoscuta a carei suma o cunoastem.

4 In final incercim si egalam coeficientii lui " din ambii termeni obtinand
astfel suma initiala f(n).

Q>
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In continuare se vor da cateva exemple concrete de aplicare a acestei metode
pe baza datelor de mai sus.

EXERCITIUL 5. Sa se calculeze urmdatoarea sumd

k
> <n—k> (n=0,1,2,...).
k>0

Solutie. Variabila care nu depinde de k este n, asadar suma va fi f(n). Prin

wrmare, I

k>0
Se vor inmulli ambii membrii cu x™ si se va insuma dupa n. Astfel se obfine
k
n __ n
S =3 ()
n n k>0

Fie F(x) functia generatoare a lui f(n). Relatia de mai sus se poate rescrie

astfel
Flz)=>Y 2"y (nfk>

n k>0

Urmadatorul pas in aplicarea metodelor reprezinta interschimbarea sumelor

din membrul drept
k n

k>0 n

Urmatorul pas consta in determinarea sumei interioare. Pentru a face acest
lucru este necesar ca puterea lui x sa fie aceeasi cu indexul care apare in
coeficientul binomial. Pentru a ajunge de la puterea n a lui x la puterea n — k
se va inmulti i impdrti cu =¥, Rezultatul este

F(z) = ;xk zn: (n f k) "k,

Acum puterea lui x este aceeasi ca $i indexul inferior al coeficientului bino-
mial. Se face schimbarea de variabila r = n — k, iar suma devine

k
Flz)=>) a" .
@ =¥ ()
k>0 T
Se observd imediat cd cea de-a doua sumd este chiar (1 + x)*, asadar

Fa)=Y a1 +2)f =3 (o + a2 = —

1z —a?
k>0 k>0
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Functia generatoare obtinutd mai sus este una cunoscutd si anume functia
generatoare a sirului lui Fibonacci calculata in capitolul 2. Prin urmare s-a
obtinut f(n) = Fny1. In concluzie,

Z<nﬁk> =Fu1 (n=0,1,2,...).

k>0

EXERCITIUL 6. Demonstrati urmdtoarea egalitate fard a evalua cele doud

S-S oo

Solutie. Pentru fiecare membrul al egalitdlii se va calcula functia generatoare
cu ajutorul metodei snake oil dupa care se va observa ca cele doud sume sunt
egale. Mai intai se lucreazd cu membrul sting. Se inmulfeste cu x™ gi se
insumeaza pentru n > 0. Se ob{ine

2 ()= () ()

n>0 k n>0

(14) m\ _ ™
_Z(k>x (1_x)m+1

(17) ;

=z (“i)m
(4™

“a—ap

In acelasi fel se va proceda si cu membrul drept

>3 (1)) - (D)2 ()

n>0 k
k

Y'Y ()2 e

k

1) :1ixzk:<7£) (12—xx>k

(1) 1 2¢ \"™
= 1
193( +1$>

(1+x)™
(1—z)m4+1

Din relatiile (17) gi (18) rezulta ca functiile generatoare sunt egale, asadar
cele doua sume sunt egale.
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EXERCITIUL 7. Sa se demonstreze formula

()

k>0
. . n+k—1 k “ . A
Solutie: Fie f, = Z i z". Se inmulteste relatia cu ™ obtinandu-
k>0
se
kE—1
oz = Z <n + f >zkac".

k>0
Se insumeaza relatia pentru n > 0.
n n+k—1\ . .
S fua _zz( S
n>0 n>0 k>0

Fie F functia generatoare a lui fp. Se wvor inversa cele doua sume, iar
relatia anterioara devine

F(:E):szz<n+:_1>x"

k>0 n>0
— k, .1-k n+k—1 n+k—1
Sy (e
k>0 n>0
k
®) koi—k__ %
= 2t ————
;0 (1 _ w)k—i—l
k xr
- Z Z Z )kl
= (1—2x)
x 2 \*
52 ()
k>0
o 1
1oz 1- =
B x
1z —2z
. x . o
Asadar am obfinut an:v” = —— . Pentru a calcula f, trebuie sa
l—2—-2
n>0
gasim coeficientul lui " din extinderea lui T .
—x—z
(19)
T 1
=2z =z(l+(z+2)+(@+2) + (@423 +(z+2)+..)

l—xz—2 1—(x+2)
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Prin urmare avem nevoie de coeficientul lui ™1 din extinderea
l+@+2)+@+2)+@+234+@+2)+

Vom extinde fiecare suma de forma (x+ 2)" cu ajutorul binomului lui New-
ton, unde n > 0. Termenul "' apare incepiand cu termenul (z + z)" !

n—1
unde are coeficientul < 0 ), apoi in termenul (x + z)™ unde are coeficientul

<Tll>z Procedand analog observam
(20)
1 n—1 n n+1 n+2 n+3
n—1 _ 2 3 4
= (o ) () (5 ) (1)

Pentru a ajunge la rezultatul dorit mai este necesar sa ardatam ca

(1_12)n:<n81)+(?)ZJF(n;rl)ZQJr<n;2>z3+<n1—3)z4+m

Demonstratia se va face prin inductie. Vom nota cu P(n) identitatea de
mai sus. Pentrun =1 aceasta devine

) 0 O e

—14+z+22+283+. ..

P(1) a fost astfel demonstrat. In continuare presupunem P(n) adevirat si
demonstram P(n +1).

(21)
1 1 1

(I—2)ntl  (1—2) 1-2

(0 Q) (3 (157 )

(o) (Co) G (00) - () (72
() 0+ () - (7))

O =T (T (M) e

() () (137)2 4 (157

Asadar P(n) — P(n+1), oricare ar fin > 1.

_I_

)+
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Din relatiile (19), (20), (21) egaland coeficientii lui ™ va rezulta ca

()

k>0
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