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APLICATII ALE FORMULELOR LUI NEWTON PENTRU
POLINOAME SIMETRICE

Cristina-Aida Coman

Abstract. In this paper we present some applications of Newton’s formulae for
symmetric polynomials. Using the fundamental symmetric polynomials, several
problems met at high-school mathematical competitions may be solved in an
elegant and unified manner.
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1. INTRODUCERE

Aceasta lucrare prezintd cateva aplicatii ale formulelor lui Newton, cunos-
cute 1n algebra polinoamelor. Subiectul acestei lucrari este folositor elevilor
de liceu, pregatiti pentru concursuri scolare, sau extra-gcolare.

Primul capitol al acestei lucrari este o parte de Preliminarii, o mica introdu-
cere in polinoame simetrice, cateva notiuni gi rezultate remarcabile.

Cel de-al doilea capitol, intitulat Formulele lui Newton, introduce formulele
lui Newton, prezintd exprimarea polinoamelor simetrice fundamentale in sume
de puteri, si invers, a sumelor de puteri in polinoame simetrice fundamentale.
La finalul capitolului, am prezentat doua aplicatii in alte rezultate ale formu-
lelor lui Newton, respectiv, aplicatie in polinomul caracteristic al unei matrice,
si aplicatie in radacinile unui polinom.

Ultimul capitol, este un capitol de Aplicatii, in care am prezentat folosirea for-
mulelor lui Newton. Aceste exercitii pot fi intalnite si la concursurile scolare
sau extra-gcolare, deci reprezinta modele de lucru, utile pentru pregatirea con-
cursurilor scolare si extra-scolare, sau examenelor.

2. PRELIMINARII

Fie R un inel asociativ, comutativ cu unitate si n € N, iar S,, grupul per-
mutarilor multimii {1,...,n}. Pentru orice permutare o € S,, exista un singur
endomorfism & : R[Xy,...,X,] — R[Xi,...,X,] care Va € R,5(a) = a si
Vi € {1, ...,n}, E(XZ) = Xo'('i)'

Pentru orice polinom

_ . . i1 i
f= g @iy g Xq X
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avem

5 — S (

a(f) = E a117..,anU(1)...XU’zn),
adica actiunea lui & asupra lui f consta in permutarea nedeterminatelor Xy, ..., X,
prin o.

DEFINITIA 1. Un polinom f € R[ X}, ..., X,] se numeste polinom simetric
daca a(f) = f, pentru Yo € Sy, adica f nu se schimba la nicio permutare a
nedeterminatelor.

Cu alte cuvinte, un polinom f este simetric daca si numai daca f nu se
schimba la nicio transpozitie a nedeterminatelor.

Exemple
e Orice a € R este polinom simetric.
e Polinoamele
s1=X1+Xo+...+ X,,
S0 =X1Xo+ X1 X3+ ...+ X, _1X,,
s3 = X1 Xo X3+ X5 Xo Xy + ...+ X, 02X, 1 X,

Sp = X1X2...Xn
sunt simetrice.
Polinoamele si, s9, ..., s, se numesc polinoame simetrice fundamentale.
Numarul termenilor polinomului s;,1 < k < n este C*. Orice polinom f €
R[Xy,...,X,], f # 0 se scrie in mod unic ca o suma de monoame de clase
diferite din M/p N p'. Prin urmare, monoamele care intervin in exprimarea
lui f se pot aranja intr-un sir descrescator in raport cu relatia <, iar cel mai
mare monom din acest sir se numegte termenul principal al lui f.

TEOREMA 1. Daca f € R[Xy,..., Xy] este un polinom simetric, iar
i in,
a=aX'. X}
termenul sau principal, atunci iy > 19 > ... > ip.

Demonstratie. S& presupunem ca exista k astfel incat i < igy1. Cum f
este simetric, atunci monomul

i1 kit1 vk i
aXL XXX
este un termen al lui f, dar evident este mai mare ca aX|'... X!, ceea ce este

absurd, acesta fiind termenul principal. O

TEOREMA 2. (Teorema fundamentala a polinoamelor stmetrice) Fi-
ecare polinom simetric

f € R[X1, ..., X,)] se poate exprima ca un polinom de polinoame simetrice fun-
damentale.

Cu alte cuvinte, existd un polinom g € R[X1, ..., X,,] astfel incat

f=g(s1,...8n).
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Mai mult, g este unic determinat prin aceastd proprietate.

Demonstratie. Fie f € A[Xy,..,X,,] de grad n, astfel incat Vo € S, avem

a(f) =1

stim ca f se poate scrie In mod unic ca

f=lo+.+ fu

unde f; sunt polinoame omogene, astfel incat grad(f;) = i. Cu 7 este omo-
morfism, rezulta ca

a(f)=a(fo) +...+7(fn)

Dar cum &(f) = f, din unicitatea scrierii lui f ca suma de polinoame omo-

gene, rezulta ca a(f;) = f;, pentru orice 7, adica f; sunt polinoame simetrice

omogene cu gradul egal cu .

Asadar, putem presupune fara a restrange generalitatea ca f este un poli-

nom simetric omogen. S&a presupunem de asemenea ca grad(f) = m, iar

aX® . XFkn(a #0) este termenul siu principal.

Rezulta ca k1 > ... > k,,.

Sa consideram produsul sffl...sﬁ"(di >0).

Cumdtermenul principal al lui s; este X;...X; urmeaza ca termenul principal
1

din s{'...sd" este

X1d1+~~~+an§lQ+--~+dn Xgn ]

Asadar, termenul principal al lui s’fl_kQ sgz_k3...sﬁ" este X fl...X,lf", adica este

acelagi cu al lui f si deci termenul principal al polinomului simetric
h=f- as]frkgsgrk?’...sfl"

este mai mic decat al lui f.

Sa continudm procedeul pentru f;.

Deoarece exista doar un numar finit de monoame de grad m, dupa un numar
finit de pasi procedeul se opregte. Astfel se ajunge la o expresie a lui f ca
polinom de s1, ..., sp.

S& demonstram unicitatea.

Pentru aceasta, observam mai intai ca este suficient si demonstram ci daca
h e A[Xl, ,Xn] si

h(s1,...,8n) = 0, rezulta ca h = 0, deoarece atunci daca,

9(S1y ey Sn) = g1(S15 -y Sn),

rezulta, punand h = g — g1, ca h(sy, ..., s,) = 0, si deci h = 0, adica g = ¢;.
Presupunem deci ca h = Zailmianl...XfL” si Zailminsil...sﬁy =0 ¢ sa
aratam ca toti coeficientii sunt nuli.

Presupunem prin absurd ca exista coeficienti nenuli si fie a4, 4, # 0 unul
dintre acestia. A '

Atunci, ludim polinomul s{'...s% care are termenul principal X;'...X ", unde

n n

ki =d; + djy1 + ... + dy, al carui grad este
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n

n
m = Z ]{2 = Z Zd@
i=1 i=1
. o dj d! di d . .. .. . ..
Mai mult, daca s;'...sp* # s7'...s4", atunci termenii principali respectivi,
K} k. cp s
XX s Xfl...XS" sunt diferiti.
Intr-adevar, dacd k = k;, pentru i = 1,2,...,n atunci

d+..+d,=di+..+dy

pentrut=1,2,...,n.

De asemenea rezulta ca dy = dy, d) = da, ...,d,, = d,. Deci termenii principali
in Xq,..., X, ai diferitelor monoame distincte in s1, ..., s, care apar in expresia
lui A nu se reduc.

Fie X{"*...X]" cel mai mare termen principal.

Atunci in expresia polinomului h in functie de X1, ..., X, apare termenul nenul

Gy .. X f“...X,T", ceea ce contrazice faptul ca h este polinomul nul. O

3. FORMULELE LUI NEWTON
Printre polinoamele simetrice vom considera pe cele de forma
=X+ Xb+  + XM k=12 ..

Aceste polinoame, numite sume de puteri, trebuie si se exprime, conform
teoremei fundamentale, prin polinoamele simetrice fundamentale s1, so, ..., Sp,.
Vom stabili relatiile dintre polinoamele 1, ts, ... si polinoamele sy, s9, ..., Sy.
Notam polinomul

k1 yk kny _ k k kn
S(XT' X% Xam) = )Xo Xot X5
gESy

adica suma termenilor care se obtin facand toate permutarile nedeterminate-
lor.

e Cazul I
Pentru k£ < n urmatoarele relatii sunt imediate:
(1) | treisi =t + S(XTTXy),
(—1)2 - | thoase = S(XT'Xo) + S(XT 2 X2 X3),
(—1)% - | tpossy = S(XF2X0X3) + S(XF 3 X0 X3Xy),
(—D)*2. ] tospo = S(X{Xo.. Xj_9) + S(XE...X}_1),
(=D tispr = S(X7 X2 Xp1) + ks,

adunand aceste relatii obtinem:

(1) tr —tp_181 +tp_282 + ... + (—l)kksk =0.
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e Cazul I1
Prima metoda :
Pentru k£ > n urmatoarele relatii sunt imediate:

(1) - | treisi =t + S(XTTXy),
(—1)2 - | tgas2 = S(XT1Xa) + S(XF2X2X3),
(_l)nil" th—nt18n-1 = S(Xf_n+2X2---Xn—1)+S<Xf_n+1X2...Xn),
(_1)71 ’ ‘ lk—nSn = S(Xf_n—HXQ...Xn),
adunand aceste relatii obtinem:
(2) tp —tpk—181 +tp—282 + ... + (_l)ntk—nsn = 0.

A doua metoda :
Fie polinomul P = (Y — X1)...(Y — X,,) € Q(X1, ..., X;,)[Y]

Folosind relatiile lui Viete, obtinem:

P=Y"—51Y" 45V 2 4 L+ (1) L5 g Y + (—1)"sp.

Din P(X;) = P(X2) = ... = P(X,,) = 0 obtinem:

XP—s1 X b s X2 (1) sy X+ (— 1), =0 | - XET
X 51 X 5o X024 (1) sy 1 X+ (=18, =0 | - XE
adunand aceste relatii, obtinem ecuatia (1.2)

(3) tr —tp_151 +tp—282 + ... + (—l)ntk,nsn =0.

Formulele obtinute sunt cunoscute ca formulele lui Newton.

4. EXPRIMAREA SUMELOR DE PUTERI CU AJUTORUL POLINOAMELOR
SIMETRICE FUNDAMENTALE

Formulele lui Newton ne permit sa gasim succesiv expresiile polinoamelor
t1,to, ... In functie de s1, s9, ..., Sp.
Astfel ¢ = s7.
Pentru k£ =2 < n avem t9 = 5% — 289
Pentru k£ = 3 < n avem t3 = 31 — 35182 + 3s3.
Pentru k£ =4 < n avem t4 = 31 48182 + 48381 + 232 — 4sy.
Formula generala pentru k,n € N

b = Z (- 1)kk(r1+ —i—nrn 1) H_ln( si)!

r1
r1+2ro+...+brn==k

5. EXPRIMAREA POLINOAMELOR SIMETRICE FUNDAMENTALE CU AJUTORUL
SUMELOR DE PUTERI

Folosind prima formula a lui Newton, daca in inelul R se poate efectua
impartirea la orice numar natural n, putem exprima polinoamele simetrice
fundamentale s1, so,...s, prin primele n sume de puteri t1,to, ..., ty.
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Astfel,

S1 = tla

s2 = 5(t7 — ta),

83 = %(t‘{% — 3tits + 3t3), ...

s1 = 55(t1 — 6t3ts + 3t3 + 8tyit3 — 6t4)
Formula generala este:

D | =

1 Tz'lkl

r1+...4+nrn==k [

6. APLICATIE IN POLINOAMELE CARACTERISTICE ALE UNEI MATRICI

Cand polinomul este un polinom caracteristic de matrice A, radacinile z;,
sunt valorile proprii ale matricii, numarand si multiplicitatea lor algebrica.
Pentru orice k natural, A* are valorile proprii mf , orice valoare proprie x; € A
contribuie cu multiplicitatea lui la valoarea proprie :cf a lui A*.

Atunci coeficientii polinomului caracteristic al lui A* sunt dati de polinoamele
simetrice fundamentale in acele puteri :Uf

In particular, suma a:f este cea de-a k suma de puteri t; ale radacinilor poli-
nomului caracteristic al lui A, care este dat de

tk = TT(Ak)

Formulele lui Newton identifici urmele puterilor A* cu coeficientii polinomului
caracteristic al lui A.

Invers, folosindu-le pentru a exprima polinoamele simetrice fundamentale in
sume de puteri, pot fi folosite pentru a determina polinomul caracteristic, de-
terminand puterile A* si urmele lor.

Aceasti determinare implici determinarea urmelor matricilor A* i rezolvarea
unui sistem triunghiular de ecuatii.

Conform teoremei Cayley-Hamilton, orice matrice satisface polinomul sau ca-
racteristic, si o simpla transformare permite determinarea matricii inverse.

7. APLICATIE IN RADACINILE UNUI POLINOM

Un polinom cu radacinile z; poate fi scris astfel:

n

H(a: — ;) = Z(—l)’”ksn_kaﬁk

k=0
unde s,,_j reprezinta polinomul simetric fundamental de rang n — k.
Fiind date sumele de puteri
n
k
te=
i=1

coeficientii polinomului cu radacinile x1,...,x, pot fi exprimati recursiv in
termeni cu ajutorul sumelor de puteri:
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~~

S1 =11,

(17 —t2),

s = g(t3 — 3t1ta + 3t3), ...

1= 5q(t1 — 6ty + 3t3 + 8t1ts — 6ta).

Formuland polinomul astfel este folositor folosind metoda lui Delves si Lyness
pentru a gasi radacinile unei functii analitice.

S9 =

=D

8. APLICATII

APLICATIA 1. Fie f = (X? + X2)(X2 + X2)(X3 + X2). Sd se exprime f
in functie de polinoamele simetrice fundamentale.

Observam ca f este polinom simetric in Q[X1, Xs, X3]. f este polinom
omogen de grad 6.
Termenul principal este tp(f) = X} X3.
Fie f1 = f — s%s3.
Stim ca f1 este de asemenea simetric, omogen de grad 6 si tp(f1) < tp(f).
Deci tp(f1) = aX{X2X3, unde a € Q, coeficient nedeterminat.
Fie fo = f1 — asifs;z,.
Atunci fo este polinom simetric, omogen de grad 6 si tp(f2) < tp(f1).
Deci tp(f2) = bX3X3.
Fie f3 = f2 - bS%
Atunci fs este polinom simetric, omogen de grad 6 si tp(f3) < tp(f2).
Deci tp(f3) = c X3 X2 X3.
Fie fy = f3 — cs159s3.
Atunci fy este polinom simetric, omogen de grad 6 si tp(fs) < tp(fs). Deci
ip(f1) = AXPXEXZ.
Fie f5 = fy, — dsg.
Atunci f5 este polinom simetric omogen de grad 6 si tp(fs) < tp(fa), tp(fs)
nu se mat poate construi, deci fs = 0.
Adunand expresiile membru cu membru, obtinem

f = 5153 + asisz + bss + cs15983 + ds3,

unde a,b,c,d € Q sunt coeficien{i nedeterminati.

Construim urmatorul tabel cu datele obtinute, si dam valori necunoscutelor,
pentru a afla coeficientii a,b, c, d.

X1 Xo X3 FE(s1) FE(s2) FE(s3) E(f) E(f)2

1 1 0 2 1 0 2 4+b

2 1 1 0 -8 2 50  -27b+4d
1 2 2 -3 0 4 200 -108a+16d
1 -1 -1 -1 1 8  l-a-b+c+d
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In urma acestui tabel gasima= -2, b=-2, c=4, d=—1.
In concluzie, polinomul cautat, f este

f = 5355 — 2% 5553 — 255 + 4515953 — 52.

APLICATIA 2. Fie f = X3Xo+ ...+ X3 X, + X5 X1 + X5 X3... + X3 X+ +
X3X1 + ...+ X3X,,_1. Sd se exprime f in functie de polinoamele simetrice
fundamentale.

Scriem f sub forma
f=Xt+ X3+ + X3X, + X3X, + X5+ .+ X3X, +
FXAX o+ XX+ Xy — (X + o+ X)) =
= (X1 4o+ X)) (X XD — (X .+ XD,
Observam ca f este polinom simetric in Q[X1, ..., X,]. f este polinom omo-

gen de grad 4.
Termenul principal este tp(f) = X3 Xo.
Fie fi = f — s%so.
Stim ca f1 este de asemenea simetric, omogen de grad 4 si tp(f1) < tp(f).
Deci tp(f1) = aX?X2, unde a € Q, coeficient nedeterminat.
Fie fo = f1 — as3.
Atunci fo este polinom simetric, omogen de grad 4 si tp(f2) < tp(f1).
Deci tp(f2) = bX?X2X3.
Fie f3 = fo — bsiss.
Atunci fs este polinom simetric, omogen de grad 4 si tp(f3) < tp(f2).
Deci tp(f3) = cX1 X2 X3X4.
Fie fy = f3 — csq4.
Atunci fy este polinom simetric omogen de grad 4 si tp(fa) < tp(f3), tp(fa)
nu se mai poate construi, deci fq = 0.
Adundnd expresiile membru cu membru, obfinem

f= 3%32 + as% + bs183 + csy4,
unde a,b,c € Q sunt coeficienti nedeterminati.

Construim urmatorul tabel cu datele obtinute, si dam valori necunoscutei, pen-
tru a afla coeficientii a, b, c.

X1 Xo X3 Xy ..X, FE(s1) E(s2) E(s3) E(s4) E(f)1  E(f)2

1 1 1 0 0 3 3 1 0 6 27+9a+3b

1 1 0 0 0 2 1 0 0 2 4+a

3 -1 -1 -1 0 0 -6 8 -3 -84 72-3¢
In urma acestui tabel gasima = —2, b= -1, c=4.

In concluzie, polinomul cautat, f este

f= 3%32 - 23% — S1583 + 454.
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APLICATIA 3. Fie f = (X2 + X3+ X{) + (X3 + X3+ X3) + (X3 + X3 +
X + (X2 4+ X3 + X1). Sd se exprime f in functie de polinoamele simetrice
fundamentale.

Scriem f sub forma f = f1 + fo + f3, unde

AH=X}+X3+X3+X2

fo= X7+ X3+ X5+ X3

f3=X{+ X5+ X5+ X1,

polinoame simetrice omogene de grad 2,3 respectiv 4 in Q[X1, ..., X4].

o fi=X7+ X5+ X5+ X7

Termenul principal este tp(f1) = X2.
Fie f11 = fl — S%.
Polinomul f11 este polinom simetric, omogen de grad 2 si tp(f11) <
tp(f1)-
Fie fi2 = fi11 — asa, polinom simetric, omogen de grad 2.
Termenul principal tp(fi2) nu se poate construi, deci fi2 = 0.
Adunand expresiile obtinem

f1 = S% —+ as9

, unde a € Q. Construim urmatorul tabel, de unde obtinem a = —2,
deci f1 = s% — 289.

X1 Xo X3 Xy E(s1) E(s2) E(f)1 E(f)2

1 1 1 0 3 3 3 9+3a

o fo=X7+ X5+ X5+ X3
Termenul principal este tp(fa) = X3.
Fie fo1 = fo — s3.
Polinomul fa1 este polinom simetric, omogen de grad 8 si tp(fa1) <
tp(f2)’
tp(f21) = aX?Xs,a € Q.
Fie fos = fo1 — as1s2, polinom simetric, omogen de grad 3.
Decs tp(f22) =bX1X2X3,b€Q.
Fie fos = fao — bss, polinom simetric, omogen de grad 3.
Termenul principal tp(fag) nu se poate construi, deci faz = 0.
Adunand expresiile obtinem

f2 = S% + as1892 + ng

, unde a,b € Q.

Construim urmatorul tabel, de unde obtinem a = —9,b = 3, deci fo =
s? — 95189 + 3s3.

X1 X2 X3 X4 E(Sl) E(Sg) E(Sg) E(f)l E(f)g

1 1 1 0 3 3 1 3 27+3a+b

2 -1 -1 0 0 -3 2 6 2b
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o f3=X{+ X5+ X{+ X1
Termenul principal este tp(f3) = X7.
Fie f31 = f3 — st.
Polinomul fs1 este polinom simetric, omogen de grad 4 si tp(fs1) <
tp(f3),
tp(f31) = aX3Xs,a € Q.
Fie fso = f31 — astsy, polinom simetric, omogen de grad 4.
Deci tp(f32) = bX2X3,b € Q.
Fie f33 = f3p — bs3, polinom simetric, omogen de grad 4.
Deci tp(fs3) = cX2 X2 X3,c € Q.
Fie fsqg = f34 — cs183, polinom simetric, omogen de grad 4.
Deci tp(f34) = dX1X2X3X4, de Q
Fie fs5 = f34 — dsy4, polinom simetric, omogen de grad 4.
Termenul principal tp(fss) nu se poate construi, deci fss = 0.
Adunand expresiile obtinem

f3 = 5411 + as%sz + bs% 4 cs183 + dsy

, unde a,b,c,d € Q.

Construim urmadatorul tabel, de unde oblinem a = —%, b=0, c= %,
d = —4, deci f3 = 3‘1l — %3%82 + %3133 — 434.
X1 Xo X3 Xy E(s1) E(s2) E(s3) E(sa) E(fn E(f)2
1 1 1 0 3 3 1 0 3 81+27a+9b+3c
2 -1 -1 0 0 -8 2 0 0 9b
1 1 1 1 4 6 4 1 4 256+96a+16¢c+d
0 0o 1 1 2 1 0 0 2 18+4a

In concluzie polinomul cautat f este
7 11
f=h+fot+fz= Si1 + S:{’ + S% — 58%82 — 95189 + 58183 — 289 + 353 — 4s4.

. X1 Xo X9 X3 X3 X1 . .
APLICATIA 4. F' =4+ =4+ =4+ =4+=4+—==. 85
| ie f X2+X1+X3+X2+X1+X3 a se exprime f

in functie de polinoamele simetrice fundamentale.

Observam ca, daca aducem la acelasi numitor, obtinem
B X12X3 —+ X%Xg —+ X1X22 + XlX?? + X2X32 -+ X12X2
B X1 X2 X3 '

f
Notam f = £, unde

g=X?X3+ X2X3+ X1 X2 + X1 X2 + Xo X2+ X Xo

h=X1X2X35.
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Pe g il putem scrie astfel
9= XiX3+Xe X3+ X1 Xa + X1 X2+ Xo X2+ X2 X0+ 3X1 Xo X3 —2X1 X0 X3 =
= X1 Xo(X1+Xo+X3)+ X1 X3( X1+ Xo+X3)+ Xo X3( X1+ Xo+X3)—3X1 X2 X3 =
= (X1Xo + X1 X3 + X2 X3)(X1 + X + X3) — 3X1 X2 X3
Folosind polinoamele simetrice fundamentale obtinem
g = S951 — 383
Observam ca h = s3, deci
S182 — 383 5182

83 53
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