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REZOLVAREA NUMERICA A ECUATIILOR CU DERIVATE
PARTIALE FOLOSIND METODA LINIILOR

Imre Boros

Abstract. This paper discusses the numerical solution of partial differential
equations using method of lines approach (MOL) where the spatial dimension is
discretized using some finite difference approximation leaving the time dimension
to be the only independent variable in the resulting system of initial value prob-
lems. Once this is done, we apply an integration algorithm for the initial value
ordinary differential equations to compute an approximate numerical solution to

the partial differential equation.
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1. ECUATII CU DERIVATE PARTIALE

Fenomenele din lumea fizica pot fi modelate cel mai bine cu ajutorul ecuati-
ilor cu derivate partiale. Ca o consecinta metode de rezolvare a acestor ecuatii
ca si metoda liniilor sunt de interes larg in stiinta si inginerie.

Consideram exemplul ilustrativ de ecuatie cu derivate partiale
) o _poe

ot Ox?
unde
e u = u(t,z) variabild dependenta
e t variabila independenta care reprezinta timpul
e 1 variabila independenta care reprezinta spatiul

Observam ca ecuatia (1) are doua variabile independente, tocmai din cauza
asta este clasificatd ca si o ecuatie cu derivate partiale. O ecuatie diferentiala
cu o singura variabila independenta se numegte ecuatie diferentiala ordinara.
O sa consideram mai tarziu ecuatiile diferentiale ordinare ca o parte a metodei
liniilor. Ecuatia (1) se numeste ecuatia caldurii, iar constanta pozitiva D este

difuzivitatea termica.

2. CONDITII INITIALE SI CONDITII LA FRONTIERA

Inainte sa rezolvam ecuatia (1), trebuie sa specificim conditii auxiliare pen-

tru a completa enuntul problemei cu derivate partiale. Numarul necesar de
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conditii este determinat de ordinul cel mai mare a derivatei in fiecare variabila.
Cum (1) este de ordinul unu in ¢ si de ordinul doi in x va fi necesar o conditie
in t si doua conditii in x.

Variabila t se misca pe un interval finit tgp < ¢t < t; sau poate sa fie si
infinit 0 < t < o0, este necesara o valoare initiala, pentru ca se Incepe in tg si
avanseaza In timp, fara alte conditii asupra lui.

Pentru variabila spatiald o < < 2y se pun doua conditii care de obicei
corespund frontierelor unor sisteme fizice, tocmai de aici vine denumirea de
conditii pe frontiera.

Exemple de conditii auxiliare pentru ecuatia (1),
e O conditie initiala poate fi
(2) u(z,to) = uo(w)

unde ug este o functie data.
e Conditii pe frontiera pot fi de forma

(3) u(zo,t) = wy
(1) au(gaj:,t) _ 0

unde uy este o frontiera data a lui u pentru orice t.
Conditiile pe frontierd pot fi de trei tipuri:

(1) Daca este de forma (3), atunci se numeste conditie Dirichlet.
(2) Daca este de forma (4) , atunci se numeste conditie Neumann.
(3) Iar daca intervin (3) si (4) atunci se numeste conditie de tip Robin.

Relatiile (1),(2),(3) si (4) formeaza o ecuatie cu derivate partiale completa.
O solutie pentru ecuatia cu derivate partiale este o functie care defineste vari-
abila dependenta ca functie de variabilele independente, in cazul nostru u(z, t).
Solutia poate sa fie de doua tipuri

e Solutie analitica daca solutia este o functie matematica. Solutiile anali-
tice sunt exacte, dar sunt foarte dificil de obtinute chiar si pentru cele
mai simple ecuatii cu derivate partiale.

e Solutie numerica daca functia u(z,t) este dat numeric intr-un tabel.
Solutiile numerice sunt aproximatii pentru solutiile analitice, noi vrem

ca aceste solutii numerice sa fie apropiate de cele analitice.

Cu metoda liniilor putem obtine solutii numerice care aproximeaza solutia

analitica cu acuratete foarte buna.
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3. METODA LINIILOR

Ideea de baza este sa Inlocuim derivatele spatiale in ecuatii cu derivate
partiale cu aproximari algebrice. In acest mod derivatele spatiale numai
apar in forméa explicitd, numai variabila de timp ramane. Cu alte cuvinte
ne ramane un sistem de ecuatii diferentiale ordinare care aproximeaza ecuatia
cu derivate partiale. Provocarea este sa formulam acest sistem pentru aprox-
imarea ecuatiei cu derivate partiale. Cand avem sistemul putem si aplicim
orice metoda numerica pentru aproximarea solutiei. Un avantaj a metodei
liniilor este ca putem sa folosim metode existente si bine cunoscute pentru
ecuatii diferentiale ordinare.

Pentru a ilustra metoda consideram ecuatia hiperbolica de ordin unu

ou ou

Prima data inlocuim derivata spatiald cu o aproximare cu diferente finite

(6) gi v

unde am considerat o grila echidistanta cu pasul Az, cu punctele de pe grila
x; = (i — 1)Az,i=1,..., M. Aproximarea cu metoda liniilor pentru ecuatia
(5) este

dui U; — Uj—1 .
= —y— 1 <3< M.
dt A ==

(7)

Se observa ca (7) este un sistem de ecuatii diferentiale pentru ca numai
t a ramas ca si variabild independenta. Aceasta transformare a lui (5) in
(7) ilustreaza esenta metodei liniilor. Apoi pentru a calcula solutia pentru
ecuatia cu derivate partiale rezolvam sistemul cu ecuatii diferentiale ordinare.
Dar inainte de asta trebuie sa tinem cont de conditia initiald si conditia pe
frontiera pentru (5) care pot fi luate de forma

(8) u(z,0) = f(x)
(9) u(0,1) = g().

Cum sistemul (7) este format din M ecuatii, sunt necesare M conditii
initiale si din (8) aceste sunt

(10) u(zi, 0) = f(x;), 1<i<M
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Tar daca folosim conditia de frontiera (9) gasim pentru primul punct din
grilai=1

(11) u(z1,t) = g(t)

Relatiile (7), (10),(11) reprezinta metoda liniilor completd pentru ecuatia
(5) cu conditiile (8) si (9). Solutia pentru acest sistem ne da M functii

(12) up(t), ug(t), ..., up(t)

care sunt aproximatii pentru u(z,t) in punctele din grila 1, xs, ..., z.

4. INTEGRAREA ECUATIILOR DIFERENTIALE IN METODA LINIILOR

Consideram acum integrarea numerica a sistemului de ecuatii diferentiale

(7). Daca derivata ‘ZL;' este aproximat cu diferenta finitad progresiva de ordin
unu

du;  utt —

~ ——— + O(At),

dt At (&)

unde n este index pentru variabila ¢ pe un grid echidistant cu pasul At, atunci

(13)

aproximarea cu diferenta finitd de ordinul unu pentru sistemul (7) este

1
(14) ut I
At Ax
sau in forma explicita
At
(15) u?“zu?—vA—x(u?—u?_l), i=1,2,..., M.

Ecuatia (15) da explicit pe u?“, adica putem sa calculam solutiile pe punc-
tul t,41 din solutiile de pe punctul ¢,,. Metoda obtinuta astfel pentru sistemul
de ecuatii diferentiale (7) este metoda lui Euler progresiva, care este cea mai
cunoscuta si cea mai simpla pentru integrarea sistemelor de ecuatii diferentiale
ordinare.

Forma explicita a metodei (15) este convenabil din punct de vedere com-
putational, dar are alte limitari. Daca pasul de timp At este peste o valoare
critica atunci metoda nu va fi stabild. De fapt pentru ca metoda (15) sa
ramana stabild, trebuie ca (vAt/Az) care se numeste numarul lui Courant-
Friedrichs-Lewy, sa fie mai mica decat 1. Daca vrem sa crestem acuratetea
solutiei micgorand pasul Az atunci ca numéarul C-F-L si raméana mai mic ca
1 trebuie s& micsoram si pasul At¢. Existd un conflict intre imbunatatirea

acuratetei si mentinerea stabilitatii metodei.
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O cale de a imbunatatii metoda (15) este sa consideram metoda lui Euler

regresiva, care este obtinuta prin folosirea diferentei finite regresive

. n__ ,n—1
duj _uw —uy

16 R~ O(At
astfel obtinem aproximarea pentru (7)
u —u!t -y
At TV A
sau daca notam a = vAt/Az avem
(17) (I+a)ul +aul y =u) " i=1,2,...,M

Observam ca acum nu putem obtine explicit pe ] in functie de de solutiile
pe pasul anterior u?il, ecuatia (17) este implicita in ] pentru ca si u]"
este necunoscut. Pentru a rezolva ecuatia (17) trebuie sa consideram toate
ecuatiile 1,2, ..., M de unde ajungem la un sistem bidiagonal. Metoda (17) nu
are limite de stabilitate dar din punct de vedere computational este mult mai
greu de abordat, pentru ca trebuie sa rezolvam un sistem de ecuatii algebrice,
iar daca sistemul de ecuatii ordinare care aproximeaza ecuatia cu derivate
partiale este neliniard atunci trebuie sa rezolvam sisteme neliniare. Sistemele
de ecuatii de obicei sunt rezolvate cu o varianta a metodei lui Newton care
poate deveni foarte solicitant.

5. APLICATIE PENTRU ECUATIA CALDURII

Consideram ecuatia (1) cu D =1

ou  0%u
18 e
(18) ot 0x?
cu conditia initiala

. (TT
(19) u(z,0) = sin (7) .
Luam conditiile pe frontiera
(20) u(0,t) = 0
1,t

(21) 8u(x,) - 0

Solutia analitica pentru ecuatia cu derivate partiale (18)-(21) este

— (@t g (TE
(22) u(x,t) =e sm( 5 ) :
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In continuare vom rezolva numeric ecuatia cu derivate partiale (18)-(21) in
Matlab cu doua solvere cu odelbs care este implementat in Matlab si este
folosit pentru rezolvarea problemelor stiff. Celalalt solver face parte din libraria
Sundials care a fost implementat in limbajul de programare C, limbajul C
foloseste pointeri pentru gestionarea memoriei si din cauza asta de obicei pro-
gramele scrise in C'/C'++ sunt cele mai rapide. Din aceasta librarie am folosit
functia CVODE care foloseste metode de ordin variabil, cu mai multi pasi si

cu pas variabil, care sunt bazate pe formule de forma

Kl K2
(23> Z QA iYn—i + hp, Z ﬁn,if(tn—h yn—i) =0.
=0 =0

Unde y,, sunt aproximatii pentru y(t,), iar h, = t, — t,—1 este pasul. In
CVODE putem alege metode de tip Adams-Moulton care sunt caracterizate
de K1 =1 gi K9 = ¢, unde ordinul ¢ variaza intre 1 gi 12. Iar pentru probleme
stiff putem alege formule cu diferente retrograde care sunt caracterizate de
K1 =¢qsi Ko =0 cu ordinul ¢q intre 1 si 5.

Alegem intervalul de timp ¢ € (0, 2.5) si discretizarea ei cu n = 21 de puncte.
Pentru conditia initiald a sistemului (19) construim vectorul cu valorile initiale

in Matlab cu un ciclu for

for i=1:n
u0(i)=sin((pi/2.0)*(i-1)/(n-1));
end

Apoi construim functia f a sistemului de ecuatii diferentiale care aprox-
imeaza ecuatia cu derivate partiale (18) prin

function ut=f(t,u)

n=length(u) ;

dx2=((xu-x1)/(n-1))"2;

ut=zeros(1,n);

for i=1:n
if (i==1) ut(i)=0.0;
elseif (i==n) ut(i)=2.0x(u(i-1)-u(i))/dx2;
else ut(i)=(u(i+1)-2.0*%u(i)+u(i-1))/dx2;
end

end
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unde in ciclul for in prima linia impunem conditia Dirichlet (20), apoi pe linia
urmatoare va fi impusa conditia Neumann (21) care vine din aproximarea cu

diferente finite
Ou _u(i+1)—u(i—1)
ox Ax

iar pentru calculul punctelor interioare folosim aproximarea cu diferente finite

centrate de ordin doi
u _u(i+1) = 2u(i) +u(i — 1)
0x2 "~ Ax? ’
Am construit astfel sistemul de ecuatii diferentiale

(24) u'(t) = f(tu), f:RxR"—R"
(25) u(0) = w0eR"
Folosim acuma solverul din Matlab odel5s unde cerem ca toleranta absoluta

si toleranta relativi si fie 107°. Eroarea in punctul z = 0.5 se poate vedea in
figura de mai jos

u(0.5t) vs t w107 Erru(0.5t) vs t
0.7 T T T T = T T T

o
®
T

u(0.5,t)
Erru(0.5,t)

g
=
T

0.4

0.2

25

Fi1G. 5.1 — Eroarea de aproximare pentru u(0.5,¢) cu odel5s

Se observa ca toleranta ceruta nu este satisfacut. Asta se datoreaza fap-

tului ca am ales o discretizare in timp prea mica pentru solverul odelbs.
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Ca sa atingem toleranta ceruta va trebui sa dublam numarul nodurilor de
timp, dar astfel crestem dimensiunea sistemului cea ce din punct de vedere
computational ne ingreuneaza rezolvarea sistemului.

Daca folosim solverul CVODE din libraria Sundials si ne cerem toleranta

absolut si relativa sa fie tot 107> atunci solverul furnizeazi solutia:

Solution

0.8

0.6

0.4+

0.2¢ ¥

0.5 1 1.5 2

F1G. 5.2 — Solutia sistemului de ecuatii (24)

Tar daca comparam aproximarile obtinute cu valorile exacte in punctul x =
0.5 obtinem graficul 5.3 cu erorile mai mici decat toleranta ceruta. Astfel
observam ca solverul CVODE este mai performant decat solverul odel5bs
din Matlab. Daca incercim CVODE cu tolerantele 1078 si tot cu n = 21
de puncte in ¢ atunci se observa pe figura 5.4 ca solverul stisface tolerantele
cerute fara problema.

In figura 5.5 am reprezentat in spatiu solutia obtinuta cu CVODE pentru
n = 21 de puncte in timp si cu tolerantele 1075.
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F1G. 5.3 — Eroarea de aproximare pentru «(0.5,¢t) cu CVODE

u(0.5t) vs t <1079 Erru(0.5t) vs t

0.7

35F

25

Erru(0.5,t)
N
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25

Eroarea de aproximare pentru u(0.5,t) cu CVODE
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2
t, time 25 0 x, distance
Fic. 5.5 — Aproximarea lui v cu metoda liniilor
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