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LIMITE DE SIRURI UTILIZAND INTEGRALA LEBESGUE

Valeriu Anisiu

Abstract. The paper contains examples of computing some limits of numerical
sequences defined by integrals. Some standard theorems from the Lebesgue
integral theory are applied. In order to be used at high school level, the most
important such theorems are presented in a simplified form involving only the
Riemann integral.
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1. INTRODUCERE

In lucrare sunt prezentate cateva exemple pentru calcul limitelor unor sgiruri
numerice definite prin integrale utilizdnd teoreme simple ale teoriei Lebesgue.
Enunturile teoremelor sunt accesibile la nivelul ultimei clase din liceu. In
general, solutiile directe ale unor astfel de probleme (atunci cand exista) sunt
complicate si ne-intuitive.

Utilizarea acestor instrumente permite profesorilor de liceu rezolvarea rigu-
roasa a unor probleme delicate de analiza matematica ramanand ca eventual
ulterior s incerce o abordare ,elementard”, rezultatul fiind deja validat.

Mentionam ca o varianta a teoremei convergentei dominate pentru integrala
Riemann este datoratd lui Arzela si este demonstrata direct (fara utilizarea
integralei Lebesgue) in volumul II al cursului lui Fihtenholt ([3], p.685).

2. REZULTATE TEORETICE CLASICE

Vom enunta in continuare un minim necesar de rezultate simple care se
obtin imediat din teoria integralei Lebesgue [2]. Prezentarea este accesibila
unui elev de liceu, demonstratiile nu pot evita insa un curs de teoria masurii
si nu sunt incluse aici.

DEFINITIA 1. O mulfime A C R se numeste neglijabila daca pentru orice

(o]
e > 0 existd un sir de intervale deschise (an,by), astfel incat A C | (an,bn)

n=1
o)

st Y (b —ap) <e.

n=1

OBSERVATIA 1. Se aratd usor (exercitiu!) ca orice mulfime numadarabild este
neglijabild. Reciproca nu are insd loc, un exemplu fiind mulfimea lui Cantor

(121, [4])-
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TEOREMA 1. Fie f,g : [a,b] — R doua functii integrabile (Riemann) si
ACR 0 multime neglzyabzla astfel incat Vx € [a,b] \ A, f(x) = g(z).

Atunci ff )dx = fg

TEOREMA 2. (Teorema convergentei monotone) Fie fy, : [a,b] — R un sir
crescator de functii integrabile nenegative convergent (punctual) catre o functie
integrabila Riemann f : [a,b] — R.

b b
Atunci exista nh_}ngo {fn(m) dz = {f(:z:) dz

TEOREMA 3. (Teorema convergentei dominate) Fie M >0, fy : [a,b] — R
un gir de functii integrabile convergent (punctual) catre o functie integrabila
f:]a,b] = R astfel incat | fp(x)] < M, Vn € N, Vz € [a,b)].

b b

Atunci existd li_>m [ fu(z)dz = [ f(x)da

TEOREMA 4. (Teorema convergentei dominate™) Fie fp, f,g: 1 — R functii
integrabile pe orice interval marginit si inchis al intervalului I astfel incat

b
fn = [ (punctual), |fn] < g sisup  [g(x)dz:a,bel,a< b} < 00.
Atunci existd h_}m f fn(z)dz = [ f(z)dx (aici integralele putdnd fi improprii
" I
31)-

OBSERVATIA 2. Pentru g = M (functie constanta) si I interval mdrginit gi
inchis se obtine prima varianta a teoremei.

3. APLICATII

PROBLEMA 1. Fie h : [0,1] = R o functie integrabila continud in punctul
1. Atunci

lim n/ac"h(:c) dz = h(1).

n—oo

SOLUTIA 1. Se aplicd intai o schimbare de variabila (x"

1
nfx"h d:c—fth ) dt.
0

= t) si se obtine

Se poate acum aplzca teorema convergentei dominate sirului de functii f, :

[0,1] = R, fu(t) = t%h(t%), pentru care le fn(t) = h(1), ¥t € (0,1] si
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lim f,(0) = 0. Mulfimea {0} fiind neglijabila obfinem hm ffn =
n—oo
1
I h( h(1).
0

OBSERVATIA 3. Nu este posibila utilizarea sirului de functii fn(x) =
nxh(z) desi converge punctual la O pe [0,1) intrucdt nu este aplicabila te-
orema convergenter dominate.

OBSERVATIA 4. Atentie, schimbarea de variabila utilizatd, desi corecta, ne-

cesitd totusi o justificare la nivel de liceu intrucat functia ¢ : [0,1] — [0,1],

©(t) = tY/7" nu este derivabild in punctul 0. Pentru e € (0,1) putem consi-
1

dera schimbarea de variabild doar pe intervalul [e,1] obtinand n [ 2™h(z)dx =
g

f tn h(t=)dt, dupa care pentru e — 04 se obtine rezultatul dorit.
el/n

PROBLEMA 2. Fie h:[0,1] — [0,00) o functie continud si notam

1
I, :/ x"h(x)dz, n > 1.
0

Sa se arate cd sirul S, =Y 5, %Ik este convergent.

(Gh. Széllgsy, GM 5-6 / 2004)

SOLUTIA 2. Se aplica teorema convergeniei dominate in varianta genera-
lizatd (teorema 3) pentru sirul de functii f,(z) = Y p_; +a*h(z), z € [0,1).
Avem limy, o0 fr(z) = h(z) limyo Doy 72% = —In(1 — 2)h(z). Asadar in
teorema se poate lua ,dominarea” g(x) = —In(1 —x)h(x). Verificarea conditiei
este usoara: pentru a,be0,1), a < b avem

1P g(x)de < H [” (—In( 1 (1—2)) dz = H - (F(b) — F(a)),
undeH max h §zF = [y (=In(1—z)) dz=a+ (1 —a)ln(l —a).
Rezultd F(b) — F(a) < F( —) = F(0) =1, deci [’ g(z)dz < H.
Se obtine: limy, o0 Sy, = — fol In(1—z)f(z)dz.
OBSERVATIA 5. Nu este necesar ca f sa fie continud > 0. Este suficient

de exemplu ca f sa fie masurabild si marginita. De remarcat cd integrala
precedenta este improprie in punctul 1.

PROBLEMA 3. Fie h:[0,1] = R o functie continud. Atunci

) h(x) wh(0)
] M) ,
oo | na? + 1/n de 2

0
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n

o
SOLUTIA 3. f m2+1/n =/ fﬁ de = [ hm(gﬁ)x[om (x) dz, si se aplica
0 0
teorema convergemﬁez dominate (3) pentru intervalul I = [0,00), ludnd g(z) =

H/(2? 4+ 1), unde H = max|h|. S-a notat cu x|, functia caracteristicd a
1, z<n
0, z>n ~

intervalului [0,n] adicd X9, () = {

PROBLEMA 4. Fie Jy, Ja, ..., Jio intervale incluse in [0, 1] fiecare avand lun-
gimea 1/3. Sa se arate ca existd un punct xo care apartine la cel putin 4 dintre
aceste intervale.

SOLUTIA 4. Definim f : [0,1] = R, f(z) = card{k € {1,2,...,10} : = € Ji}.
10

Atunci f = Y x.j,. Avem fol f(x)dz = 10/3. Nu este deci posibil ca f < 3,
k=1

prin urmare ezistd zg € [0,1] cu f(zo) > 3 si deci f(zo) > 4 (deoarece f(xp) €
N).

PROBLEMA 5. Calculati limitele

1/n 1 _
L1 = lim n/ cos(@ + /BT;)Q cos(z) dz
1 T

Iy— lim =1 cos(z + 1/n)
n—oo Jq \/5

n—o0

dz.

1/n
SOLUTIA 5. I, = n/cosxcos(l/n) s;r;;);sm(l/n) cos(m)dx

1

1
_ n/cosx(l—cos(l/n))—i—sinxsin(l/n)dx

23/2
1/n
1 1
. cos z(1—cos(1/n)) . sinx _
=n [ =5 dr+nsin(l/n) | ZFEde = an + by.
1/n 1/n

1
an — 0 deoarece |ap| < mn - 2sin2(1/(2n))/gf§jﬂ2

1/n
< 2n(

1/(20))? (27— 2) = 0

sinx

by, — 2372 dw deoarece se aplica teorema convergentei dominate (3) utilizand

1
PSYPR

sin x
23/2

|/\ %’\
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1
Deci Ly = / sine gz = ~2 sin (1) + 2 v/2y/7 FresnelC (%) ~ 1.935154980.
0
Pentru a calcula Lo consideram
n—1
o cos z cos(1/n)—sin z sin(1/n)
Jp = / Tz dx

1
n—1 n—1
= cos(1/n) / C\O/Sfda: —sin(1/n) / si;‘f = an + by
1 1

[e.o]

cosT __ V2) _ 1
T = V/2y/7 FresnelC (\/E) =12y

bp — 0 - Si\;g:o,an—u./

1 1
Cele doud integrale exprimate cu functiile lui Fresnel au fost calculate pentru
comoditate cu Maple (v. [1]) dar calculul poate fi realizat si manual.
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