DIDACTICA MATHEMATICA, Vol. 32(2014), pp. 47-51

O ECUATIE FUNCTIONALA SI MAI MULTE PROBLEME
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Abstract. The aim of this short note is to open a discussion around the phe-
nomena of existence, non—existence, uniqueness for the solution of some problem
related to a functional equation. We propose alternative formulations around
the same functional equation and emphasize the differences between them. We
also discuss what happens when the functional equation suffers small changes.
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1. FORMULAREA SI REZOLVAREA PROBLEMELOR
Consideram ecuatia functionala

(1) 2f(xz) — f(x — 1) = 22+ 3, pentru orice z € R.

Urmatoarea problema a fost propusa spre rezolvare elevilor participanti la
un anumit concurs (Olimpiada de matematica, faza locala, clasa a VIII-a):

PROBLEMA 1. Sa se determine functia care satisface relatia (1).

O eleva a dat urmatoarea rezolvare:
REZOLVAREA 1. Fie f(z) = ax+b. Inlocuind in (1) se obtine pand la urmd
ar+a+b=2x+3, pentru oricex € R

de unde se deduce ca a =2 gi b= 1. Prin urmare, f(z) =2z + 1.
Mai in gluma, mai in serios, propunem urmatoarea rezolvare:

REZOLVAREA 2. Fie f(x) =2x+1. Se observa ca verifica (1), prin urmare
aceasta este solutia.
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Daca ar fi sa luam in serios enuntul problemei 1, desigur ca si rezolvarea
1, si rezolvarea 2 ar fi corecte. In enunt se spune: ,,Sd se determine functia
..” din care se Intelege ca problema are o solutie si aceasta este unica. Din
cate am observat, de cele mai multe ori, daca se foloseste ,,5a se determine
functia/solutia ...”, pana la urma, intr-adevar, dupa o rezolvare corecta, se
obtine o unica solutie. Atunci, sa stabilim acum pentru totdeauna ca

enuntul ,,S5a se determine solutia ...” este echivalent cu ,,Stiind ca exista si
este unica, sa se determine solutia ...”.

De asemenea, sa stabilim acum pentru totdeauna ca, daca cineva ,,ghiceste”
solutia unei probleme formulate cu ,,Sd se determine solutia ...”, merita cu
prisosinta punctajul maxim.

Daca totul e aga serios, de ce am zis ca propunem in gluma rezolvarea 27
Pentru c&, aga cum vom vedea, n-am facut bine si luam In serios enuntul.
De fapt, ecuatia functionala (1) are mult mai multe solutii, adica exista mult
mai multe functii care satisfac (1), agsa cum vom vedea in continuare. Am
descoperit, prin urmare, ca problema 1 nu e formulata corect. Propunem in
continuare noi formulari.

PROBLEMA 2. Sa se determine toate functiile (daca exista) f : R — R care
satisfac (1).

Tata rezolvarea acestei probleme.

REZOLVAREA 3. Vom ardta ca exista tot atdtea funciic f : R — R care
satisfac (1), cate functii ¢ : [0,1) — R exista. Mai precis, pentru fiecare
¢ :10,1) = R o functie oarecare fixatd, vom ardta cd existd o unicd functie
[ care satisface si (1) si f(x) = p(x) pentru orice x € [0,1). Adica pentru
problema

2f(z) — f(x — 1) =22+ 3, pentru orice x € R
{ f(z) = ¢(x), pentru orice x € 0,1)

solutia existd si este unicd. In plus, vom da si expresia acestei solutii. Vom
folosi metoda pasilor. Adica, vom gasi, pas cu pas, expresia lui f pe intervalele
[1,2), [2,3), ... , apoi pe intervalele [—1,0), [-2,—-1), ... .
Pasul 1. Fiex € [1,2) arbitrar. Atunciz—1 € [0,1), prin urmare f(z—1) =
o(z — 1). Inlocuind in ( ) obtinem 2f(x) — p(x — 1) = 2z + 3. Prin urmare,
(

fz) =

Pasul 2. Fiex € [2, 3) arbitrar. Atunci x —1 € [1,2), prin urmare, folosind
expresia gasitd la Pasul 1, avem f(x — 1) = p(x —2) — 2 — 3. Inlocuind in

3
x—1)—z— 2 pentru orice x € [1,2).
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(1) obtinem 2f(x) — 3p(z —2) + x + & = 22 + 3. Prin urmare,

1 3 7
fz) = 190(35 —-2)+ ix + 1 pentru orice x € [1,2).

Se cautd expresia generald a lui f pe intervalul [n,n + 1) pentru orice n € N.
Se demonstreaza apoi prin inductie ca e corecta. Noi vom omite aceste detalii
st vom da direct expresia:

f(z)=2""p(z—n)—2(27"=1)z+2"""n—2""41, pentru orice x € [n,n+1),

st pentru orice n € N.
Invitam cititorul sa procedeze analog pentru intervalele [—1,0), [-2,—1), ...
$t sa gaseascd expresia:

f(z) = 2"p(xz4+n)—2(2" 1)z —2"T"n—2" 41 | pentru orice x € [-n, —n+1),

st pentru orice n € N.
Observam ca nu e nevoie de doud descrieri separate pe intervale de numere
pozitive, respectiv negative. De fapt se poate scrie

f(z) =27 p(x—k)—202 F—Da42""Fk—27% 41| pentru orice = € [k, k+1),
si pentru orice k € 7.

Rezolvarea corecta a urmatoarei probleme este tot rezolvarea 3.

PROBLEMA 3. Sa se determine toate functiile f : R — R care satisfac (1).

Ca si ntelegem diferenta fata de enuntul anterior, vedem ci aceasta este
varianta pe scurt e enuntului ,,Stiind cd existd cel putin una, sd se determine
toate ...”.

O rezolvare similara cu rezolvarea 3 (de fapt, o particularizare a acesteia)
are problema;:

PROBLEMA 4. Sa se determine functia f : R — R care satisface (1) gi
f(z) =0 pentru orice x € [0,1).

Ca si solutie (unica) se va obtine functia
flz)=—-227% -1z +2"" k —27% £ 1 pentru orice z € [k, k + 1),

si pentru orice k € Z. Observam ca aceasta nu e o functie afina. Dar e afina
pe portiuni, mai precis e afind pe fiecare interval de forma [k, k + 1), k € Z.

Pentru urmatoarele doua probleme rezolvarile 1 si 2 sunt corecte.

PROBLEMA 5. Sa se studieze dacd exista cel putin o functie f : R — R care
satisface (1).
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PROBLEMA 6. Sa se determine functia afina care satisface (1).

Pentru urmatoarea problema doar rezolvarea 1 este corecta.

PROBLEMA 7. Sa se determine toate functiile afine care satisfac (1).

Se pune problema gasirii functiilor patratice care satisfac (1). Deoarece se
constata ca nu exista astfel de functii, propunem formularea:

PROBLEMA 8. Euxista functii patratice care satisfac (1)

Pentru elevii de clasa a XI-a propunem formularea, urmata de rezolvare.

PROBLEMA 9. Sd se determine toate functiile continue f : R — R care
satisfac (1).

REZOLVAREA 4. Pentru a rezolva aceasta problemda, mat intai ar trebui sd
refacem rezolvarea 3. Observam ca, pentru a obtine o functie f : R — R
continud, e necesar ca ¢ : [0,1) — R sa fie continud $i sd poatd fi prelungita
prin continuitate in x = 1. Apoi, pornind cu ¢ : [0,1] — R continud, pentru
ca f sd fie continud, e necesar si suficient ca f sd fie continua in x = k pentru
orice k € Z. Calculam limita la stanga in x = k + 1 si obtinem

lim f(z)=2"%p(1) +2(k+1)—3-27F 4+ 1.

i F@) = 274p(1) + 20k + 1) +
Daca in relatia de mai sus in loc de k punem k — 1, obtinem limita la stanga
mnx=k.

hgi fx) =2"Pp(1) + 2k —3-217F 1.
T

Valoarea in x = k este
fk) =27%p(0) + 2k —27F + 1.

De asemenea, avem ca

lim f () = f(k).

zlk
Prin urmare, conditia de continuitate in x = k, pentru k € Z arbitrar fizat
este
27 p(0) + 2k —27F 1 =21 "Fp(1) + 26 —3-27F 41
de unde se obtine
©(0) = 2¢(1) = 5.
In concluzie, solutiile problemei noastre sunt functiile f : R — R de forma
f(z)=2"%p(x—k) -2 F—Da+2" " k—27% 41| pentru orice = € [k, k+1),

si pentru orice k € Z, unde ¢ : [0,1] — R este continud i satisface relatia
©(0) = 2¢(1) — 5.
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2. PROPUNERI

Propunem spre studiu urmatoarele ecuatii functionale

(2) flx)—f(z—1)=2x+4+3, z€R;
(3) 2f(z) — fl—2) =22 +3, z € R;
(4) 2f(m)—%f(1—m)—%f(x—1):2m+3,xeR.

Sa observam doar ca ecuatia (3) nu permite aplicarea metodei pasgilor. De
fapt, exista o unica functie f : R — R care satisface (3). In plus, aceasta este
chiar afina.

3. CONCLUZII

Aceasta lucrare este utila atat elevilor, cat mai ales profesorilor care doresc
sa propuna probleme elevilor pentru activitatea la clasa sau pentru concursuri.
Se considera aici mai multe formulari de probleme legate de aceeasi ecuatie
functionala, care s-a dovedit a fi una foarte bogata in solutii. Printre altele,
aratam ca, desi problema Sa se determine functia care satisface 2f(x) — f(1—
x) = 2x+3 pentru orice x € R este corect formulata, problema Sa se determine
functia care satisface 2f(x) — f(zr — 1) = 2z + 3 pentru orice x € R nu este
corect formulata.

Pledam pentru formuléari clare, riguroase ale problemelor, din doua motive
principale.

Un motiv este acela de a nu-i dezavantaja pe elevii care dau o rezolvare
corecta, dar nu este aceea pe care a avut-o in vedere autorul problemei. De
exemplu, un autor propune formularea 9 si rezolvarea 1. Unui profesor corector
ii este greu sa accepte rezolvarea corecta 2, avand in vedere ca nu este in
barem. Astfel, pledam gi pentru flexibilitatea corectorilor. Daca autorul ar fi
vrut neaparat rezolvarea 1, atunci ar fi fost bine sa propuna formularea 7.

Un alt motiv este convingerea noastra ca elevii obignuiti cu enunturi rigu-
roase devin ei ingigi rigurosi. In cazurile considerate aici, in mintea elevului
se face o distinctie clara intre fenomenele generale: solutia existd dar nu este
unicd, sau solutia exista si este unica, respectiv solutia existd. In general, este
foarte important sa li atraga atentia elevilor asupra importantei enuntului unei
probleme. Abordarea depinde, bineinteles, de enunt. Astfel, ei sunt Invatati
in primul rand sa gandeasca.
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