Topologie - enunturi
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1.1. Fie A C Ro multime marginita superior si u € R.
a) S& se arate cd urméitoarele afirmatii sunt echivalente:
(i) supA =u
(i)Vae A=a<usgiVe>03ac Aastfel caa>u—c¢
(iii) Ya € A = a < u si I(an)neny C A astfel ca a, — u
b)supA<u< VaeA=a<u)
c)supA<u= VYaceA=a<u)
d)supA>us (Jac€ Au<a)
e) sup A > u < (I(an)nen C A, astfel ca Ilim,,_, a, > u)
Formulati propozitiile analoage pentru inf A.

1.2. Fie multimile X, Y, Z, AC X, BCY, C C Z si aplicatiile f : X — Y, g:Y — Z. Sa se arate ca:
a) f(f7Y(B)) € B, cu”=" daci f este surjectiva.
b) f7Y(f(A)) 2 A, cu”=" daci f este injectiva.
0) (g0 /)"1(C) = f~ g 1(C)).
Q) 1-1{CB) =Cr(B).
) Daci f este injectiva atunci f(CA) C Cf(A).
) Dacil f este surjectivi atunci Cf(A4) C f(CA).

1.3. Sa se scrie formulele pentru imaginea si contraimaginea reuniunii si intersectiei unei familii de
multimi printr-o aplicatie.

1.4. Fie X = {a,b,c,d, e} i familiile de mulgimi:

T = {Q)v X, {a}7 {a7 b}7 {av C}}7

7-2 = {@, X7 {aa ba C}a {a7 b7 d}7 {a’7 ba c, d}}a

T3 = {0, X,{a},{a,b},{a,c,d},{a,b,c,d}}.

Sa se precizeze care dintre acestea sunt topologii si sd se scrie familiile vecinatatilor punctelor e, ¢ si a.

1.5. Fie f: X — Y o aplicatie si H o topologie pe Y. Si se arate ci familia {f~1(H) : H € H} este
topologie pe X.

D
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2.1. in spatiul topologic R cu topologia naturals 7 si se arate ci Q = R\Q = R.
2.2. Fie (X, 7) un spatiu topologic, A, B C X, {A; :i € I} CP(X).S4 se arate ci:

Pentru X =R, 7 = 7 si se dea exemple de incluziuni stricte.
2.3. Fie (X,7) un spatiu topologic, A C X. Un punct z € X se numeste punct de acumulare al
multimii A dacd VV € V(z) = ANV \{z} # 0.
Notand cu A’ multimea punctelor de acumulare s se arate ci A = AU A’. Este multimea A’ inchisa?
2.4. Fie X o multime si aplicatia ¢ : P(X) — P(X) cu proprietatile
a) p(p(A)) = p(A) b) (AU B) = (A) Up(B) ¢c) A C p(A) d) ¢(0) = 0.
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VA, B € P(X). Atunci existd o (unici) topologie pe X astfel incat p(A4) = A,VA C X. (Kuratowski)

2.5. Si se arate cd dacid A, B sunt submultimi ale unui spatiu topologic atunci

int(AN B) = (A) Nint(B), int(AU B) D int(A) Uint(B)

incluziunea putand fi stricta.

2.6. Fie (X, 7) un spatiu topologic, A o submultime oarecare a lui X, G o submultime deschisa gi F'
o submultime inchisa.S& se arate ca:

a) ANG =ANG

b) int(F Uint(A)) = int(F U A)

¢) Ardtati cd daca relatia de la a) are loc VA C X atunci multimea G este deschisi.
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3.1. S4 se determine topologia generatd pe R de familia de multimi A = {[a,a + 1] : a € R}.

3.2. Fie X = {a,b,c} . S4 se arate cd familia {{a,b}, {b,c}} nu este bazd pentru nici o topologie pe
X.

3.3. Fie X ={1,2,3,4,5}. a) S4 se construiascd o subbaza pentru topologia discretd pe X care si nu
fie bazd. b) S& se giseascd o subbazi cu un numir minim de multimi pentru topologia discretd, fiecare
multime avand doua elemente.
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4.1. Fie (X, 7) un spatiu topologic si A C Y C X. Si se arate c4 :

A7, =ANY . Are loc o formuld similara pentru interior?

4.2. Fie X,Y spatii topologice si Z := X x Y dotat cu topologia produs. S& se arate ca daca
AC X,B CY atunci:

a) Ax B=AxB

b) int(A x B) = int(A) x int(B)

c) fr(A x B) = (fr(A) x B) U (A x fr(B)).

4.3. In spatiul topologic (R, 7y ) se considerd A := QN0,1]. S& se calculeze A , int(A), ext(A), fr(A).
S& se calculeze apoi aceleagi multimi in spatiul Q dotat cu topologia indusa de 7 .
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5.1. Fie X,Y spatii topologice si S o subbazi pentru topologia lui Y. Sa se arate cd o aplicatie
f X — Y este continua ddaca VS € §

= f71(9) este deschisd in X.

5.2. Fie X,Y spatii topologice, A C X, xy € A, si aplicatia f : X — Y. S& se arate ci daca f este
continud in zg atunci f|4 : A — Y este continud in z¢ . Dacd A este deschisd atunci are loc si reciproca.

5.3. Fie X, Y spatii topologice, z € X si aplicatia f : X — Y. Dacad By este o bazd de vecinatati a
punctului x iar Cp este o bazd de vecinititi a punctului f(x), sd se arate cd f este continud in z daci si
numai dacd: VC € CpIB € By astfel ca f(B) C C.

Sa se deduca definitia e—4 a continuitatii pentru o aplicatie f : R — R, alegdnd ca sisteme fundamentale
de vecinititi familiile intervalelor centrate in punctele z respectiv f(z).

5.4. Fie X ¢1 Y spatii topologice. O aplicatie f : X — Y se numeste inchisa (respectiv deschisd) daci
VA C X inchisd (respectiv deschisd) = f(A) inchisd (respectiv deschisi).

Sa se dea exemple de functii :

a) continue care nu sunt nici inchise nici deschise.

b) inchise si continue care nu sunt deschise.

5.5. Fie X, Y spatii topologice si aplicatia f : X — Y. Si se arate ci f este continud ddaca
VAC X = f(A) C f(A).

S# se caracterizeze functiile cu proprietatea: VA C X = f(4) = f(A).

5.6. Fie X,Y spatii topologice si aplicatiile (numite proiectii)

p1: X XY =X, pp: X XY =Y, pi(z,y) :=x, po(z,9) := 9,V (z,y) € X X Y.

Sa se arate ca:




a) Aplicatiile p; si p2 sunt continue si deschise.

b) Pentru X =Y =R cu topologia naturald, p; nu este inchisi.

¢) Un sir de puncte (2, ,Yn )nen converge la (x,y) in topologia produs dacd gi numai dacd x, — x si
Yn — Y.

d) Dacid T este un spatiu topologic, o aplicatie f : T — X X Y este continud intr-un punct dacd si
numai dacd p; of gips o f sunt continue in acel punct.

5.7. Si se arate cd aplicatiile ”+7,”-”: RxR — R sunt continue (RxR fiind dotat cu topologia produs).
S4 se deducd faptul ci dacd (X,7) este un spatiu topologic, zp € X si f,¢9 : X — R sunt doud functii
continue in xy atunci f + g si f - g sunt continue in xg

5.8. Fie X = {a,b} si T = {0, X, {a}}.

a) Ardtati cd in spatiul topologic (X, 7T) sirul a,b,a,b,a, ...

este convergent catre b dar nu converge citre a.

b) Spatiul topologic (X,7) are aceleagi giruri convergente ca i spatiul topologic (X,7; ) unde 73 =
{0, X} (topologia indiscretd) gi ambele spatii sunt (Rg/). Comparati cu §5.12.
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6.1. Fie (X,7) un spatiu topologic T1, AC X, z € X.

S4 se arate cd x este punct de acumulare pentru A ddacd YV € V(x), multimea V' N A este infiniti.

6.2. Fie X = R si 7 topologia conumarabild pe X. S& se arate ca:

a) z, — x ddacd Ing € N astfel ca Vn € N,n > ng implicd z,, = x.(Adic8 sirurile convergente coincid
cu cele stationare).

b) VA C X, A nenumarabili = A = X.

¢) (X,7T) este spatiu T1 dar nu este T2.

d) Aderenta multimii R\{0} nu poate fi caracterizatd secvential.

e) Functia f: (R,7) — (R, 7p), f(z) =z ,(z € R) este secvential continud dar nu este continua.

6.3. Fie X, Y spatii topologice Y fiind Hausdorff si f,g: X — Y doud aplicatii continue. Sa se arate
cd multimea {z € X : f(z) = g(z)} este inchisi.

6.4. Ardtati dacd pe multimea X existd doud topologii Hausdorff si (XoI) pentru care girurile conver-
gente sunt aceleagi , atunci cele doud topologii sunt egale.(A se compara cu #5.8.)
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7.1. Fie (X, d) un spatiu semimetric, g € X, > 0.

a) S se arate ci B[z, r| este o multime inchisg si B(zo,r) C B[z, r].

b) Daci d este metrica discretd atunci 7; este topologia discretd iar pentru r = 1 incluziunea precedentd
este strictd (dacd X are mai mult de un punct).

c) Este topologia indiscretd generatd de o semimetricd? Dar topologia conumérabila?

7.2. Fie (X, d) un spatiu semimetric. S& se arate ci topologia 7; este Hausdorff ddaci d este metrica.

7.3. Fie (X,d), (X’,d’) spatii semimetrice si o aplicatie f : X — X'. Aplicatia f se numegte uniform
continud dacd Ve > 0 30 > 0 astfel incat Va,y € X cu d(z,y) < 0 implica d'(f(z), f(y) < e.

Aplicatia f se numegte L-lipschitziand , unde L €R, L > 0, dacd Vz,y € X are loc inegalitatea
&(f(2), f(y) < Ld(z,y).

Sa se exprime continuitatea functiei f in termeni e-d si sa se deduca faptul cd :

f lipschitziand = f uniform continua = f continua.

7.4. Fie (X',d'), (X",d") spatii semimetrice. Si se arate cd topologia produs pe X = X’ x X" este
generatd de semimetrica d: X x X — Ry , d((«/, ), (v, v)) = d'(«',y") + d" (", y").

Sa se gaseasca si alte semimetrici care genereaza topologia produs. Sa se deduca faptul cd topologia
produs in R? este genera t& de metricd euclidians.

7.5. Fie (X, d) un spatiu semimetric. S& se arate cd aplicatia

d: X x X — R este continud in raport cu topologia produs pe X x X.

7.6. Fie dy, do semimetrici pe multimea X. d; si d2 se vor numi echivalente daca Ty, = 7g,.

a) S& se arate cd d; , da sunt echivalente dacd si numai dacd aplicatia identicd 1x : (X, Ty,) — (X, T4,)
este omeomorfism.



b) Daci d este o (semi)metricd pe X atunci d/(1 4 d) este o (semi)metricd echivalentd cu d. (Deci
orice semimetricd este echivalentd cu o semimetricd marginital).

c) Fie X =R, d(z,y) = |z —y|,d/(x,y) = | arctg x —arctg y|. S& se arate ci d’ este o metricd echivalentd
cu d gi totusi (R, d’) nu este complet.

7.7. Doud (semi)metrici d; ,dy pe mulfimea X se numesc uniform echivalente dacd aplicatia identicd
1x : (X,d1) — (X, d2) este un omeomorfism uniform (adicd este uniform continud si are inversa uniform
continug).

a) S se arate ci dacd (X, d; ) este complet iar dz este uniform echivalentd cu dy atunci (X, ds ) este
complet.

b) Fie d; , dy doud (semi)metrici pe X astfel incat (X, d;) si

(X,dz ) au aceleasi siruri fundamentale. Sunt (semi)metricile uniform echivalente? Dar echivalente?

7.8. Fiie X o multime nevidd. Notdm cu B(X) multimea functiilor reale, marginite definite pe X si
fie p: B(X) x B(X) = R,

p(f,g) = sup{|f(x) — g(2)| : « € X}.

S& se arate cd (B(X), p) este un spatiu metric complet. (De remarcat faptul cd in B(X) convergenta
unui gir de functii in sensul metricii p revine la convergenta uniforma. Acesta este motivul pentru care de
obicei p poartd numele de metrici uniforms).

7.9. Fie (X1,d1), (X2,d2) spatii semimetrice. O aplicatie f : X; — X5 se numegte izometrie dacd
da(f(2), f(y))) = di(z,y), Yo,y € X1.

S4 se arate cd dacd f este o izometrie bijectiva gi (X7, d;) este complet atunci (Xs,ds) este complet.

7.10. Fie (X, d) un spatiu metric si a € X.

a) S& se arate cd aplicatia ¢ : X — B(X)definitd prin

o) :=fo, (x € X),unde f, : X - R, fo(u) :=d(z,u) —d(a,u),

este corect definitd gi este izometrie. (B(X) este dotatd cu metrica uniforma).

b) S4 se deducd urméatoarea teoremd a lui Hausdorff:

Pentru orice spatiu metric (X,d) existd un spativ metric complet (Y,p) si o izometrie ¢ : X — Y
astfel incat p(X) =Y.

(Un astfel de spatiu metric complet (Y, p) se numesgte completatul spatiului initial (X, d), si se aratd
usor cd este unic ”pand la o izometrie”. Identificind spatiile metrice izometrice se poate spune ca: orice
spatiu metric este continut intr-un unic spatiu metric complet tn care este dens.)

7.11. Fie (X, d) un spatiu semimetric, si (x,) un sir fundamental in X. S& se arate cd sirul (z,) este
convergent daca si numai dacd el contine un subsir convergent.

7.12. Fie f: Ry — R, astfel incat : a) f(z) =0 <=z =0;

b) f este crescdtoare

o) flet+y) < flx)+ fy), Va,yeRy;

d) f este continud in 0.

S4d se arate c8 daca (X, d) este un spatiu metric, atunci f o d este o metricd echivalents cu d. Este
aceasta uniform echivalenta?

S4 se arate cd c) poate fi inlocuitd cu conditia mai tare dar mai usor de verificat ca f si fie concava.

7.13. Fie (X, d) un spatiu semimetric complet, (Y, 7) un spatiu topologic Hausdorff iar f: X — Y o
aplicatie continua.

S& se arate cd dacd (F,, ) este un sir descendent de multimi inchise, nevide din X cu diam(F,) — 0,
atunci f((N,eny Frn) = Npen S (Fn)-

7.14. Fie (X, d) un spatiu metric, (Y, d') un spatiu metric complet, A C X dens# (adicd A = X) si
f: A — Y uniform continui. Si se arate ci existd o unicd prelungire uniform continus f: X — Y a lui

7.

Sa se arate pe un exemplu cd prelungirea poate si nu existe daca f este numai continua.
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8.1. S& se arate cd dac8 intr-un spatiu topologic (z,,)nen este un gir convergent cétre x atunci multimea
{z,, : n € N} U{z} este compacta.

8.2. Fie (X, d) un spatiu semimetric si Y C X. Si se arate cd Y este precompactd daci si numai dac8
Ve > 0, JF C Y finita astfel incat Y C UyGF B(y, ). Sa se deducd faptul cd multimea Y este precompacti
dacd si numai daci spatiul semimetric (Y, d|y«y ) este precompact.



8.3. Fie spatiul metric X = B([0,1]) = {« : [0,1] — R : 2 mirginitd} dotat cu metrica uniforms
(p(,y) = sup{l(t) — y(t)| : t € [0, 1]}).

S4 se arate cd multimea Y = {y € Y : p(y,0) < 1} este mérginitd si inchisd dar nu este (pre)compacti.

8.4. Fie X 51 Y spatii topologice si f : X — Y continua. Sa se arate cad dacd X este secvential compact
atunci f(X) este secvential compact.

8.5. (Teorema lui Cantor). Dacd (X,d) este spatiu semimetric compact iar (Y, d') este spatiu semi-
metric atunci orice aplicatie continud f : X — Y este uniform continua.

8.6. a) Fie (X,7) un spatiu semimetrizabil. S& se arate cd X este compact dacd si numai dacé orice
submultime infinitd a lui X are cel putin un punct de acumulare. (Bolzano- Weierstrass)

b) Fie X = N, A = {{1,2},{3,4},{5,6},...} si 7 topologia generatd de familia A. S& se arate c&
(X, T) nu este compact desi verificd propritatea de la a).

8.7. Fie (X, d) un spatiu semimetric gsi A, B C X, nevide disjuncte. S& se arate ci dacii A este inchisd
si B compacta atunci

inf{d(a,b) : a € A,b € B} > 0. Daci ambele multimi sunt compacte atunci infimul precedent este
atins. Sa se dea un exemplu de multimi inchise disjuncte in R pentru care acest infim nu este atins.

8.8. Fie (X, 7) un spatiu topologic si Y7, Y2 submultimi compacte. S& se arate c:

a) Y7 UY; este submulfime compacta.

b) Daci X este spatiu Hausdorff, Y7 NYs este submultime compacti.

¢) Dacd X este o multime infinitd, a,b doud elemente distincte din X i 7 = {G C X : X\G este
finitd} U{G C X : ¢ € G,b ¢ G} , atunci multimile Y7 = X\{a}, Y2 = X\{b} sunt compacte dar Y; NY>
nu este compacta.

8.9. S4 se arate cd dacd X este spatiu topologic compact si Y este spatiu topologic Hausdorff atunci
orice bijectie continud f : X — Y este un omeomorfism.
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9.1. Fie (X,7) un spatiu topologic. Doud multimi A, B din X se numesc separate daci A N B = A
NnB=0.

Sa se arate cd o submultime ¥ C X este conexd dacd si numai dacd Y nu poate fi exprimata ca
reuniune a doua multimi nevide separate.

9.2. Se considera functia f : (0,1] — R datd prin f(x) = sin(1/x). S& se arate cd urméitoarele spatii
topologice dotate cu urma topologiei euclidiene din R? au proprietétile mentionate:

a) G ={(z, f(x)) : x € (0,1]} este conex.

b) G este spatiu conex dar nu este local conex si nu este conex prin arce.

c) GU ([0,1] x {1}) este spatiu conex prin arce dar nu este local conex.

9.3. Si se arate cd o multime deschisi A C R™ este conexa dacd si numai dacd Va,b € A exista o linie
poligonald de extremitati a si b. S& se deduca faptul cd pentru multimile deschise din spatiul euclidian,
conexitatea gi conexitatea prin arce coincid.

9.4. S& se arate cd un spatiu topologic (X,7) este conex daci gi numai dacA VA C X,0 £ A # X =
fr(A) #0.

9.5. Si se arate ca pentru m € N, m > 2, spatiile euclidiene R gi R™ nu sunt omeomorfe.

9.6. Si se arate c& daci A C R? este cel mult numirabild atunci multimea RQ\A este conexa.

9.7. Utilizand faptul cd R este local conex si se deduca structura multimilor deschise din R: orice
multime deschisa din R se reprezintd in mod unic ca reuniune cel mult numarabild de intervale deschise
disjuncte.

<
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10.1. S4 se arate ca intr-un spatiu topologic o multime A este rara daca si numai daca existd o multime
deschisd G astfel incat A C fr(G).

10.2. O multime A dintr-un spatiu topologic (X,7) se numeste multime de tip G5 dacd A se poate
reprezenta ca intersectie numé rabild de multimi deschise; A se numeste multime de tip F, dacd A se
poate reprezenta ca reuniune numarabila de multimi inchise.



a) Sd se arate cd intr-un spatiu semimetric orice multime inchisa este de tip G5 si orice multime deschisg
este de tip F, .

b) Q nu este multime de tip G5 in R.

10.3. Consideram (X,7) un spatiu topologic (Y,d) un spatiu semi metric, g € X si aplicatia
f:X — Y. Definim aplicatia wy : X — [0, 00] prin wy(z) = inf{diam f(V) : V € V(z)}.

(wr se numeste oscilatia functiei f). S& se arate ca:

a) f este continud in zo daca si numai daca wy(zg) = 0.

b) VA € R, multimea {z € X : ws(x) < A} este deschisa.

¢) Multimea punctelor de continuitate ale functiei f este de tip Gs.

10.4. Existd functii f : R — R avAnd multimea punctelor de continuitate Q7 Dar R\Q 7 (v.#26.4).

10.5. S& se arate ca orice spatiu metric complet, nevid si fard puncte izolate este nenumarabil. Sa se
deduca: cardR > N .

(Un punct al unei multimi se numegte izolat dacd nu este punct de acumulare al acesteia.)

10.6. Fie (X,7) un spatiu metric complet si f; : X — R (¢ € I) aplicatii continue astfel incat Vo € X,
multimea {f;(z) : ¢ € I} este marginitd. Sd se arate cd 3G C X deschisd nevidd si IM € R astfel incat
Ve e G,Vie 1,|fi(z)| < M.

(Acest rezultat poartd numele de ”principiul mérginirii uniforme”).
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11.1. a) Pentru X = {a,b,c,d}, T = {0, X,{a},{a,b},{a,b,c}}, spatiul topologic (X,7) nu este

metrizabil. ( " 1) 4 40
. . z—1/n,x+1/n acd x

b) Fie X=R, §i V() = { (—1/n, n)\{1/k: k € N} dacia—=0 "
un sistem fundamental de vecindtati ale lui © € X pentru o topologie 7 iar (X,7) nu este metrizabil.

11.2. Fie X =R, 7 = {G CR: 0 ¢ G sau LG este cel mult numarabild} . Si se arate ci:

a) X este spatiu T4.

b) X nu este compact.

¢) X nu este metrizabil.(Se va arfita cd punctul 0 nu are un sistem fundamental numarabil de
vecinatati).

11.3. Fie (X, 7) un spatiu topologic. S se arate ci:

a) Dacél 7 are o bazd numdrabild atunci X este separabil.

b) Dacd X este spatiu semimetrizabil separabil atunci topologia sa are bazi numarabila.

c) Dacd X este semimetrizabil separabil iar Y C X atunci Y este separabil (in raport cu toplogia
indusd). Sa se dea un exemplu prin care si se arate ci semimetrizabilitatea spatiului este esentiald.

(in terminologia clasicd un spatiu topologic cu bazi numéarabild se spune ci satisface a doua axioma
a numdarabilitatii -sau azioma (NoII)-)

11.4. a) Fie X un spatiu topologic semimetrizabiul. S& se arate ci dacd orice functie reald continui
f X — R este marginita atunci X este compact.

b) Si se construiascd un exemplu de spatiu topologic necompact astfel incat orice functie reald continud
este mérginitd (chiar constantd).

(Un spatiu topologic cu proprietatea de la a) se numegte pseudocompact).

11.5. Fie (X,7) un spatiu topologic semimetrizabil. S& se arate ci X este compact dacd gi numai
daca orice semimetrica d care ii induce topologia este marginita.

atunci {V,,(z) : n € N} constituie
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12.1. Fiind date A C ® siu e ﬁ, sd se arate ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) supA =u

(i) Va € A= a <usiVu <wuda € A astfel caa >u

(iii) Va € A = a < u si I(an)neny C A astfel ca a, — u.

Formulati caracterizarile similare pentru inf A.

12.2. Fie (@ )nen, (Un )nen siruri de numere reale astfel incat (y,)nen este strict crescitor avand
limitd +o00. S& se arate ca:

lim inf Intl=%n < Jim inf In < lim In < lim
=0 Y1 —Yn — n—oo y, — SUPn—oo Yn — SUPn— o0

Tni1—Tn
Yn+1—Yn



(Generalizare a lemei Stolz-Cesaro).

12.3. Fie 7; = {ﬁ} U{0} U{[—o0, @) : @ € R}.T; este topologie pe ® (numitd topologia superioard a
dreptei reale extinse). (X, 7T) fiind un spatiu topologic si 2o € X si se arate cd o functie f: (X,7) — ®
este continud in xg dacd si numai daca:

limsup, ., f(z) = f(zo). (adica ddacd f este s.s.c. in g )

(in mod analog se definegte topologia inferioard a dreptei 7T; , i se obtine caracterizarea i.s.c).

12.4. Fie (2, )nen un gir de numere reale cu proprietatea x,m < Zpn + Tm, ¥m,n € N.
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Sa se arate cd in R 3 lim,,_ o

12.5. Fie (X, 7) un spatiu topologic compact gi f: X — R o aplicatie inferior semicontinua. S& se
arate cd 3 xo € X astfel incat f(zo) = inf f(X). (Generalizarea teoremei lui Weierstrass).

12.6. Fie (X, 7) un spatiu topologic, AC X si f: X — R,

f(x):{ 1 dacaxze A

0 dacize X\A

Sa se arate ca

a) f este i.s.c. & A deschisg .

b) f este s.s.c & A este inchisa.

12.7. S& se arate cd dacd X este un spatiu topologic si f; : X — R sunt functii i.s.c. gi g; : X — ®
functii s.s.c. (i € I) atunci sup;c; f; este o functie i.s.c. iar inf;c; g; este o functie s.s.c.

12.8. S8 se arate cd dacd (X,d) este un spatiu metric, si f : X — [a,b] C R este o functie i.s.c.
atunci existd un gir crescidtor de functii continue avand limita punctuala f.

(Problema se poate reduce la cazul [a, b] = [0, 1], unde se poate lua f,, () = inf{f(z)+nd(z, z) : z € X};
fn este n-lipschitziana).

(functia caracteristicd a multimii A).



