Teoria masurii - enunturi

17.1. Fie X o multime si 4,, € P(X), (n € N). Se noteaza:

limsup A, ={z € X :{neN:z € A,} este infinita}

liminf A, ={z € X :IngeN,VneN,n>ng =z € A,}.

Sa se arate ca:

a) limsup A, = (| U Ak, liminf A, = |J ) 4k

neNk>n neNk>n

b) N,en An € liminf A,, C limsup A,, C J,,cn An-

c¢) Si se calculeze liminf A, gi limsup A,, in cazul unui gir monoton de multimi.

17.2. Fie X o multime. Se noteazd cu xa funciia caracteristicd atagatd unei submultimi A C X,
X0 ) = { b dEeed

Sa se stabileascd urmatoarele proprietati:

a) ACB <= xa<xp; A=B <= xa=Xxn

b) XanB = X4 XB: XauB = XA+ XB — X4 - XB = max{xa - X5}

Xta =1—Xa, xaaB = [xa — x5

€) Xlimsup 4, = IMSUP,,_, 0 XA, ; Xliminf A, = liminf, . x4, -

17.3. Fie X o multime, A C P(X) astfel incat UA = X.

S4 se arate cd A este algebrd de multimi dacd gi numai dacd (A, A,N) este inel cu unitate.

17.4. a) S8 se arate cd familia multimilor boreliene din R™ coincide cu o-algebra generatd de familia
multimilor compacte.

b) S& se arate cd :

BR) =oc{(a,b): a,b € R,a < b} =oc{[a,b):a,b € R,a < b}.

17.5. Sa se arate cd nu exista o-algebre avand o infinitate numarabila de elemente.

18.1. S& se arate cd dacd p este o masurd pe o-algebra A atunci:

VA,Be A= u(AUB)+ u(ANB) = u(A) + pu(B).

18.2. Sd se arate cd dacd p este o masurd pe o-algebra Agi A, € A (n € N) 3 u(Ay,) < oo atunci
u(limsup A,) = 0.

18.3. Fie p1 o mésurd pe o-algebra A ¢i A, € A (n € N).

Sd se arate ca p(liminf A,) < liminf, o p(A4,,) iar dacd p(X) < oo atunci p(limsup A,,) > limsup,,_, . u(A,).

19.1. Sa se precizeze care dintre axiomele masurii exterioare sunt verificate de urmatoarele functii de
multime ¢ : P(X) — [0, o0]

8) p(A) = 1

0 daca A=0
b) p(A)=<¢ 1 daci A=X , pentru X = {a, b}
2 dacd A= {a} sau A = {b}

¢) ¢(A) = limsup,,_, L card(AN{1,2,...,n}), pentru X = N.

19.2. Fie ¢ o masurd exterioard pe multimea X si A, B C X astfel incat una dintre multimi este
p-masurabild. S& se arate ci:

(AU B) + p(ANB) = ¢(A) + ¢(B).
19.3. Fie X o multime si ¢ : P(X) — [0, 00], p(4) = (1) gizg i y g

Ardtati cd ¢ este misurd exterioard si M, = {0, X}.

19.4. Pentru A CR™ gi z € R™ se noteazd x + A = {x +a : a € A} (translatia multimii A cu vectorul
x). S4 se arate cd dacd ¢ este masura exterioard Lebesgue din R™ atunci:

a) p(z+ A) = p(A)

b)AeL=z+AcL

(Aceste proprietati sunt cunoscute sub denumirea de invarianta la translafii a misurii exterioare
Lebesgue respectiv a masurabilitatii Lebesgue in R™ . Se arata la fel cad ¢ este invarianta la simetrii
adicd VA € P(R™) = p(A) = p(—A) si

VAe L= —-Ac L ,unde —A={—a:ac A}).

19.5. Sa se arate cd dacd ¢ este o masura exterioara pe multimea X



A, € X (n € N) astfel incat ), - ¢(An ) < oo atunci ¢(limsup A, ) = 0.

(Borel-Cantelli).

19.6. Fie A o o-algebrd pe multimea X si p o mésurd finitd pe A.

S& se arate cd relatia p pe A, ApB <= u(AAB) = 0 este o relatie de echivalents.

Notand cu A clasa de echivalentd a lui A € A si cu A multimea claselor de echivalenta, si se arate
cd aplicatia d : Ax A — R, d(A,B) = pu(AAB) este corect definitd si ci (.le\, d) este un spatiu metric
complet.

19.7. Fie A o o-algebrd pe X si p o misurd pe A. Notdam N = {N € P(X) : 3B € A astfel incat
N C B,u(B) = 0}. S& se arate ci familia A = {AUN : A € A, N € N} este o o-algebri iar aplicatia
7:A—[0,00], (AU N) = p(A) este corect definita si este o masurd completd care prelungeste pe ji.

20.1. Fie H un hiperparalelipiped inchis din R™ gi A C R™ astfel incat int(H) C A C H. S8 se arate
cd A € Lsi MA) = \H).

20.2. Fie E C [0, 1] o multime avind masura exterioard Lebesgue nenuld (in particular putand avea
E =[0,1]). Pe E se consider relatia de echivalentd zpy <= z—y € Q. Se considerd un sistem complet de
reprezentanti A C E pentru aceastd relatie de echivalenta. Sa se arate cd multimea A nu este masurabila
Lebesgue.(Acesta este celebrul ezemplu al lui Vitali de multime nemasurabila Lebesgue).

20.3. S& se arate cd pentru orice € > 0 3G submultime deschisi gi densd in R astfel incat A(G) < e.

20.4. Fie A C R o multime masurabild Lebesgue avand mésura finitd. S& se arate ca aplicatia
f:R—=R, f(z) = A(AN(—o0,z]) este continui.

20.5. Fie A C R o multime masurabild Lebesgue avind mésura finitd nenula gi0 < o < 1. S& se arate
ca:

a) 3U C R interval deschis astfel incat A(ANU) > aA(U).

b) Je > 0 astfel incat (—e,e) CA—A={z—y:x,y € A}

20.6. Fie C familia reuniunilor finite de intervale disjuncte compacte nedegenerate din R si aplicatial :
C — C definita prin

T(kUl[akybk]) = kUl([akaak + (be — ar) /3] U [brx — (br — ax)/3, bi]).

Definim Ko = I = [0,1], Ky = T(Ko), ..., K = T(Kpn-1), (n €N) si K =, o Kn

Mulpimea K este cunoscuta sub denumirea de multimea triadica a lui Cantor. Sa se arate ca:

a) K. U G+&+.+&+%-1)
Bre{0,2}

b) K este compacti

c) z € K <= Ja; € {0,2} (i € N) astfel incat z = >

d) card K = card R

e) K este multlme perfectd (i.e. K = K’)

£) AMK) =

20.7. Sa se arate ca pentru orice multime masurabild Lebesgue A din R™ existd B , By mul{imi
boreliene astfel incat By € A C By si A(B2\B1) = 0; in plus B; poate fi aleasd de tip F, iar By de tip
G5 . S& se deduca faptul cd A se poate reprezenta ca reuniune a unei multimi boreliene cu o multime de
masura Lebesgue nula.

20.8. Dacd X este un spatiu topologic metrizabil gi p este o masurd finitd pe B(X) atunci p este
regulata.

ieN ; /3"

21.1. Fie (X, A, ) un spatiu cu mésura Y € A, 51 f: X — R o functie A-mésurabild. S& se arate
ca:

a) Ay = {ANY : A € A} este o g-algebra.

(Spatiul cu masurd (Y, Ay, |4, ) se numeste se spatiul cu masura indus pe Y )

b) fly : Y — R este Ay -masurabila.

c)Daci g: YV — R este o aplicatie Ay -mdasurabila atunci 3f : X — ® A-mésurabild astfel incat
fly =g

21.2. Si se arate ca orice aplicatie continud f : R”™ — R este masurabild Lebesgue. Mai general, daca
(X, A) este un spatiu masurabil i 7 o topologie astfel incat 7 C Agi f: X — R este o functie continug
atunci f este A-masurabild.



21.3. Sa se arate cd dacd f: X — R este A-misurabila iar u : R — R este boreliand atunci u o f
este masurabila.

(Se va vedea ulterior ¢ prin compunerea a doud functii masurabile Lebesgue nu se obtine neapdrat o
functie masurabild).

21.4. Fie f:(0,2/7) = R, f(x) = zsin(1/x). S& se arate cd f este misurabild (in raport cu spatiul
mdisurabil indus de méasura Lebesgue) si si se calculeze masura Lebesgue a multimii {x € (0,2/7) : f(z) <
0}.

21.5. Fie (X,.A) un spatiu masurabil, Y € A si aplicatia f : X — K.

S4 se arate cd f|ly : Y — R este Ay -masurabild dacd si numai daci xy - f este A-méasurabila.

21.6. Fie (X,.A) un spatiu méasurabil si Ay € A (k € N) astfel incat UpenAr = X. S& se arate ci o
aplicatie f: X — R este A-masurabild dacd si numai dacd Vk € N f|a, este A4, -mésurabils.

21.7. Fie (X,.A) un spatiu mésurabil gi f: X — R. Si se arate ci:

a) Dacd f este A-mésurabild si ¢ € R atunci {z € X : f(z) =c} € A.

b) Dacd f(X) este cel mult numéarabild atunci are loc si reciproca proprietdtii de la a).

c) Sa se giseascd un exemplu de functie nemasurabild Lebesgue f : R — R pentru care Ve € R,
{reX: f(xr)=cteL.

21.8. Sa se arate ca functiile monotone, functiile derivate si functiile cu variatie marginita sunt
masurabile Lebesgue (sunt chiar boreliene).

21.9. Fie A C R nemdsurabild Lebesgue si f: R — R,

f(x):{z daci z € A

—z dacdz € X\A

21.10. Fie K = {} oy a;/3" : o; € {0,2}} multimea lui Cantor si aplicatia f : K — [0,1],
f(ZieN ai/?’l) = ZieN ai/2Z+1 .

Sa se arate ca:

a) Aplicatia f este crescdtoare, surjectivd, continud, neinjectiva.

b) f are o unicd prelungire f : [0,1] — [0, 1] continud si crescitoare.

¢) Definind ¢ : [0,1] — [0,2],9(z) = f(z) + z, g este un omeomorfism. (g se numeste functia lui
Cantor).

d) AM(g(K)) = 1. (Prin urmare proprietatea unei multimi din R de a avea masurd Lebesgue nuld nu
este topological).

e) Dacd B C g(K) este o multime nemésurabild Lebesgue (o astfel de multime existd conform constru-
ctiei lui Vitali) atunci g=!(B) este masurabild Lebesgue dar nu este boreliand. (Prin urmare incluziunea
B(R) C L(R) este strictd iar masura A|gg) nu este completa.)

21.11. S4& se construiasca o aplicatie méasurabila Lebesgue h : R — R si o aplicatie continud v : R — R
astfel incat h o u s& nu fie masurabila Lebesgue.

. 5S4 se arate cd f nu este masurabild Lebesgue.

21.12. Fie (X,.A) un spatiu masurabil gi f, : X — R un sir de functii A-méasurabile. S se arate ca
multimea punctelor din X in care sirul f,, are limit8 este masurabild (i.e. apartine lui A).

22.1. Fie F C R un interval nedegenerat si f,g : E — R doua functii continue. Sa se arate cd daca
f =g Ma.p.t. atunci f =g.

23.1. In spatiul cu misurg (R, £, \) se consideri sirul de functii

n , I/n <z <2n
fo  R=R, folz)=< (-1)" , dn+1)/n<z<(Bn+1)/n .
0 in rest

Si se calculeze: iminf,, .o fr , limsup,_, o fn, Iminf,, o [ fr d A,

limsup,, o [ fodA, [(liminf, o f)d A, [(limsup,_ . fn)dA.
23.2. Pentrun € N, fie X = {1,2,...,n}, A = P(X) si p misura de numdirare. Si se arate cd orice
functie f: X — R este A-etajatd si si se calculeze [ fd p.

24.1. a) Fie (X, A, 1) un spatiu cu masurd, 4, € A, a, € [0,00] (n € N).

Si se arate cd functia Y. a,xa, este A-masurabild si [ ( > anXAn> dXA= > anu(Ay).
neN neN neN



b) S& secalculeze f(07oo) e~ lFld \(x), f(o,oo) %

unde [-] reprezintd functia ”partea intreagd”.

24.2. Fie (X, A, p) un spatiu cu masurd gi f : X — [0, 00] masurabild ,f > 0 p-a.p.t., A € A.

S& se arate ci daca [, fdp =0 atunci u(A) = 0.

24.3. Fie (X, A, u) un spatiu cu masurd , f: X — [0, 00] masurabild si D = {(yo,y1,..-,Yn) : 0 < yo <
Y1 < .. < yp < o0o,n €N}

Pentru d = (yo, y1, .-, Yn) € D se noteaza

0q = n_i: yip{z € X 1y < f(2) <yit1}) +ynp({z € X & f(z) > yn}).

Sé se arate ci [ fdu =sup{oq:de€ D}.

(04 reprezintd ”suma Lebesgue-Darboux” inferioard, dar spre deosebire de cazul integralei Riemann ,
diviziunile sunt pe verticald !).

24.4. Fie ||-|| norma Cebagev in R™ (i.e. ||(z1,...,Zm)|| = max{|z1|, ..., |zm|}) , @ >0, A= B[0,1] ( =

. : ) =T dacaz #0

bila unitate), f: A - R, f(z) = { (|)| I dacs o — 0

Sa se arate ca f este A-integrabila pe A daca si numai dacd o < m. S& se arate apoi aceeagi proprietate
pentru norma euclidiana.

24.5. Sa se dea un exemplu in care inegalitatea din lema lui Fatou si fie stricta.

24.6. Fie (X, A, 1) un spatiu cu misurd, Y € A, f : X — [0, 00] o functie A-masurabili. Notand cu
v restrictia masurii 4 la Ay sd se arate cd [, fdpu= [, fly dv

25.1. a) Fie (X, A, p) un spatiu cu mésura, (Y, B) un spatiu misurabil si u : X — Y o functie A-B
misurabild (in sensul cd u=(B) € A, VB € B).

Atunci aplicatia v : B —[0, 0], v(B) = u(r~1(B)) este o masurd notatd ur~—!. Daci g: Y — R este
o functie B-mdsurabila atunci

| gdv = [(gou)dp (in sensul ci exististenta uneia dintre integrale implicd si existend celeilalte).

u—1(B) B

b) S se deducd faptul ca dacd g : R — R este integrabild atunci [ g(z)dA(z) = [ g(—=z)d A(z), iar
dacd in plus g este impard atunci [ g(z)dA(z) = 0.

c) Dacd g : R — R este integrabils si a € R atunci Jg9(z)dXz) = [g(z+ a)dA(z),

25.2. Fie (X, A, 1) un spatiu cu méasura finitd i f, : X — R un sir de functii integrabile uniform
convergent cétre functia f: X — R. S se arate cd [ este integrabild si [ f,dp — [ fdp.

25.3. Si se arate cd dacd f este o functie integrabild pe spatiul cu masurd (X, A, 1) atunci lim,, o 1 -
p({z € X2 |f(z)| =z n}) = 0.

25.4. Fie (X, A, p) un spatiu cu masurd finitd gsi M (X) multimea functiilor A-mésurabile gi finite

p-a.p.t. Se considerd aplicatia d : M (X) x M(X) — R, d(f,g9) = [ 1_‘{‘;3'9' dp . S& se arate ca:

a) d este semimetrica.

b) (M(X),d) este spatiu semimetric complet.

25.5. Fie (X, A, 1) un spatiu cu masurd si f: X — R o functie integrabild. Sa se arate ca:

a) daci VA € A, fA fdp >0 atuncif > 0 p-a.p.t.

b) dacd VA € A, [, fdp =0 atunci f =0 p-a.p.t.

25.6. a) Dacd a € R,a > 0 atunci functia f : [a,00) — R, f(z) = e~ " este integrabild Lebesgue.

b) Dacd a > 0, a > 0 atunci functia f : (0,a] — R, f(x) = 1/x“ este integrabild Lebesgue daca si
numai dacd o < 1.

c) Vt > 0 functia f : (0,00) — R, f(x) = e 2!~ ! este integrabila Lebesgue. ( Functia I': (0,00) — R,
Tt) = fO,oo) e~ xt~1d X\(z) se numeste functia gamma a lui Euler; este usor de vizut - si se cunoaste de
la cursul de analizd - ca T'(¢t + 1) = tI'(¢) V¢t > 0 si I'(n) = (n — 1)! Vn € N).

d) Folosind b) si se arate cil existd functii integrabile f pentru care f2 nu este integrabila.

25.7. Folosind teorema de derivare sub semnul integral si se arate cd functia gamma a lui Euler este
derivabila si sa i se calculeze derivata.

25.8. Calculati limy, .o [ ) S sin (22 /n) d M(z).

25.9. Fie f: X — [0,00) o functie p-integrabild cu [ fdp = ¢, unde 0 < ¢ < oo si @ > 0..

Si se calculeze lim, oo n [In(1 4 (f(x)/n)*)d pu(z).



—_ o0 n
25.10. S& se arate cd pentru p,q > 0 avem: ( f) fi; dX(z) = Zo (I:’zq .
0,1 n=

25.11. Si se calculeze limy, oo [y (14 z/n)"e ** dx

25.12. Dacd o > 0 atunci lim, .o [ 271 (1 —2/n)"dz = T'(a).

25.13. Fie (X, A, u) un spatiu cu misurd , aplicatia f : X — R® siY € A. S& se arate cd f este
integrabild pe Y daci gi numai dacd f|y este integrabild in (Y, Ay, 11| 4, ) si in acest caz cele doud integrale
coincid.

26.1. Fie f:[0,7/2] — R, f(z) =

. 2 dacs
{ sin(27)  daca cosz € Q .Sa se studieze integrabilitatea

sinfz  daci cosz € R\Q
Riemann gi Lebesgue a functiei f.

26.2. Fie f: R? = R, f(x,y) =

—_

dacd -y € Q
0 daciz-yeR\Q
pe [0,1] x [0,1] si s& se calculeze integrala.

26.3. Fie A C [a,b] C R. S& se arate c& functia x4 este integrabild Riemann pe [a, ] dacd gi numai
dacd A(fr A) = 0.

26.4. Fie f : R — R,
F@) = { 0 dacd z € (R\Q) U {0}

1/q daciz=p/q, cupeZ\{0}, ¢€N, (p,q) =1

Sa se arate ca limita functiei f in orice punct este 0. Sa se studieze integrabilitatea Riemann a functiei
f pe [0,1].

(f este cunoscutd sub numele de functia lui Riemann. S& se modifice f pentru a se obtine o functie
continud in orice punct irationl gi discontinud in orice punct rational).

2 5
26.5. Fie F: [0,1] — R, F(z) = { o sin(1/2) 3222 . ig

S& se arate cd F este derivabild, f = F’ este continud pe (0, 1], existd limita li%lJr f; f(z)dz dar f nu
e—

. 54 se arate cd f este integrabild Lebesgue

este integrabila.



