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Teoria m¼asurii - enuņturi

17.1. Fie X o muļtime şi An 2 P(X), (n 2 N). Se noteaz¼a:
lim supAn = fx 2 X : fn 2 N : x 2 Ang este in�nit¼ag
lim inf An = fx 2 X : 9n0 2 N;8n 2 N; n � n0 ) x 2 Ang:
S¼a se arate c¼a:
a) lim supAn =

T
n2N

S
k�n

Ak , lim inf An =
S
n2N

T
k�n

Ak

b)
T
n2NAn � lim inf An � lim supAn �

S
n2NAn:

c) S¼a se calculeze lim inf An şi lim supAn în cazul unui şir monoton de muļtimi.
17.2. Fie X o muļtime. Se noteaz¼a cu �A funcţia caracteristic¼a ataşat¼a unei submuļtimi A � X,

�A : X ! f0; 1g , �A(x) =
�
1 dac¼a x 2 A
0 dac¼a x 2 XnA .

S¼a se stabileasc¼a urm¼atoarele propriet¼aţi:
a) A � B () �A � �B ; A = B () �A = �B
b) �A\B = �A � �B ; �A[B = �A + �B � �A � �B = maxf�A � �Bg,
�{A = 1� �A; �A�B = j�A � �B j
c) �lim supAn

= lim supn!1 �An
, �lim inf An

= lim infn!1 �An
:

17.3. Fie X o muļtime, A � P(X) astfel încât [A = X.
S¼a se arate c¼a A este algebr¼a de muļtimi dac¼a şi numai dac¼a (A;�;\) este inel cu unitate.
17.4. a) S¼a se arate c¼a familia muļtimilor boreliene din Rm coincide cu �-algebra generat¼a de familia

muļtimilor compacte.
b) S¼a se arate c¼a :
B(R) = �f(a; b) : a; b 2 R; a < bg = �f[a; b) : a; b 2 R; a < bg:
17.5. S¼a se arate c¼a nu exist¼a �-algebre având o in�nitate num¼arabil¼a de elemente.

18.1. S¼a se arate c¼a dac¼a � este o m¼asur¼a pe �-algebra A atunci:
8A;B 2 A) �(A [B) + �(A \B) = �(A) + �(B).
18.2. S¼a se arate c¼a dac¼a � este o m¼asur¼a pe �-algebra A şi An 2 A (n 2 N)

P
n2N �(An) < 1 atunci

�(lim supAn) = 0.
18.3. Fie � o m¼asur¼a pe �-algebra A şi An 2 A (n 2 N).
S¼a se arate c¼a �(lim inf An) � lim infn!1 �(An) iar dac¼a �(X) <1 atunci �(lim supAn) � lim supn!1 �(An).

19.1. S¼a se precizeze care dintre axiomele m¼asurii exterioare sunt veri�cate de urm¼atoarele funçtii de
muļtime ' : P(X)! [0;1]
a) '(A) = 1

b) '(A) =

8<: 0 dac¼a A = ?
1 dac¼a A = X
2 dac¼a A = fag sau A = fbg

, pentru X = fa; bg

c) '(A) = lim supn!1
1
n card(A \ f1; 2; :::; ng), pentru X = N:

19.2. Fie ' o m¼asur¼a exterioar¼a pe muļtimea X şi A;B � X astfel încât una dintre muļtimi este
'-m¼asurabil¼a. S¼a se arate c¼a:
'(A [B) + '(A \B) = '(A) + '(B):

19.3. Fie X o muļtime şi ' : P(X)! [0;1], '(A) =
�
0 dac¼a A = ?
1 dac¼a A 6= ?

Ar¼ataţi c¼a ' este m¼asur¼a exterioar¼a şiM' = f;; Xg.
19.4. Pentru A � Rm şi x 2 Rm se noteaz¼a x+A = fx+a : a 2 Ag (translaţia muļtimii A cu vectorul

x). S¼a se arate c¼a dac¼a ' este m¼asura exterioar¼a Lebesgue din Rm atunci:
a) '(x+A) = '(A)
b) A 2 L ) x+A 2 L
(Aceste proprietaţi sunt cunoscute sub denumirea de invarianţa la translaţii a m¼asurii exterioare

Lebesgue respectiv a m¼asurabilit¼aţii Lebesgue în Rm . Se arat¼a la fel c¼a ' este invariant¼a la simetrii
adic¼a 8A 2 P(Rm)) '(A) = '(�A) şi
8A 2 L ) �A 2 L; unde �A = f�a : a 2 Ag):
19.5. S¼a se arate c¼a dac¼a ' este o m¼asur¼a exterioar¼a pe muļtimea X
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An � X (n 2 N) astfel încât
P

n2N '(An ) < 1 atunci '(limsup An ) = 0.
(Borel-Cantelli).
19.6. Fie A o �-algebr¼a pe muļtimea X şi � o m¼asur¼a �nit¼a pe A.
S¼a se arate c¼a relaţia � pe A, A�B () �(A�B) = 0 este o relaţie de echivalenţ¼a.
Notând cu Â clasa de echivalenţ¼a a lui A 2 A şi cu bA muļtimea claselor de echivalenţ¼a, s¼a se arate

c¼a aplicaţia d : bA � bA ! R, d(Â; B̂) = �(A�B) este corect de�nit¼a şi c¼a ( bA; d) este un spaţiu metric
complet.
19.7. Fie A o �-algebr¼a pe X şi � o m¼asur¼a pe A. Not¼am N = fN 2 P(X) : 9B 2 A astfel încât

N � B;�(B) = 0g. S¼a se arate c¼a familia A = fA [ N : A 2 A; N 2 Ng este o �-algebr¼a iar aplicaţia
� : A ! [0;1], �(A [N) = �(A) este corect de�nit¼a şi este o m¼asur¼a complet¼a care prelungeşte pe �.

20.1. Fie H un hiperparalelipiped închis din Rm şi A � Rm astfel încât int(H) � A � H. S¼a se arate
c¼a A 2 Lşi �(A) = �(H).
20.2. Fie E � [0; 1] o muļtime avind m¼asura exterioar¼a Lebesgue nenul¼a (în particular putând avea

E = [0; 1]). Pe E se consider¼a relaţia de echivalenţ¼a x�y () x�y 2 Q. Se consider¼a un sistem complet de
reprezentanţi A � E pentru aceast¼a relaţie de echivalenţ¼a. S¼a se arate c¼a muļtimea A nu este m¼asurabil¼a
Lebesgue.(Acesta este celebrul exemplu al lui Vitali de mulţime nem¼asurabil¼a Lebesgue).
20.3. S¼a se arate c¼a pentru orice " > 0 9G submuļtime deschis¼a şi dens¼a în R astfel încât �(G) � ":
20.4. Fie A � R o muļtime m¼asurabil¼a Lebesgue având m¼asura �nit¼a. S¼a se arate c¼a aplicaţia

f : R! R, f(x) = �(A \ (�1; x]) este continu¼a.
20.5. Fie A � R o muļtime m¼asurabil¼a Lebesgue având m¼asura �nit¼a nenul¼a şi0 < � < 1. S¼a se arate

c¼a:
a) 9U � R interval deschis astfel încât �(A \ U) � ��(U).
b) 9" > 0 astfel încât (�"; ") � A�A = fx� y : x; y 2 Ag.
20.6. Fie C familia reuniunilor �nite de intervale disjuncte compacte nedegenerate din R şi aplicaţiaT :

C ! C de�nit¼a prin
T (

nS
k=1

[ak; bk]) =
nS
k=1

([ak; ak + (bk � ak)=3] [ [bk � (bk � ak)=3; bk]):

De�nim K0 = I = [0; 1], K1 = T (K0), ..., Kn = T (Kn�1), (n 2 N) şi K =
T
n2NKn

Muļtimea K este cunoscut¼a sub denumirea de mulţimea triadic¼a a lui Cantor. S¼a se arate c¼a:
a) Kn =

S
�k2f0;2g

(�131 +
�2
32 + :::+

�n
3n +

1
3n � I)

b) K este compact¼a
c) x 2 K () 9�i 2 f0; 2g (i 2 N) astfel încât x =

P
i2N �i=3

i

d) cardK = cardR
e) K este muļtime perfect¼a (i.e. K = K 0)
f) �(K) = 0.
20.7. S¼a se arate c¼a pentru orice muļtime m¼asurabil¼a Lebesgue A din Rm exist¼a B1 ; B2 muļtimi

boreliene astfel încât B1 � A � B2 şi �(B2nB1) = 0; în plus B1 poate � aleas¼a de tip F� iar B2 de tip
G� . S¼a se deduc¼a faptul c¼a A se poate reprezenta ca reuniune a unei muļtimi boreliene cu o muļtime de
m¼asur¼a Lebesgue nul¼a.
20.8. Dac¼a X este un spaţiu topologic metrizabil şi � este o m¼asur¼a �nit¼a pe B(X) atunci � este

regulat¼a.

21.1. Fie (X;A; �) un spaţiu cu m¼asur¼a Y 2 A, şi f : X !
 !
R o funçtie A-m¼asurabil¼a. S¼a se arate

c¼a:
a) AY = fA \ Y : A 2 Ag este o �-algebr¼a.
(Spaţiul cu m¼asur¼a (Y;AY ; �jAY

) se numeşte se spaţiul cu m¼asur¼a indus pe Y )

b) f jY : Y !
 !
R este AY -m¼asurabil¼a.

c) Dac¼a g : Y !
 !
R este o aplicaţie AY -m¼asurabil¼a atunci 9f : X !

 !
R A-m¼asurabil¼a astfel încât

f jY = g.
21.2. S¼a se arate c¼a orice aplicaţie continu¼a f : Rm ! R este m¼asurabil¼a Lebesgue. Mai general, dac¼a

(X;A) este un spaţiu m¼asurabil şi T o topologie astfel încât T � A şi f : X !
 !
R este o funçtie continu¼a

atunci f este A-m¼asurabil¼a.
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21.3. S¼a se arate c¼a dac¼a f : X !
 !
R este A-m¼asurabil¼a iar u :

 !
R ! !R este borelian¼a atunci u � f

este m¼asurabil¼a.
(Se va vedea ulterior c¼a prin compunerea a dou¼a funçtii m¼asurabile Lebesgue nu se obţine neap¼arat o

funçtie m¼asurabil¼a).
21.4. Fie f : (0; 2=�) ! R, f(x) = x sin(1=x). S¼a se arate c¼a f este m¼asurabil¼a (în raport cu spaţiul

m¼asurabil indus de m¼asura Lebesgue) şi s¼a se calculeze m¼asura Lebesgue a muļtimii fx 2 (0; 2=�) : f(x) <
0g.
21.5. Fie (X;A) un spaţiu m¼asurabil, Y 2 A şi aplicaţia f : X !

 !
R .

S¼a se arate c¼a f jY : Y !
 !
R este AY -m¼asurabil¼a dac¼a şi numai dac¼a �Y � f este A-m¼asurabil¼a.

21.6. Fie (X;A) un spaţiu m¼asurabil şi Ak 2 A (k 2 N) astfel încât [k2NAk = X. S¼a se arate c¼a o
aplicaţie f : X ! !R este A-m¼asurabil¼a dac¼a şi numai dac¼a 8k 2 N f jAk

este AAk
-m¼asurabil¼a.

21.7. Fie (X;A) un spaţiu m¼asurabil şi f : X !
 !
R . S¼a se arate c¼a:

a) Dac¼a f este A-m¼asurabil¼a şi c 2 R atunci fx 2 X : f(x) = cg 2 A:
b) Dac¼a f(X) este cel mult num¼arabil¼a atunci are loc şi reciproca propriet¼aţii de la a).
c) S¼a se g¼aseasc¼a un exemplu de funçtie nem¼asurabil¼a Lebesgue f : R ! R pentru care 8c 2 R,

fx 2 X : f(x) = cg 2 L.
21.8. S¼a se arate c¼a funçtiile monotone, funçtiile derivate şi funçtiile cu variaţie m¼arginit¼a sunt

m¼asurabile Lebesgue (sunt chiar boreliene).
21.9. Fie A � R nem¼asurabil¼a Lebesgue şi f : R! R,

f(x) =

�
x dac¼a x 2 A
�x dac¼a x 2 XnA : S¼a se arate c¼a f nu este m¼asurabil¼a Lebesgue.

21.10. Fie K = f
P

i2N �i=3
i : �i 2 f0; 2gg muļtimea lui Cantor şi aplicaţia f : K ! [0; 1],

f(
P

i2N �i=3
i) =

P
i2N �i=2

i+1 .
S¼a se arate c¼a:
a) Aplicaţia f este cresc¼atoare, surjectiv¼a, continu¼a, neinjectiv¼a.
b) f are o unic¼a prelungire ~f : [0; 1]! [0; 1] continu¼a şi cresc¼atoare.
c) De�nind g : [0; 1] ! [0; 2]; g(x) = ~f(x) + x, g este un omeomor�sm. (g se numeşte funcţia lui

Cantor).
d) �(g(K)) = 1. (Prin urmare proprietatea unei muļtimi din R de a avea m¼asur¼a Lebesgue nul¼a nu

este topologic¼a!).
e) Dac¼a B � g(K) este o muļtime nem¼asurabil¼a Lebesgue (o astfel de muļtime exist¼a conform constru-

çtiei lui Vitali) atunci g�1(B) este m¼asurabil¼a Lebesgue dar nu este borelian¼a. (Prin urmare incluziunea
B(R) � L(R) este strict¼a iar m¼asura �jB(R) nu este complet¼a.)
21.11. S¼a se construiasc¼a o aplicaţie m¼asurabil¼a Lebesgue h : R! R şi o aplicaţie continu¼a u : R! R

astfel încât h � u s¼a nu �e m¼asurabil¼a Lebesgue.
21.12. Fie (X;A) un spaţiu m¼asurabil şi fn : X !

 !
R un şir de funçtii A-m¼asurabile. S¼a se arate c¼a

muļtimea punctelor din X în care şirul fn are limit¼a este m¼asurabil¼a (i.e. apaŗtine lui A).

22.1. Fie E � R un interval nedegenerat şi f; g : E ! R dou¼a funçtii continue. S¼a se arate c¼a dac¼a
f = g �-a.p.t. atunci f = g.

23.1. În spaţiul cu m¼asur¼a (R;L; �) se consider¼a şirul de funçtii

fn : R! R, fn(x) =

8<: n ; 1=n � x � 2]n
(�1)n ; (4n+ 1)=n < x < (5n+ 1)=n
0 în rest

.

S¼a se calculeze: lim infn!1 fn , lim supn!1 fn, lim infn!1
R
fn d�,

lim supn!1
R
fn d�,

R
(lim infn!1 fn) d�,

R
(lim supn!1 fn) d�.

23.2. Pentru n 2 N, �e X = f1; 2; :::; ng, A = P(X) şi � m¼asura de num¼arare. S¼a se arate c¼a orice
funçtie f : X ! R este A-etajat¼a şi s¼a se calculeze

R
f d�.

24.1. a) Fie (X;A; �) un spaţiu cu m¼asur¼a, An 2 A, an 2 [0;1] (n 2 N).

S¼a se arate c¼a funçtia
P
n2N

an�An
este A-m¼asurabil¼a şi

R �P
n2N

an�An

�
d� =

P
n2N

an�(An).
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b) S¼a secalculeze
R
(0;1)

e�[x] d�(x),
R
(0;1)

d�(x)
[x+1]�[x+2] :

unde [�] reprezint¼a funçtia �partea întreag¼a�.
24.2. Fie (X;A; �) un spaţiu cu m¼asur¼a şi f : X ! [0;1] m¼asurabil¼a ,f > 0 �-a.p.t., A 2 A.
S¼a se arate c¼a dac¼a

R
A
f d� = 0 atunci �(A) = 0.

24.3. Fie (X;A; �) un spaţiu cu m¼asur¼a , f : X ! [0;1] m¼asurabil¼a şi D = f(y0; y1; :::; yn) : 0 � y0 <
y1 < ::: < yn <1; n 2 Ng.
Pentru d = (y0; y1; :::; yn) 2 D se noteaz¼a

�d =
n�1P
i=0

yi�(fx 2 X : yi � f(x) < yi+1g) + yn�(fx 2 X : f(x) � yng):

S¼a se arate c¼a
R
f d� = supf�d : d 2 Dg:

(�d reprezint¼a �suma Lebesgue-Darboux�inferioar¼a, dar spre deosebire de cazul integralei Riemann ,
diviziunile sunt pe vertical¼a !).
24.4. Fie k�k norma Cebâşev în Rm (i.e. k(x1; :::; xm)k = maxfjx1j; :::; jxmjg) , � > 0, A = B[0; 1] ( =

bila unitate), f : A! R, f(x) =
�
kxk�� dac¼a x 6= 0
0 dac¼a x = 0

S¼a se arate c¼a f este �-integrabil¼a pe A dac¼a şi numai dac¼a � < m. S¼a se arate apoi aceeaşi proprietate
pentru norma euclidian¼a.
24.5. S¼a se dea un exemplu în care inegalitatea din lema lui Fatou s¼a �e strict¼a.
24.6. Fie (X;A; �) un spaţiu cu m¼asur¼a, Y 2 A, f : X ! [0;1] o funçtie A-m¼asurabil¼a. Notând cu

� restriçtia m¼asurii � la AY s¼a se arate c¼a
R
Y
f d� =

R
Y
f jY d �

25.1. a) Fie (X;A; �) un spaţiu cu m¼asur¼a, (Y;B) un spaţiu m¼asurabil şi u : X ! Y o funçtie A-B
m¼asurabil¼a (în sensul c¼a u�1(B) 2 A; 8B 2 B):
Atunci aplicaţia � : B ![0;1]; �(B) = �(��1(B)) este o m¼asur¼a notat¼a ���1: Dac¼a g : Y !

 !
R este

o funçtie B-m¼asurabil¼a atunciR
u�1(B)

g d � =
R
B

(g �u) d� (în sensul c¼a exististenţa uneia dintre integrale implic¼a şi existen¼a celeilalte).

b) S¼a se deduc¼a faptul c¼a dac¼a g : R !
 !
R este integrabil¼a atunci

R
g(x) d�(x) =

R
g(�x) d�(x), iar

dac¼a în plus g este impar¼a atunci
R
g(x) d�(x) = 0.

c) Dac¼a g : R!
 !
R este integrabil¼a şi a 2 R atunci

R
g(x) d�(x) =

R
g(x+ a) d�(x),

25.2. Fie (X;A; �) un spaţiu cu m¼asur¼a �nit¼a şi fn : X ! R un şir de funçtii integrabile uniform
convergent c¼atre funçtia f : X ! R. S¼a se arate c¼a f este integrabil¼a şi

R
fn d�!

R
f d�.

25.3. S¼a se arate c¼a dac¼a f este o funçtie integrabil¼a pe spaţiul cu m¼asur¼a (X;A; �) atunci limn!1 n �
�(fx 2 X : jf(x)j � ng) = 0.
25.4. Fie (X;A; �) un spaţiu cu m¼asur¼a �nit¼a şi M(X) muļtimea funçtiilor A-m¼asurabile şi �nite

�-a.p.t. Se consider¼a aplicaţia d :M(X)�M(X)! R, d(f; g) =
R jf�gj
1+jf�gj d� . S¼a se arate c¼a:

a) d este semimetric¼a.
b) (M(X); d) este spaţiu semimetric complet.

25.5. Fie (X;A; �) un spaţiu cu m¼asur¼a şi f : X !
 !
R o funçtie integrabil¼a. S¼a se arate c¼a:

a) dac¼a 8A 2 A,
R
A
f d� � 0 atuncif � 0 �-a.p.t.

b) dac¼a 8A 2 A,
R
A
f d� = 0 atunci f = 0 �-a.p.t.

25.6. a) Dac¼a a 2 R,� > 0 atunci funçtia f : [a;1)! R, f(x) = e��x este integrabil¼a Lebesgue.
b) Dac¼a a > 0, � > 0 atunci funçtia f : (0; a] ! R, f(x) = 1=x� este integrabil¼a Lebesgue dac¼a şi

numai dac¼a � < 1.
c) 8t > 0 funçtia f : (0;1)! R, f(x) = e�xxt�1 este integrabil¼a Lebesgue. ( Funçtia � : (0;1)! R,

�(t) =
R
0;1)

e�xxt�1 d�(x) se numeşte funcţia gamma a lui Euler; este uşor de v¼azut - şi se cunoaşte de
la cursul de analiz¼a - c¼a �(t+ 1) = t�(t) 8t > 0 şi �(n) = (n� 1)! 8n 2 N).
d) Folosind b) s¼a se arate c¼a exist¼a funçtii integrabile f pentru care f2 nu este integrabil¼a.
25.7. Folosind teorema de derivare sub semnul integral s¼a se arate c¼a funçtia gamma a lui Euler este

derivabil¼a şi s¼a i se calculeze derivata.
25.8. Calculaţi limn!1

R
(0;1)

esin x�x sin(x2=n) d�(x):

25.9. Fie f : X ! [0;1) o funçtie �-integrabil¼a cu
R
f d� = c, unde 0 < c <1 şi � > 0:.

S¼a se calculeze limn!1 n
R
ln(1 + (f(x)=n)�) d�(x).
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25.10. S¼a se arate c¼a pentru p; q > 0 avem:
R

(0;1)

xp�1

1+xq d�(x) =
1P
n=0

(�1)n
p+nq :

25.11. S¼a se calculeze limn!1
R n
0
(1 + x=n)ne�2x dx

25.12. Dac¼a � > 0 atunci limn!1
R n
0
x��1(1� x=n)n dx = �(�).

25.13. Fie (X;A; �) un spaţiu cu m¼asur¼a , aplicaţia f : X !
 !
R şi Y 2 A. S¼a se arate c¼a f este

integrabil¼a pe Y dac¼a şi numai dac¼a f jY este integrabil¼a în (Y;AY ; �jAY
) şi în acest caz cele dou¼a integrale

coincid.

26.1. Fie f : [0; �=2] ! R, f(x) =
�
sin(x2) dac¼a cosx 2 Q
sin2 x dac¼a cosx 2 RnQ :S¼a se studieze integrabilitatea

Riemann şi Lebesgue a funçtiei f .

26.2. Fie f : R2 ! R, f(x; y) =
�
1 dac¼a x � y 2 Q
0 dac¼a x � y 2 RnQ . S¼a se arate c¼a f este integrabil¼a Lebesgue

pe [0; 1]� [0; 1] şi s¼a se calculeze integrala.
26.3. Fie A � [a; b] � R. S¼a se arate c¼a funçtia �A este integrabil¼a Riemann pe [a; b] dac¼a şi numai

dac¼a �(frA) = 0.
26.4. Fie f : R! R,

f(x) =

�
0 dac¼a x 2 (RnQ) [ f0g
1=q dac¼a x = p=q; cu p 2 Znf0g; q 2 N; (p; q) = 1 :

S¼a se arate c¼a limita funçtiei f în orice punct este 0. S¼a se studieze integrabilitatea Riemann a funçtiei
f pe [0; 1].
(f este cunoscut¼a sub numele de funcţia lui Riemann. S¼a se modi�ce f pentru a se obţine o funçtie

continu¼a în orice punct iraţionl şi discontinu¼a în orice punct raţional).

26.5. Fie F : [0; 1]! R, F (x) =
�
x2 sin(1=x) dac¼a x 6= 0
0 dac¼a x = 0

:

S¼a se arate c¼a F este derivabil¼a, f = F 0 este continu¼a pe (0; 1], exist¼a limita lim
"!0+

R 1
"
f(x) dx dar f nu

este integrabil¼a.


