Analiza realda. Probleme cu raspunsuri

Student: Ana Liza Grupa: xxx Nota: 10*

Precizati topologia generatd pe multimea X = {a, b, ¢, d} de familia A ={{a},{a,b,d},{b,c,d},{a,c,d}} . Cate
vecindtiti are punctul ¢ in aceastd topologie?

T ={0,X,{a},{d},{b,d},{a,d}, {c,d},{a,b,d},{b,c,d},{a,c,d}}

Vecinatatile lui ¢ sunt supramultimile multimii {c¢, d}, in numér de 4.

Pe multimea X = R? se considerd semimetrica d : X x X — R, d((a,b),(c,d)) = |b—d|, ¥(a,b),(c,d) € X.
Ardtati cd sirul z,, = ((—1)", 3241) este convergent in (X, d) si precizati toate limitele acestuia.

d(zn, (u,v)) = [328 — v| — 0 dacs si numai dacd v = 3/2.

Deci limitele girului x,, sunt de forma (u,3/2), u € R.

Fie 7 topologia cofinitd pe multimea Z. a) Care sunt multimile inchise care contin multimea N in spatiul
topologic (Z,7)? b) Precizati aderenta si interiorul multimii N in spatiul topologic (Z, 7).

a) Multimile inchise sunt fie finite fie Z. Deci singura multime inchisi ce contine N este Z.

b) N=Z (cf. a)). int(N) = () cici singura multime deschisd C N este (.

a) Definiti notiunea de omeomorfism. b) Dati un exemplu de bijectie f : (R,75) — (R,7p) care nu este
omeomorfism.

a) Pentru X, Y spatii topologice, f : X — Y este omeomorfism daci f este bijectivi si f, f~1 sunt continue.

z ,xeR\{0,1}
b) f(z)=< 1 ,xz=0
0 ,r=1




a) Definiti spatiul topologic compact. b) Dati un exemplu de topologie 7 pe R astfel incat (R, 7) s8 fie spatiu
topologic compact.

a) Spatiul topologic este compact daci din orice acoperire deschisd a acestuia se poate extrage o a coperire finitd
b) Topologia indiscretd (sau orice altd topologie finitd).

[Problema era mai complicatd dacd se cerea ca topologia si fie Hausdorff; incercati!]

a) Definiti notiunea de multime completd. b) Este intervalul (0,1) o multime completd in spatiul metric R (cu
metrica euclidiand)? (justificati rdspunsul).

a) O multime a unui spatiu semimetric este completd daci orice gir fundamental din multime este convergent citre
un punct din multime.

b) Nu este completd intrucat sirul (1/n),>2 este fundamental dar nu este convergent in (0, 1).
[Sau deoarece (0,1) nu este inchisd in spatiul metric complet (R, dp)].

a) Definiti spatiul topologic conex prin arce. b) Dati un exemplu de multime conexa prin arce A din spatiul R?
(cu topologia naturald) astfel ca {(1,0),(—1,0)} C A4, {(0,1),(0,—1),(0,0)} N A = 0.

a) Un spatiu topologic X este conex prin arce dacd pentru oricare doud puncte z,y din X existd o functie continud
f:0,1] — X astfel incat f(0) =z, f(1) =v.

b) A =R\ {(0,1),(0,-1),(0,0)}. [Sau A este linia poligonals de varfuri (1,0),(0,1/2),(-1,0).]

a) Definiti notiunea de functie uniform continud. b) Ar#tati cd orice functie f : (0,1) — R care are prelungire
continud la intervalul [0, 1] este uniform continud; ce teorema se aplica?

a) Pentru (X, d), (Y, d’) spatii semimetrice, functia f : X — Y este uniform continud daci Ve > 03§ > 0 Vo, 25 € X
(d(z1,m2) <6) = (d'(f(21), f(22)) <e).

b) Prelungirea f fiind continud pe compactul [0, 1] este uniform continud (teorema lui Cantor). Deci f ca restrictie
a unei functii uniform continue este tot uniform continua.

Fie (X, d) un spatiu metric si 4, B doud submultimi nevide ale lui X. a) Ar#tati c8 dacd d(z, A) = d(x, B)
pentru orice # € X atunci A = B. b) Dati un exemplu din care si rezulte ci nu poate fi dedusa concluzia A = B.
a) Pentru z € A rezultd 0 = d(z, A) = d(x, B) deci d(z,B) =0 = x € B.

Prin urmare A C B. Rezultd A C B. Analog B C A si deci A = B.

b) X =R, A=Q, B =R\Q, deoarece d(z,A) = d(z, A).

[Sau X =R, A=10,1], B=(0,1).]




