
Concursul �Traian Lalescu�
Universitatea �Babȩs-Bolyai�, Cluj-Napoca, 6 mai 2008

Rezolvaţi la alegere 5 din cele 8 probleme propuse, �ecare pe o foaie separat¼a.
Timp de lucru: 3 ore.

1. Se consider¼a în R2 o muļtime P format¼a din 2008 puncte distincte. Ar¼ata̧ti c¼a exist¼a un
disc deschis D � R2 astfel încât P \D s¼a coņtin¼a exact 1004 puncte.

2. Fie şirul an =
2nQ
k=1

(n2 + k2): Calcula̧ti lim
n!1

n
p
an
n4

:

3. Fie a > 0 un num¼ar real �xat şi

S = f(xn)n2N : xn > 0 8n 2 N şi
1X
n=1

xn = ag

Ar¼ata̧ti c¼a muļtimea de numere reale I = f
P1

n=1 x
2
n : (xn)n2N 2 Sg este un interval şi preciza̧ti

care sunt capetele acestuia.

4 Fie f un polinom cu coe�cieņti reali cu proprietatea c¼a f(x) � 0, 8x 2 [0;1): Not¼am

F =
1X
n=0

f (n), unde f (n) reprezint¼a derivata de ordin n.

Ar¼ata̧ti c¼a F (x) � 0; 8x 2 [0;1):

5. Pentru n 2 N, �e A;B 2Mn(C) astfel încât matricea A+B este inversabil¼a. Ar¼ata̧ti c¼a

A(A+B)�1B = B(A+B)�1A

6 a) Ar¼ata̧ti c¼a inelul Z[
p
�2] este euclidian.

b) Folosind (eventual) punctul a) g¼asi̧ti toate solu̧tiile întregi ale ecua̧tiei

y2 + 2 = x3:

7. Exist¼a funçtii analitice f : C n f0g ! C astfel încât jf(z)j � 1p
jzj
; 8z 2 C n f0g ?

8. Fie (X; d) un spa̧tiu metric compact şi f : X ! X o izometrie (adic¼a d(f(x); f(y)) = d(x; y);
8x; y 2 X). Ar¼ata̧ti c¼a f(X) = X:
(Se poate eventual presupune c¼a X este muļtime compact¼a din Rn iar d este metrica euclid-

ian¼a d(x; y) = kx� yk :)
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Solu̧tii

1. Consider¼am un punct a 2 R2 astfel încât pentru p; q 2 P distincte s¼a avem d(a; p) 6= d(a; q):
Un astfel de punct exist¼a (a 2 R2nM unde M este reuniunea mediatoarelor tuturor perechilor
de puncte din P ). Rezult¼a c¼a fd(a; p) : p 2 Pg coņtine 2008 elemente r1 < r2 < ::: < r2008:
Lu¼am D discul de centru a şi raz¼a r = (r1004 + r1005)=2:

2. bn =
n
p
an
n4

=

�
2nQ
k=1

(1 + k2

n2
)

�1=n
:

ln bn =
1
n

P2n
k=1 ln(1 +

k2

n2
) = 2

2n

P2n
k=1 ln(1 + 4

k2

(2n)2
): Rezult¼a limn!1 ln bn = 2

R 1
0
ln(1 +

4x2)dx = 2 ln 5 + 2 arctan 2� 4: Deci lim
n!1

n
p
an
n4

= e2 ln 5+2 arctan 2�4:

3. R¼aspuns: I = (0; a2):
Fie yn = xn=a. Rezult¼a

P
yn = 1 =) 0 <

P
y2n <

P
yn = 1 deci

P
y2n 2 (0; 1) =)P

x2n 2 (0; a2) adic¼a I � (0; a2):
Fie acum t 2 (0; 1): Exist¼a yn > 0 a.î.

P
yn = 1;

P
y2n = t; este su�cient s¼a lu¼am o progresie

geometric¼a yn = p � qn�1. Revine la p=(1� q) = 1, p2=(1� q2) = t: Ecua̧tia (1� q)2=q2 = t are
solu̧tie dac¼a t 2 (0; 1):
4. Presupunem f neconstant (altfel este evident). F are un minim în x0 (c¼aci F (1) = 1) .
Dac¼a x0 6= 0 atunci F 0(x0) = 0: Dar F 0(x) = F (x)� f(x); deci F (x0) = f(x0) � 0 =) F � 0
pe [0;1):
Dac¼a x0 = 0 atunci F 0(0) � 0 (c¼aci 0 e punct de minim) şi F (0) = F 0(0)+ f(0) � f(0) � 0:

5. Se considr¼a întâi cazul cândA;B sunt inversabile. Avem: A(A+B)�1B = (B�1(A+B)A�1)�1 =
(B�1 + A�1)

�1 şi similar B(A+B)�1A = (B�1 + A�1)�1 :
În cazul general, exist¼a � > 0 astfel înc¼at A+�I şi B��I sunt inversabile pentru 0 < � < �:

Se aplic¼a cele de mai sus pentru A+ �I şi B � �I şi se face �! 0:
6. a) Ca funçtie � : Z[

p
�2]� ! N0 care apare în de�ni̧tia inelelui euclidian se poate lua

�(m+ n
p
�2) = m2 + 2n2:

b) U(Z[
p
�2]) = f�1; 1g: Fie (x0; y0) 2 Z2 solu̧tie. Rezult¼a (y0 +

p
�2)(y0 +

p
�2) = x30:

Fie a = m + n
p
�2 un divizor ireductibil al lui x0:Rezult¼a �a = m � n

p
�2 divizor ireductibi

al x0: Dac¼a aj(y0 +
p
�2) avem �aj(y0 �

p
�2)şi deci a3j(y0 +

p
�2)3; �a3j(y0 �

p
�2)3(c¼aci a nu

poate divide ambii factori y0 �
p
�2). Putem deci presupune y0 +

p
�2 = (m + n

p
�2)3 (cub

perfect).
Deci y0 = m3 � 6mn2; 1 = 3m2n� 2n3 = n(3m2 � 2n): De aici, n = 1;m = �1 şi (x0 = 3;

y0 = �5):
7. Nu. g = 1=f ar � analitic¼a pe C n f0g şi jg(z)j �

p
jzj: g ar avea singularitate eliminabil¼a

în z = 0; deci g ar � întreag¼a. Din inegalit¼a̧tile lui Cauchy ar rezulta c¼a pentru jzj < R;

jg0(z)j �
p
R

R
: S-ar ob̧tine c¼a g0 = 0 (pentru R ! 1) şi deci g constant¼a, f constant¼a,

contradiçtie.
8. Fie prin reducere la absurd 9x0 2 X n f(X): f(X) �ind închis¼a, d(x0; f(X)) = " > 0: Şirul
itera̧tiilor xn = f(xn�1), n � 1; veri�c¼a d(xn; xm) = d(xn�m; x0) � " pentru n > m:
Deci şirul (xn) nu are subşiruri fundamentale (deci convergente), contradiçtie.
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