Concursul ., Trajan Lalescu”
Universitatea ,,Babeg—Boiyal”, Cluj-Napoca, 6 mai 2008

Rezolvati la alegere 5 din cele 8 probleme propuse, fiecare pe o foaie separata.
Timp de lucru: 3 ore.

Se considerd in R? o mulfime P formatd din 2008 puncte distincte. Aritati ci existd un
disc deschis D C R? astfel incat P N D si contind exact 1004 puncte.

2n n/
Fie sirul a,, = [[ (n* 4+ k?). Calculati lim jn.

k=1 n—oo MN,

Fie a > 0 un numar real fixat si

S ={(xn)nen : ¥, >0Vn € Ngi an:a}

n=1

00
I2

o1 Ty (Ty)nen € S} este un interval si precizati

Ardtati c& multimea de numere reale I = {>
care sunt capetele acestuia.

Fie f un polinom cu coeficienti reali cu proprietatea ca f(z) > 0, Vo € [0,00). Notam

F= Z f™ unde f™ reprezinta derivata de ordin n.
n=0

Aritati cd F(x) > 0, Vo € [0, 00).
Pentru n € N, fie A, B € M,,(C) astfel incat matricea A 4+ B este inversabild. Aratati ca
A(A+B)'B=B(A+B)'A

(6] a) Aritati ci inelul Z[v/—2] este euclidian.
b) Folosind (eventual) punctul a) gasiti toate solutiile intregi ale ecuatiei

yr+2=ad.

1
Exista functii analitice f : C\ {0} — C astfel incat |f(z)| > N
z
Fie (X, d) un spatiu metric compact si f : X — X o izometrie (adica d(f(z), f(y)) = d(z,y),
Vo,y € X). Ardtati cad f(X) = X.
(Se poate eventual presupune cd X este multime compacta din R™ iar d este metrica euclid-
iang d(z,y) = |z —yl|.)

,Vze C\ {0} 7




Solutii

Consideram un punct a € R? astfel incat pentru p, ¢ € P distincte s& avem d(a, p) # d(a, q).
Un astfel de punct existd (a € R*\ M unde M este reuniunea mediatoarelor tuturor perechilor
de puncte din P). Rezultd ca {d(a,p) : p € P} contine 2008 elemente 7 < 79 < ... < Tagps.
Luam D discul de centru a si razd r = (71004 + 71005)/2-

va, 2n 1/n
2o =5 = (fla+5)

k=1

b, = L33 In(1 4+ 5) = 2330 In(1 + 455). Rezultit limy, oo Inb, = 2 [/ In(1 +

42%)dx = 2In5 + 2arctan 2 — 4. Deci lim n—“jn = e?InSt2arctan2—4,

n—oo 1
Réspuns: I = (0, a?).

Fie y, = x,/a. Rezultd >y, =1 = 0< > 12 <>y, =1 deci D> 92 € (0,1) =
S~ 22 € (0,a?) adicd I C (0,a?).

Fie acum ¢ € (0,1). Existd y, > 0 a.i. >y, = 1, y2 = t; este suficient si ludm o progresie
geometricd y, = p- ¢" . Revine la p/(1 —q) = 1, p*/(1 — ¢*) = t. Ecuatia (1 — ¢)?/¢* =t are
solutie dacd t € (0,1).

Presupunem f neconstant (altfel este evident). F' are un minim in xy (caci F/(co) = 00) .
Daca z # 0 atunci F'(zg) = 0. Dar F'(x) = F(x) — f(z), deci F(z) = f(x9) >0 = F >0
pe [0, 00).

Daca xp = 0 atunci F'(0) > 0 (céci 0 e punct de minim) si F'(0) = F’'(0)+ f(0) > f(0) > 0.

Se considr intai cazul cand A, B sunt inversabile. Avem: A(A+B)'B = (B"Y(A+ B)A™}) ™" =
(B~ 4+ A1) i similar B(A+ B) A= (B 4+ A"

In cazul general, exist 6 > 0 astfel incit A+ I si B— A\ sunt inversabile pentru 0 < A < 4.
Se aplica cele de mai sus pentru A + A si B — Al si se face A — 0.

a) Ca functie 6 : Z[v/—2]* — Ny care apare in definitia inelelui euclidian se poate lua
S(m +ny/—=2) = m? + 2n2.

b) U(Z[v/-2]) = {—1,1}. Fie (xg,yo) € Z* solutie. Rezulta (yo + v—2)(yo + vV—-2) = 3.
Fie a = m + ny/—2 un divizor ireductibil al lui zo.Rezultd @ = m — ny/—2 divizor ireductibi
al g. Daca al|(yo + v/—2) avem al|(yo — v/—2)si deci a®|(yo + v —2)3, @®|(yo — v —2)3(cici a nu
poate divide ambii factori yo 4+ v/—2). Putem deci presupune 3o + v/—2 = (m + nv/—2)3 (cub
perfect).

Deci yo = m® — 6mn?, 1 = 3m?n — 2n3 = n(3m? — 2n). De aici, n = 1,m = &1 i (zo = 3,
Yo = £5).

Nu. g = 1/f ar fi analitici pe C \ {0} si |g(2)| < v/]z]. g ar avea singularitate eliminabili
in z = 0, deci g ar fi intreagd. Din inegalitétile lui Cauchy ar rezulta cd pentru |z| < R,

R
g (2)] < = S-ar obtine cd ¢’ = 0 (pentru R — o0) si deci g constantd, f constanta,
contradictie.
Fie prin reducere la absurd 3z¢ € X \ f(X). f(X) fiind inchisa, d(zo, f(X)) =€ > 0. Sirul
iteratiilor x, = f(x,_1), n > 1, verifica d(x,, x,,) = d(xy_m, To) > € pentru n > m.
Deci sirul (x,) nu are subsiruri fundamentale (deci convergente), contradictie.



