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IV. FEJEZET
KOMPLEX SZAMOK ES ALKALMAZASAIK

IV.1. A komplex szamok értelmezése

A kilencedik osztadlyban tanultatok, hogy a sik pontjait kdénnyen
jellemezhetjiik valos szamparok segitségével'. Lattatok, hogy a szamparokkal
kiilonboz6 miiveleteket is végezhetiink. Elevenitsiik fel ezeket a miiveleteket!

1.1. Ertelmezés. Az (a,b) és (a',b') valés szamparok Osszegén az

(a+a', b+b') szampart értjiik, tehat

(a,b)+(a',b")=(a+a',b+b'), ¥(a, b), (@', b")eRxR.

Szamparok esetén mar tudjuk, hogy ez a miivelet a vektorok Osszeadasaval
hozhat6 kapcsolatba. Szerkessziik meg az (a, b)+ (a’, b') pontot a sikban, ha a,a’,b
és b’ pozitiv.

IV.1. abra
b
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Az N(a', b') pont az OX és OY tengelyre esé vetiileteit, jeloljik N | -gyel és
N,-vel. Az a+a' abszcisszdt ugy kapjuk, hogy az ON, szakasz
meghosszabbitasaban felmérjiik az OM, hosszusagl szakaszt. Hasonléan az OY
tengelyen ON, meghosszabbitasaban felvessziik az OM, hosszlsagl szakaszt.
Jeloljik QO-val, illetve R-rel az NN, és PPy, illetve az NN, és PP, metszéspontjat. A
szerkesztés alapjan NR=OM, és PR = MM, tehat NRP, = OM M ,. Ebbél
kovetkezik, hogy OM = NP . Hasonloan igazolhat6, hogy ON = NP, tehat az

! Erre a jellemzésre az anekdotak szerint Descartes akkor jott r4, amikor lustasiga és gyenge
egészségi allapotanak kovetkeztében déleldttonként szobaja mennyezetén a pokok mozgasat
figyelte.
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OMPN  paralelogramma. Igy az M(a, b) és N(a', b') szampéar Gsszegének
megfeleld P pont esetén PNOM paralelogramma. Belathato, hogy ez akkor is
érvényes, ha az a,a’,b és b’ nem mind pozitiv szamok.
1.2. Ertelmezés. Az (a, b)e RxR szamparnak és a L€ R valés szamnak a
szorzatan a (Aa, Ab) valos szampart értjiik. Tehat
A-(a, b)=(ha, Ab), YL € R,V (a,b)e RxR.

1.3. Példak. 1. (-1, )+ (1, 0)=(0, I);

2. (V2, —2)+ (242, ¥2) = (342, 0);

3. L,LNH+(-2,-1)=(-1, 6);

4. 2-(,3)=(2, 6);

5. v2(1, - 1) = (2, —+/2).

Geometriai ismereteink alapjan az

N(ra, Ab), M(a, b) és 0O(0, 0) pontok yt V2. dbra
, ON . . \b N(owa,f3b)
egy egyenesen vannak, €s oM |X| (lasd i
alV.2. abrat). ) i
Az elébbiek alapjan ismerjiik két 1M(a,b) |
szampar Osszegét €s egy szamparnak egy i i
valos szammal val6 szorzatat. A | | _
tovabbiakban bevezetjik a kovetkez6 O a Aa X

miiveletet:
1.4. Ertelmezés. Az (a, b) és (c, d) valds szampar szorzatan az (ac — bd, ad + bc)
szampart értjik. Ezt az (a, b)- (c, d) = (ac —bd, ad + bc), Y(a, b), (c,d)e RxR
egyenldoséggel jeloljiik. (Ennek a miiveletnek a geometriai jelentését késobb adjuk
meg.)
1.5. Példak

1. (1,0)2,3)=(01-2-0-3,1-3+0-2)=(2, 3);

2. (0,1)-(1,2)=(0-1-1-2,0-2+1-1)=(=2, 1);

3. (0,1)-(0,1)=(0-0—-1-1, 0-1+1-0)= (=1, 0);

4. (1,2)-(-3,-2)=(1-(-3)=2-(-2), 1-(-2)+2-(-3))=(1, -9).
1.6. Megjegyzés. Az értelmezésben szerepld képletek nem véletlenszerien

‘f: R\{—%} - R} halmaz

ax—>b

jelennek meg’. Vizsgiljuk meg a H ={ f(x)=
bx+a

elemeinek Osszetevését:

% A szorzasra vonatkoz6 »képletek” természetes modon levezethetdek, de ez igen terjedelmes
elkészitést igényelne. Ugy gondoljuk, hogy ennek hianya nem befolyasolja a komplex szam
fogalmanak megértését, ezért csak az idézett analogiaval utalunk arra, hogy az ilyen
kifejezések természetszeriien dsszefliggnek a szorzassal.
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Ha f(x)= ax—b, VxeR\{—é} és g(x) = cx—d , VxeR\{—i},akkor
bx+a a dx+c d
g cx—d b
' B ac—bd)x —(ad + bc
(fog)(x): dx+c :( ) ( )

b ex—d +q (ad+bo)x+(ac—bd) '

dx+c
Tehat az (a, b) és (c, d ) szamparoknak megfelelo fliggvények Osszetétele
(fliggvényszorzata) az (ac —bd, ad + bc) szamparnak megfeleld fliggvény.

A tovabbiakban az Rx R elemeit, amelyekkel a bevezetett miiveleteket
veégezziik, komplex szdmoknak nevezziik. Célunk, hogy egyszerisitsiik az irasmodot,
¢s, hogy vizsgaljuk a komplex szamokkal végzett miveletek tulajdonsagait. A
fogalmak rogzitése érdekében a kdvetkezo értelmezést adjuk:

1.7. Ertelmezés
a) Az (a,b)e RxR szamparokat komplex szamoknak nevezzikk, ha az
Osszeadast ¢és szorzast az 1.1. és 1.4. értelmezésekben megadott moédon
végezziik, és a két szampar egyenléségét a megszokott modon értelmezziik,
vagyis: (a,b) =(c,d)<=>a=cés b =d.
b) A komplex szamok halmazat C-vel jeloljiik.

yA yA

N(oz)
M(z

0 X 10) >

IV.3. abra IV.4. dbra X

Az eddigiek alapjan a komplex szamok és egy sik pontjainak halmaza
kolesonosen egyértelmii megfeleltetésbe hozhatd. Ez a megfeleltetés nagyon hasznos
lesz a geometriai feladatok megoldasaban. A kifejezésmod egyszeriisitésének céljabol
a tovabbiakban azt mondjuk, hogy az M (a, b) sikbeli pont affixuma a Z:(a, b)

komplex szam és a Z:(a, b) komplex szam geometriai képe az M (a, b) pont. A
miiveletek geometriai jelentését a IV.3. és IV .4. abrdkon ismét feltiintettiik.

IV.2. A komplex szamokkal végzett miiveletek tulajdonsagai

Azt vizsgaljuk, hogy az értelmezett miiveletek segitségével a komplex
szamokkal tudunk-e a valds szamokhoz hasonléan dolgozni: felcserélhetjiik-e a
tagokat (tényezOket) Osszeadaskor (szorzaskor), csoportosithatjuk-e a tagokat mi a
miveletek sorrendje, valamilyen sajatos esetben visszakapjuk-e a valds szamokkal
végzett miiveleteket stb. Ezekre kérdésekre a kovetkezd tételekben valaszt kapunk:
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2.1. Tétel. V (a,, b,), (ay, b, ), (a5, b;)e C esetén
a) (al,b1)+(a2,b2)=(a2,b2)+(a1,bl);
b) [(a, b,)+(ay, by)]+ (a5, by)= (ar, b))+ [(ay, by) +(as, b3)];
c) [l b)+(ay, by)]=May, b))+ May, b,).
Blzonyltas
al, (a ) (a1+a2,b +b )—(a2+a1,b +b) (az,b2)+(a1,b1).
b) [(a19 )+( )]+(a3,b) (a1+a2,b+b) (a5, by)=
(a +a,+a;, b +b, +b) ( +(a2+a3) +( ))
=(a,, b ) (a2+a3,b +by)=(a,, b )+ [(az, )+(a3, )],
c) r-[lay, b)+(as, by)]= 1+ (a) + a5, by +b,)=(1-(a, +b,), h-(ay +b,))=
=(A-a, +L-ay, A-b, +A-by) =(ha,, b))+ (Aa,, Ab,)= Ma,, b))+ Ma,, b,).

2.2. Tétel. V(a,, b,), (a,, b,), (a5, by)e C esetén
a) (ala bl)'(az’ bz) =(a2, bz)'(al’ bl);
b) (al’ bl)‘[(azv bz)'(asa b3)]= [(an bl)'(az’ bz)](aw b3);
c) (1,0)(a, b)=(a, b)-(1, 0)=(a, b),V(a, b)e C;
d) (al’ ) [(aza b, )+ (as, b3)]=(a1, bl)'(az’ b2)+(al’ by)-(as, b3)-
Bizonyitas. Az 1.4. értelmezés alapjan kiszamitjuk az egyenldségek mindkét
oldalan megjelend kifejezéseket:
a) (alsbl)'(azsbz)z (alaz —bby,aib, + a2bl) = (az’bZ)'(al’bl)’ tehat
(alabl)'(azabz) =(a2,b2)-(al,bl),V(al,bl),(az,bz)eC.
b) Itt is kiszamitjuk kiilon-kiilon mindkét oldalt:
(@, &)-(ay, b,)]- (a5, by) = (@@, —byb,, a\b, +ayby)-(as, by)=
((alaz = bb, Jay — (b, + bia, Jbs, (aya, = bib, )by — (b, +bia, )a
=(a,a,ay —b,b,a; —a,b,by — a,b,b;, aa b, — bbb, + a,b,a; +a,azb,).
(a, by)- [(a2 b,)-(as, by)]=(a;, b,)- (a2a3 bybs, ayb; +bya, ) =
( (a2a3 ) b (azb +a;b, ) al(a b; +asb, )+b (a2a3 —b2b3))=
=(a1a2a3 alb by — ba,b; — bb,a,, a,a,b, + aja;b,+ba,a; — b1b2b3). )
Az (1) és (2) Osszefiiggések utols6 szamparja ugyanaz, tehat a tétel b) pontjanak
allitasa igaz.
c) (1,0)-(a, b)=(a, b)-(1, 0) az a) pont alapjan. Tehat csak az utolso egyenléséget

)

kell bizonyitanunk. Az 1.4. értelmezés alapjan:
(a,b)-(1,0)=(a-1-b-0,a-0+b-1)=(a, b).

a, bl)‘[(az’ b2)+(a3, b3)]=(al’ bl)'(az +as, b, +b3)=

(al ‘(az +a3)+b1 '(bz +b3)’ a ‘(bz +b3)+b1(a2 +a3))=

=(a1a2 +a,ay —bb, —bbs, ab, +aby +ba, +b1a3).

d)

—_
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(a17 bl)'(aZ’ b,)+(ay, bl)'(asa b3)=
=(aya, =byby, a\b, +bya, )+ (ajay —bby, a\by +bay )=
=(a1a2 -bb, +a,a, —bbs, ab, +b,a, +a,b, +b1a3).
Mivel az elébbi két egyenlOségsor utolsod tagjai egyenldk, az eredeti kifejezések is
egyenlOk, tehat

(a1’ bl)'[(a25 b2)+(a3, b3)]:(a15 bl)'(aZ’ b2)+(a1, bl)'(a3, b3)-
IV.2.3. Gyakorlatok

1. Végezd el a kovetkezo miiveleteket!

a) (1.2)-[(0.-1)+(.2)]=

b) (1,2)-(21)=

c) (1,2)-(1,-2)=

d) (1,2)+(=3,1)+(2, -3)=

e) (1,1)-(2,2)+(1,1)-(-2,-2)=

f) (a.0)(a.-b)=

g) 2-[(a b)-(a b)+(c,d)(c,d)]-[a+c,b+d)-(a+c, b+d)+

+(a—c,b—d)-(a—c, b—d)]=
2. Bizonyitsd be, hogy ha (a, b)# (0, 0), akkor létezik olyan (c, d)e C, amelyre

(a, )-(c, d)=(c, d)-(a, b)=(1, 0).

3. Hatarozd meg az (a, b)e C komplex szamot, amelyre
a) (a,b)+(3, -5)=(12);
b) (a, b)-(1,2)=(1, -3).
4. Bizonyitsd be, hogy (0,1)* +(1, 0)=(0, 0). Van-e mas megolddsa C-ben az
x> +1=0egyenletnek?

5. Ha (a, b)e { (1, 1), (— 1 QJ {ﬁ - QJ } . Szamitsd ki az

2 2

(a,b) =(a,b)-(a,b)-...-(a,b) -t!

n—szer

IV.3. Komplex szamok algebrai alakja

Az eddigiek alapjan barmely z komplex szam felithato z=a-(1, 0)+5-(0,1)
alakban. A (0, 1) szampart a tovabbiakban i-vel jeloljiik, és imaginarius egységnek
nevezziik. A miveletek alapjan belathatd, hogy az (a, O) alaku szamparokkal ugy
végziink miiveleteket, mint a valés szamokkal, azaz (a,0)+(,0)=(a+5,0) és
(a,0)-(p,0)=(a-b,0), raadasul ezeknek a szamparoknak a geometriai képe a valos
szamtengelyen van, tehat ezeket a szamparokat valos szamoknak is tekinthetjiik.
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Pontosabban az (a, 0) szampart (mint komplex szamot) azonositjuk az a valos
szammal. Eszerint Vze C komplex szamot felirhatunk z=a + bi alakban, ahol
a,b e R . Ezt az alakot a z komplex szam algebrai alakjanak nevezziik.
3.1. Ertelmezés. A zeC komplex szam algebrai alakja z=a+bi, ahol
a,be R . a-t a z valés részének és b-t a z imaginarius részének nevezziik. Ezt a Re
z=a és Im z = b egyenldségekkel fejezziik ki.

A 1V.2. paragrafus 4. gyakorlata szerint i* = (0, 1)-(0, 1)=(~1, 0), tehat jelolése-
ink alapjan i 2=_1.Ezt hasznaljuk a komplex szamokkal végzett miiveletek soran, tehat:

(al + bli)- (a2 + bzi) =aa, +a;byi + bjayi + b1b2i2 =aa, —bb, + (a1b2 + blaz)' i
(o +byi) +(a + byi) = (ay +ay)+ (b +by) i

Az eldbbiek alapjan szorzaskor minden tagot minden mdas taggal szorzunk, mig
Osszeadaskor a valds részt a valds résszel, az imaginarius részt az imaginarius résszel

adjuk ossze. A V.2, paragrafus 2. gyakorlata alapjan (a +ib{ 3 ¢ 5—i— b 5 ) =1,
a +b a“+b

a—ib . .
tehat az 2—b2 komplex szam az 1 és a+ib komplex szdmok hanyadosanak
a +

“L =z . — Osszefiiggés segitségével értelmezhetjiik két tetszéleges
2 2

tekinthetd. Igy a

(z, #0) komplex szam hanyadosat is.

IV.3.2. Gyakorlatok
1. Végezd el az alabbi miveleteket!

a) (1+i) = b) (1+2i)1-3i)=
c) (2+3i)+(2+3i)1-3i)= d) i+i+i+i'=
1+ 2430
® 15T L
1 k=4v, VEN,

i, k=4v+1, veN,
~1, k=4v+2, veN,
—i, k=4v+3, veN.

2. Bizonyitsd be, hogy i* =

A\ A\ 7
3. Bizonyitsd be, hogy Gij +G;lj € R, barmely ne N* esetén!
—1i +1i
N N4
4. Bizonyitsd be, hogy i + 20+ 5i =-14.
9—1i 7+6i

5. Bizonyitsd be, hogy a z =1+ 3i komplex szam megoldésa a z° —z> +8z+10=0
egyenletnek!



Fejezet tartalm* Tartalomjegyzélk

Komplex szamok és alkalmazasaik 141

IV.4. Komplex szam konjugaltja. Tulajdonsagok

A z=a+bi komplex szamnak megfeleld6 M pont Ox tengely szerinti
szimmetrikusanak, N-nek, az affixumat a z konjugaltjdnak fogjuk nevezni, és Z -sal
jeloljik. A IV.5. abran lathato, hogy ha z=a+bi, akkor z =a—bi. Ezt az alabbi
értelmezésbe foglaltuk:

4.1. Ertelmezés. A z=a+bi komplex szam konjugaltjat z -sal jeldljiik, és
z=a-bi.

Ay )
bl= ===~ M(2) IV.5. abra
|
1a o
0\: x
|
N NG)

4.2. Példak. 1+i=1-i, 2+3i=2-3i, (1+i\2-3i)=5-i=5+i.

4.3. Gyakorlat. Szamitsd ki az alabbi kifejezések értékét, majd hasonlitsd Ossze a
bal oldali oszlop eredményeit a jobb oldali oszlop eredményeivel!

(1+2i)+(-3-i)= (1+2i)+(-3-i)=
1+1)-(2-3i)= 1+i)(2-3i)=
(1+i) = i+if

(2+3i)_ 2+43i

~~

—_—
:]

1—i 1-i
Mit észlelsz?
Az elobbi gyakorlatban észlelt egyenldségek nem véletlenszertiek. A konjugalt
képzés minden miivelettel felcserélhetd. Ezt fejezi ki az alabbi tétel:
4.4. Tétel. Ha z,z, € C, akkor igazak a kovetkez6 egyenldségek:

b) z:z;=2-2;

c) (i}i;
) 2
d) z{’z(z_ly
Bizonyitas. Hasznaljuk a z; =a +ibés z, =c+id jelolést!
a) z+z,=(a+ib)+(c+id)=(a+c)+ilb+d)=(a—ib)+(c—id)=7 +Z,.
b) z -z, =(ac—bd)+ilad + bc)= (ac —bd)—-i(ad + bc)= alc —id)-ib(c —id) =
=(a—ib)(c—id)=z_1-z.
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) (z_l}(aﬂb):(aﬂb)(czc o, d j:m‘

c+id +d*  +d?
c . d . c . d (a—ib)c+id)
(c2+d2_lcz+d2):(a_lb)‘[cz+d2_lcz+d2): c?+d? B
B (a—ib)(c+id)_ a-ib z
- (c—id)(c+id)_ c—id _Z'
A d) pont a b)-bdl kovetkezik (a bizonyitds sordn a matematikai indukcié6 modszerét
hasznaljuk).

Az=a+bi és z =a—biegyenldségekbil kifejezhetjiik az a-t és a b-t, igy az

zZ+z

a= és b="_ egyenldségekhez jutunk. Ezek alapjan a kovetkezd két

tulajdonsagot jelenthetjiik ki:
4.5. Tétel
a) A z € C komplex szam akkor és csak akkor valos, ha z = z (Imz =0 z= 2)
b) A zeC komplex szam valds része akkor és csak akkor nulla, ha z=—z
(Rez=0c>z=—§).

4.6. Megoldott feladatok
1. Bizonyitsuk be, hogy ha z,,z, € C és z, # 0, akkor

Megoldas. Kiszamitjuk a w=(ij +(Z=1] komplex szam konjugaltjat. A 4.4.
z, Z,

tétel alapjan
) Z, Zy Z Z, (Z) Z,

_— n
4
+ [—1J =w, tehat a 4.5. tétel értelmében we R .
Z

2. Bizonyitsuk be, hogy ha a z,z, € C komplex szdmok esetén z;-z; =z, -z, =1 és
z,z, #—1, akkor
zZyt+z
172 2R,
1+zz,
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P - . zZ,+z , e L.
Bizonyitas. Kiszamitjuk a w = ———2- komplex szam konjugaltjat:

I1+zz,
1 1
PR — o -+
L z, +z, :ZI+22: zZ,tz, _atzn _ z z; _4t5 —
l+zz,) l+zz, l+z-z, l+zz, L 1 142z
Zr %

A 4.5. tétel alapjan we R .

IV.5. Komplex szam modulusa

A valds szamok halmazaban a |x| az x abszcisszaju pontnak az origdtol vett

tavolsagat jelenti. Ezt az értelmezést kiterjesztjiik a komplex szadmokra is.
5.1. Ertelmezés. A z =a+bi komplex szam modulusa az (a,b) pont O-t6l

szémitott tavolsaga, tehat 2| =va’ +b° (lasd a IV.6. 4brat).

M(z)

Ql-—————— ——

IV.6. abra

Az dbra jeldlései szerint OM?* = OM? + M\M? = a* + b*, tehat

|2 =OM =a® +b7 .

Akarcsak a konjugalt képzéskor, itt is érdemes megvizsgalni, hogy milyen
viszonyban van a modulusszamitas a tobbi miivelettel.

Val6s szamok esetén ismerjiik a

X

=||—|, Vy#0és |x+y|£|x|+
y
tulajdonsagokat. Vajon kiterjeszthetok-e ezek a komplex szamokra is? Kevés
szamolas utan rajohetiink, hogy ezek a tulajdonsagok valoéban igazak komplex szamok
esetén is. A kovetkezo tétel a modulus tulajdonsagait foglalja 6ssze.

|x|~|y|=|xy, Vx,yeR; y, Vx,yeR
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5.2. Tétel. Ha z,,z,,z, € C, akkor érvényesek az alabbi osszefliggések:

a) |zl|-|zz| :|zlzz|, Vz,z,€C;
ETC| .
|22|, Vz, #0;

c) |z1 + zz| < |zl| + |z2

b)

Zy

Vz,z, € C és egyenldség akkor és csak akkor 4ll fenn,

>

haaz O,M (zl) és N (zz) pontok az O kezdépontl félegyenesen vannak;
d) |Z|2 =z.z, VzeC.
Bizonyitas
a) A z,=a,+bi ¢é z,=a,+b,i jelolést hasznaljuk. z,.-z, =aa, -bb, +

#lahy +byay)i, tehdt |z, -z|= (@@, ~byb, ) +(ah, +bya, . Masrészt
|2, |z = a2 + b7 - a2 +b2 . De (a? +5 Ja2 +b2)=ala +b2b2 +alb? +

2
+a22bl2 = alzaz2 —2a,a,b,b, +b12b22 +alzbz2 +2a,b,a,b, +a§b12 = (ala2 —blbz) +

+(a1b2 +a,b, )2 , tehat |zl|-|22| =|zlzz, Vz,z,€C.

b) ﬁ2—(a+ib “© ;b 2—(612 pr| Gatbe |_aithi
ol | ety e ) (@24 p2f ) @i+
|1|2 AN
= 2,tehét—lz—], Vz,#0.
zz| 23 |Zz|

c) |Z1 +22|2 = (a1 +612)2 +(bl +b2)2 =a +a; +2a,a, + b} +b; +ibb,

(Izl|+|zz|)2 =|arf* +|z,|" + 2z|z5| = @ + a2 + B2 + b2 +2\/(a12 +b \a3 +b22)
De (ala2 +b,b, )2 < (alz +b] \a3 +b22) (mert’ ekvivalens az 0< (a1b2 —a,b, )2
egyenldtlenséggel), tehat 2a,a, +2b,b, < 2\/ (alz +b] Xazz +b; ) Ebbdl kovetkezik,

hogy |z1 + zz| < |Z1| + |zz|, Vz,z, € C. Az egyenl8ség akkor és csak akkor all fenn,

. b b .
ha a,b, = a,b, , vagyis — = —= . Ez épp a kivant feltételt adja.
a a4

d) Az’ =a®+b* é z-z=(a+bi)a—bi)=a® —b** —abi+bai = a* +b*

egyenldségbol kovetkezik, hogy |z|2 =zz.

* A Cauchy-Bunjakovki—-Schwarz-egyenlétlenség sajatos esete.
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5.3. Megjegyzések

1. A geometriai értelmezés alapjan a c) pont 4
sokkal egyszerlibben €s szemléletesebben is
bizonyithaté. Abrazoljuk a Z,, Z, € z,+2z, Nz)
komplex szamoknak megfelel6 pontokat a
sikban (lasd a IV.7. abrat). Az esetleg elfajult
OMPN paralelogrammaban OM + MP > OP , F
tehdt |z,|+|z,|>|z, +z,|. Egyenléség csak |/ M)
akkorall fenn, ha az O, M és N egy egyenesen o
van ¢és O nincs az M €s az N pontok kozt.

2. Két, sikbeli pont tavolsaga kifejezhetd a

‘P( z%z,)

\

1V.7. abra

A

y pontok affixumai segitségével. Hizzunk az
MN-hez parhuzamost az O-n at, és
N (Zz) szerkessziik meg az MNOQ

\M{q) paralelogrammat (lasd a IV.8. abrat). Ha z-

vel jeloljik a O pont affixumat, akkor
\ z,=z+z,, tehat z=2z —z,. De

\ _ MN = 00, tehat MN =|z| =|z, - z,].
0 X 5.4. Kovetkezmények
(2) 1. A ze C komplex szam modulusa akkor

. -1
IV.8. abra és csak akkor 1, ha z = —.
z

2. Ha z,,z,,..., z, € C, akkor |Zl +z, +...+zk|S|zl|+|22|+...+|zk|.

A bizonyitasok azonnaliak, ezért nem végezziik el.

IV.5.5. Megoldott feladatok és gyakorlatok

1. Bizonyitsuk be, hogy |z, + 2, +|z, — 2. =2( |2 +|2.[)-

Bizonyitas. Az 5.2. tétel d) pontja alapjan |Zl + 22|2 + |zl - 22|2 =(z, +z, )(z_1 + Z)-‘r
+(Zl _Zz)(z_l_Z)z ZlZ_l+ZIZ+ZZZ+ZZZ+ZIZ_1_ZIZ_ZZZ+ZZZ:
=222, + 22,7, = [ + 2 =2( 2 + ][,

Geometriai értelmezés

Abrazoljuk a sikban az M (Zl) és N (22) és P(Z1 + Zz) pontot! Az OMPN
paralelogrammaban ~ OM* = NP* = |Zl|2 és MP?>=0ON’ = |Z2
2z, +2]z,|" =OM? + MP* + PN? + NO*.  Mistészt, |z, +2,|" = OP?¢s

2
, tehat

|z, —2,|" = MN? tehét |z, +2,| +|z, —2,|" =OM? + MN*.
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yﬂ

IV.9. dbra

0
A feladatbeli egyenléség ekvivalens a kdvetkezd geometriai tulajdonsaggal:

Valamely paralelogramma atloinak négyzetdsszege egyenld az oldalhosszak
négyzetdsszegével.

Ez a tulajdonsag azonnal igazolhaté geometriai eszkozokkel is (ha az OMN , -

ben kiszamoljuk az OG oldalfelez6 hosszat, vagy az altalanosabb Euler-
Osszefiiggésbol stb.), tehat geometriai bizonyitas is adhato a kitlizott feladatra. Nagyon
sok esetben a két megkozelités (az algebrai és a geometriai) koziill az egyik sokkal
egyszeribb (és szemléletesebb), mint a masik. A természetesebb, rovidebb megoldas
megtalalasdhoz, mindkét megkozelités ismerete sziikséges.

2. Bizonyitsuk be, hogy ha ‘22 + 1‘ <1és |Z + l| <1, akkor |Z| <I.

Bizonyitas. 2z = (z + 1)2 - (22 + 1), tehat
el =|(z+1f =7 + 1] <o+ 1 +]22 +1 <141,
Ebbdl kovetkezik, hogy |2/ <1.

3. Ha g, b és ¢ paronként kiilonb6z6 valos szamok, szamitsd ki az
a’ +ibc b* +iac c? +iab

(a=bYa=c) (b—afb—c) (c=aYc—b)

komplex szam modulusat!

u=

Megoldas. Erdemes elébb egyszertisiteni a kifejezést:
a’ b* c?
‘e (a—b)(a—c)+ (b—c)(b—a)+ (c—a)c—b) '
s bc N ac N ab _
(a-b)a—c) (b-a)b-c) (c—a)c-b) -

_ az(c—b)+b2(a—c)+c2(b—a)+l,bc(c—b)+ac(a—c)+ab(b—a)

(a—b)b-c)c—a) (a—b)b-c)c—a)
tehit [u| = /2 .

=1+1i,
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IV.6. Polaris koordinatak a sikban. Komplex szamok
trigonometriai alakja

6.1. Feladat. Abrazoljuk a sikban az 1+i komplex szamnak megfelelé M pontot!
Szamitsd ki az OM tavolsagot és az MOX szog mértékét! Létezik-e olyan N (Z)pont a

sikban, amelyre OM = OM és m(MOX—) = m(NOX—)?

yﬂ yﬂ
M(1+i
Ppemm M | M
EMI > 45‘\
© ! } o\ 150 1 X
IV.10. 4bra 45 x
IV.11. dbra
N

Megoldas. Az MOM,; derékszogli haromszog mindkét befogdja egységnyi
hossziisagu, tehat a haromszog egyenld szart és derékszogi. fgy az MOM,— mértéke
45° ¢ OM =12 . Az m(MOX—) = m(NOX—) egyenldség alapjan az (OM s (ON
félegyenesek 45°-0s szoget kell, hogy bezarjanak az OX tengellyel. A szog
szerkesztésének axiomaja alapjan az OX altal meghatarozott két félsik mindegyikében

van ilyen félegyenes (lasd a IV.10 és IV.11. abrakat). Ha felmérjiik ezen az ON
szakaszt, akkor megkapjuk az N pontot. Ez az M-nek az OX szerinti szimmetrikusa.

Az elébbi feladatban lattuk, hogy az origéotol valo tavolsag és az MOX—
mértéke az M pont helyzetét nem hatarozza meg egyértelmiien. Lattuk azonban a
trigonometria felépitésekor, hogy ez a hatrany kikiiszobolheto, ha iranyitott szogekkel

dolgozunk. Ezért a M,0,M,— és N,0O,N,— szdgek kongruencidjan azt értjiik, hogy
m(M,0,M,—) = m(N,0,N,—) és az O, M, illetve az O, N, szakaszokat O, , illetve
O, koriil azonos iranyba kell elforgatnunuk, ha az O, M, -re, illetve az O, N, -re a

legkisebb forgatassal akarjuk rahelyezni (a szog mértékének a forgataskor surolt szog
meértékét tekintjiik).
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A kovetkezd dbrak néhany ilyen esetet abrdzolnak. Az els6 szogpar esetében
az O,M, -et trigonometrikus iranyba kell forgatnunk ahhoz, hogy az O,M,-re

keriiljon (a legkisebb forgatassal), mig O, N, -et inverz trigonometriai iranyban kell

forgatnunk ahhoz, hogy az O, N, -re keriiljon. fgy m(M,0,M>—) # m(N,0,N,—).

O IV. 12. 4bra
M
- IV. 13. 4bra

A masodik szogpar esetén lathato, hogy az O, M | -et és az O, N, -et is inverz trigonometriai
iranyba kell elforgatnunk ahhoz, hogy az O, M , -re, illetve az O, N, -re keriiljon.
N

M, ! N,

IV. 14. abra 0, IV. 15. abra

fgy, ha m(M,0,M>—) = m(N,0,N,—), akkor a két sz6g kongruens.

A 6.1. feladatban az MOX— és az MOX— ellentétes iranyitasuak, tehat az OM
szakasz hossza és az XOM (vagy MOJX ) iranyitott szog mértéke egyértelmiien
jellemzi az M pont helyzetét.

A tovabbiakban, ha egy M pont esetén ismerjikk az » = OM hosszlsagot és
az XOM trigonometrikus iranyba mért iranyitott sz6g mértékét, akkor azt mondjuk,
hogy M helyzetét a polaris koordinatak (az r és a @) segitségével jellemeztiik.
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Ha r-rel jelljik az OM szakasz hosszat és @-vel az XOM— iranyitott szog

mértékeét, akkor az OMM | derékszogli haromszogben:
a=rcosQ és b=rsing.

yA (ellendrizhetd, hogy nemcsak az els6
M(a,b) negyedbeli M pont esetén érvényesek ezek
___________________ ! az Osszefliggések, hanem tetszéleges M
! esetén). Tehat az (r,(p) polaris koordi-
s | nataknak az (rcose,rsing) Descartes-
i koordinatak felelnek meg. Ha ismerjik egy
¢ M 1 _ pontnak a Descartes-koordinatait, kdnnyen
0 Y kiszamithatjuk a polaris koordinatait a 6.1.
IV. 16. abra feladat megoldasahoz hasonloan.
yA
M(a,b) A Az OMM, derékszdgli haromszogben
SO r=OM =JOM2 + M{M? = a® +b* és
i b .
: . tgp = ;. Innen a ¢-t csak akkor tudjuk
i kifejezni, ha tudjuk, hogy az M pont
i m melyik negyedben helyezkedik el (mert az
;Ml o » arctg fliggvény az R-et a (—E,Ej -Te
a IV. 17. ébra x . 22
képezi le).
arctgé, hab>0,a>0,
a
) n+arctg2 hab>0,a<0,
Igya o= g Osszefiiggésekhez jutunk. Ha b = 0, akkor
n+arctg— hab<0,a<0,
a
2n+arctg2 hab<0,a>0
a

@=0 vagy ¢=m, aszerint, hogy a >0 vagy a<0. Ha a =0, akkor (ng vagy

[0) 23775 aszerint, hogy b >0 vagy b<0.Ha rés ¢ a z=a+ bi komplex szamnak

megfeleldé pont polaris koordinatai, akkor a=rcosep ¢€és b=rsing, tchat
z=rcosQ+rsinQ-i= r(cos @ +isin (p). Ezt az alakot trigonometriai alaknak

nevezziik. Itt az ¥ a z modulusa és @ a z argumentumanak nevezzik.

Eddigi vizsgaldodasaink eredményeként a kdvetkezd tételt jelenthetjiik ki:
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6.2. Tétel. Birmely z € C\ {0} komplex szam esetén létezik r € R, és ¢ € [0, 2r)
ugy, hogy

= r(cos<p +i- sin(p).
6.3. Jeldlés. ¢-t a z redukalt argumentumanak nevezziik, ezt az argz =@
egyenléséggel fejezziik ki. Igy az elobbi egyenléség z=|z|(cos(argz)+i sin(argz))
alakban is irhato.

IV.6.4. Gyakorlatok

1. Hatarozzuk meg a kovetkezo komplex szdmok trigonometrikus alakjat!

a) z,=1+1i;
b) z, = 1 + ié;
2 2
¢) z,=-1+ iN3;
d z,=3;
e) z,=-2.
2. Ha z =cos@ +isin@, hatdrozzuk meg az 1+ z komplex szam trigonometrikus
alakjat!
Megoldasok
1. a) z =1+1i, |zl| =VI2+12 =42 és arg z, =arctg%=%, mert Rez >0 ¢és

Imz > 0. Tehat z, =\/§(cos§+isin§).

1 43 no..n
b) 22:E+17:COSE+ZSII’IE.

c) z, =—l+i\/§=2{—%+i§]=2(c052§+i5i1’12§j.

d) z, =3 =3-(cos0°+isin0°).
e) z,=-2=2(cosm+isinm).

2. 1+Z=1—i—cos(p—i—isin(p=2coszg+i25mgcosgz2cos9 cos > 4 isin 2 , tehat
2 2 2 2 2 2

az 1+z trigonometrikus alakja 2cos§(c0s§+ism§), ha cos%>0, azaz

pel0,n) és — 2cosg(cos(n —gj + isin(n —gj) ,ha e (TE,ZTE).
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T

6.5. Megjegyzés. Az clobbi feladat b) pontja alapjan arg(1+z)e|:0,2j, ha

1 IV. 18. abra |Z| =1. Ez geometriailag azt jelenti, hogy ha

M eC(0,1) és N koordinatai (1, 0), akkor az
NOMQ  paralelogramma  (  cstcsanak

abszcisszdja nem lehet negativ, tehat Q0 nem
lehet az OY altal meghatarozott bal oldali

félsikban. A |z1 —zz| mértani értelmezése

alapjan |(1 + z)—1| =1, tehat az 1+ z képe rajta
vana C((1, 0), 1) kéron.

IV.7. Miveletek trigonometrikus alakban irt
komplex szamokkal

Ha z, = rl(cos(p1 +isin (pl) és z, = rz(cos(p2 +isin @, ), akkor
Z tzy,= (rl cosQ, + 1, cos(p2)+ i(r1 sin @, + 7, sin (pz) ,
tehat
2 .
|z1 + zz| =1 cos® @, + 75 cos” @, + 217, cos @, cos P, + 17 sin” @, +
2.2 . . _ 2,2 . . B
+r;8sin” @, + 2Ky sin @ sinQ, =1 + 1, + 211 (cos ¢, cos p, + sin @, sin (pz) =
2,2 2 2

=1 +r +2nn cos((p1 - (pz) = |zl| + |zz| + 2|z1 ||22|cos(arg z, —arg 22).

Ez az 6sszefiiggés tulajdonképpen az ONQ, -ben a OQ -ra felirt koszinusztétel. Ezért

altalaban nehézkesebb trigonometriai alakban irt szamok 6sszegét kiszamolni.
Vizsgaljuk meg két, trigonometrikus alakban irt komplex szam szorzatat!

2,2, =[1(cos g, +isin @ )] [15(cos g, +isin g, )] =
=nn - [(cos ¢, cos P, —sin @, sin @, ) +i- (cos @, sin @, + sin @, cos Q, )] =
=113 (cos(y +¢,) +isin(9; +,)).

Itt persze a@, + ¢, nem biztos, hogy a [O, 275) intervallumban van, de a cos €s sin
figgvények periodicitasa szerint az arg (zlzz) és a @, +¢, kiilonbsége a 2w -nek
tobbszorose. A jelolések egyszerusitésének céljabol ezutan az
Argz = {argz + 2kn| keZ } kiterjesztett argumentumot hasznaljuk. Az el6bbi
egyenl6ségbil a kovetkezo tétel szarmazik:

7.1. Tétel. Ha z, = r;(cos @, +isin@,) és z, = rz(cos ¢, +1isin (pz) , akkor

a) 2,2, =riy(cos(e, +@,)+isin(p, +9,));
b) |ZIZZ| = |zl|-|zz| és Arg(z, -z,)=Argz, + Argz, .
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A matematikai indukcié modszerével a z"-re is adhatunk egy Osszefliggést, ha
z=r(cos+ising).
2l =r. r(cos((p + (p)+ isin((p + (p)) =r? -(cos(2(p)+ isin(2(p)) ,
2 =r. r(cos(2(p + (p)+ isin(2(p + (p)) =7 (cos(3(p) + isin(3(p)),
és altalaban
2" = r" - (cos(ng)+isin(ng)).
Ezt az egyenldséget Moivre-képletnek nevezziik. Fontossaga miatt kiilon tételbe
foglaljuk:
7.2. Tétel. Ha z = r(cos ¢ +isin ¢), akkor
7" =r" - (cos(np)+isin(np)), Vne N*.
Bizonyitas. Az n=1,2,3 esetben lattuk, hogy a képlet helyes. Ha feltételezziik,
hogy z" =" -(cos(n@)+ isin(ng)), akkor a 7.1. tétel szerint

n+l

2" =" r(cos(ne + @)+ isin(ne + ¢)) = " (cos(n + o + isin(n +1)p),
tehat a képlet (n +1)-re is helyes. Igy a matematikai indukci6 elve alapjan a tétel igaz.

7.3. Megjegyzés. Az r" -(cos(np)+isin(ng)) kifejezés nem biztos, hogy a z”
szam trigonometriai alakjat adja, mert np a 27 -nél nagyobb is lehet. Ennek ellenére
nagyon hasznos az elébbi tétel, mert segitségével a trigonometrikus alak is

meghatarozhat6. P1. ha z = g(cosg +isin gj , akkor a z'® trigonometrikus alakja a

kovetkezoképpen hatarozhatd meg:

10
o (N2 ( 10n 1075] 1 [mn j ..(1071 )
z =|— cos—— +isin— |= —| cos| — — 2@ |+isin| — =27 | |=
2 3 3 32 3 3
47

trigonometrikus alakban azt jelenti, hogy

izlfl(cos(pl -}—l'sin(pl)-r—zz(cos(p2 —l'sin(pz):
2 n

7 . . . . .
=—1(COS @, cos@Q, +smn @ smn@, + 1- (— COS @ sin @, + sin P, cos P, ))=
7
2
4

- —l(cos((Pl - (p2)+ isin((Pl -, ))

p)

Ervényes tehat a kovetkezd tétel is:
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7.4. Tétel. Ha z, = 1;(cos @, +isin @) és z, = r,(cos @, +isin @, ), akkor

zZ
a) it i(cos((p1 —(pz)—l—isin((l)l —(Pz));
Z, n
b) Arg(ﬂj = Arg(z,) - Arg(z,).
)

IV.8. A szorzas geometriai interpretacidja

8.1. Feladat. Abrazoljuk a sikban a z, =1+2i ésa z, = z,(1+i) komplex szamnak
megfelelé pontokat!
Megoldas. z,=(1+2i)1+i)=1+i+2i+2*=—1+3i. Tehit az M(z,)-et és

az N (22 )—t a mellékelt abranak megfelelden kell felvenniink.

N 1+3l ol IV. 19. dbra
2 e, M(1420)
--------- O(1+i)
9 =
0 I ,

Az abran megjeloltik a Q(1+i) pontot is, valamint ennek az Ox-re esd
vetiiletét.
frjuk 4t az elébbi miiveleteket trigonometrikus alakra! A z, = J5 (cos, +isin (pl) és a

1+i= \/E(cos§+ isin %) alapjan z, = \/E(cos((pl +§j + z'sin((p1 + %D , tehat
1

oM _00, _ 1 és 0;0G—= MON —. Kovetkezésképp az MON és Q,00
ON 00 42
haromszdgek hasonloak.

Az el6bbi tulajdonsag altalanos esetben is igaz, tehat az O, M (Zl) és

N(z,z, ) pontok éltal meghatarozott hiromszog és az O, Q(z, ) és Q, (1) pontok altal
meghatarozott haromszog hasonlo.

A fentiek alapjan megszerkesztjiik a z, -z, geometriai képét a z, és z,
képének segitségével:
Vegyiik fel a sikban az 1, z, és z, komplex szamoknak megfelel6 pontokat, majd az
Ox tengelyen a |zz| abszcisszaji pontot (korzével az O kozépponti OM sugard
korivet huzunk). Ez a két [épés a IV.20. és IV.21. dbrakon lathato.
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IV. 20. abra IV.21. ébra
y“ ylk
M(z,) M(z)
N(Zl) N(Zl)
0 (D) x 0) Py 0D *

Huzzunk parhuzamost a OQ-bdl az NP szakaszhoz. Jeloljik R-rel e parhuzamos és az
ON egyenes metszéspontjat. Az ONP és ORQ haromszog hasonld, és a hasonlosagi

arany: |L , tehat az R pont affixuma z, -|22|. Ha az ORQ haromszoget az O pont
Zy
koril elforgatjuk gy, hogy a O az M-be keriiljon, akkor az R pont forgatas utdni
képének, S-nek az affixuma z, - z, (ez lathato az alabbi két abran).

A 4

0 ) O, ©  0F

IV.22. abra IV.23. abra

IV.9. Gyokvonas komplex szamokbol

9.1. Feladat. Keressiik meg az 6sszes olyan z € C komplex szamot, amelyre
Zl=1+i.

Megoldas. A z trigonometriai alakjat keressiik. Tételezziik fel, hogy

z=r-(coso+ising). A 7.2. tétel értelmében z' =r'-(cosT@+isin7p). De

r =42

1+i= \/E(cos% +isin %) , tehat az <cos7p= cos% rendszerhez jutunk. Ebbol

T
in 7¢ = sin —
sin 7@ sn4
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addédik, hogy r 21\4/5 (mert az elsé egyenlet pozitiv valés megoldasait kell
meghatarozni) és 7@—% =2kmn, ahol k € Z . Kifejezzik a ¢ -t és megvizsgaljuk,
hany kiilonbo6z6 értéket kaphatunk a [0, 271) intervallumban:

T 2k
O<o= 4

<o O<%+2kn<14n o §<(l4—2k)n és —2/m<§.

Ezekbél az egyenlétlenségekbdl kovetkezik: k € {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}, tehat a
megoldasok:

= lf\‘/z l + l 1)
Z, [cos o3 sin o8
zZ = lﬁtcosz—g +isin 9—n) ;

1
Z, = 1\/_(cos—+lsinﬂj
lﬁ(cos— +isin 25_%}

. 33nj
cos—+lsn—

[
( 4Im 417:)

cos—+ls1n—

4
Zg = 1{‘/5(cos +isin ﬁj .
28 28
Lathato, hogy az el6bbi feladat altaldanosan is megoldhat6. A trigonometrikus
alak segitségével megoldhatjuk a z" =z, egyenletet barmely z, € C esetén. Ennek

az egyenletnek a megoldasait a z, komplex szdm n-ed rendli gyokeinek nevezziik. Ha

zo=7-(cos@+ising) és z=p-(cos®+isin0), akkor p" =7 és n®—q = 2kn, tehat

o=tr ¢ 0=0FZT 12 n-1l. A gyokok alakjdt érdemes
n

megjegyezni, mert gyakran hasznos lesz. Ezért kijelentjiik a kdvetkezo tételt:

9.2. Tétel. A z, =r-(cos@+isin @) komplex szam n-ed rendii gyokei a

z, =W[cos(p+2kn +isin (p+2k7rj
n n

szamok, ahol k e {O, L2,...,n —1}.
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9.3. Megjegyzések
1. A 9.2. tétel értelmében barmely komplex szamnak » darab n-ed rendl

gyoke van. Igy az % jelolés komplex szamok esetén nem hasznalatos.

2. A z=1 komplex szdm n-ed rendl gyokeit n-ed rendll egységgyokoknek
nevezziik. Az n-ed rendl egységgyok geometriai képe szabalyos n-szoget
hataroz meg.

IV.10. Megoldott feladatok

IV.10.1. Algebrai alkalmazasok

10.1.1. Masodfokiu egyenlet megoldasa
1. Bizonyitsuk be, hogy ha a,b,c€ R és a #0, akkor az ax® + bx+¢ =0 egyenlet

. —b+A/A —bti-v-A
gyokei: xlzzb—\/_,haAzbz—4acZO ésxlzzbl—,haA<0.
’ 2a ’ 2a
5 b\ b -dac bY A
ax“ +bx+c=0& g x+—| =——— S | x+— =—.
2a 4a 2a 4a
1. eset:

-b+
Ha A >0, akkor x+i=i£A2,tehét X 5 =b;\/x.
a 4a ’ 2a

2. eset:
Ha A <0, akkor A=—A-(—1)=—A-i2, tehat a A=u’ egyenlet gyokei:
i-v—4 —bti-A-

,tehat x,, =————~—
a b2 2a

iN—A és —i—A . Igy x+2i=i
a

Példa. Az x> —x+1=0 egyenlet diszkrimindnsa A =1—4 = -3, tehat a gydkok

—1+43 1 3 2n on 1 3
2

, ahonnan x, =——+i—= cos—+isin— ¢és X, =———i—=
22 3 3 22

Xio =

4n 4n

=cos— +isin—.

Lathato, hogy ezek éppen a harmadrendii komplex egységgyokok. Vizsgaljuk meg, mi
torténik, ha az egytitthatok komplex szamok!

2
. . A
Az ax’+bx+c=0 egyenléség most is ekvivalens az (x+2—j =—
a

egyenléséggel. Igy X5 +2iez—A, ahol YA az u?=A egyenlet megoldasainak
a a
. . s s s i -b*d
halmaza. Mivel a VA két eleme eldjelben kiilonbozik irhatjuk, hogy x,, = o
a

ahol 6 a A egyik masodrendii gyoke.
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Példa. A z° —8(1—i)z+(63—16i)=0 egyenlet esetében A =8>(1—i) —4(63 —16i)=
= 4(16(1—1-2i)— 63 +16i)= 4- (- 63-16/) =27 - (1 =8> = 2-1-8i) = 22 (1 - 8)?, tehat

JB = (=81~ 2(1-81) és a gydkok: =, - S0=i)+201-80)

2
22:8(1—1)—2(1—81):%41,‘
2
Megjegyzések
a) Lathatd, hogy valos egyiitthatok esetén a komplex gyokok egymas

=5-12i, valamint

konjugaltjai, a nem valds, komplex egyiitthatok esetén a gyokok nem
konjugaltjai egymasnak.
b) Eszrevehetd, hogy a Viéte-Osszefliggések és az ax* +bx+c= a(x - X )(x —x2)
felbontasi képlet érvényesek komplex egyiitthatok esetén is.
2. Hatarozzuk meg az m valdos paraméter azon értékeit, amelyekre az
mz® —2(2+i)z —1+2i =0 egyenletnek létezik legalabb egy valés gyoke!
Megoldas. Ha z, valos gyok, akkor a bal oldalon egy komplex szam all, amelynek
valds része (ng -4z, —1) és az imaginarius része (— 2z + 2). Mivel egy komplex
szam csak akkor nulla, ha a wvalds ¢€s képzetes része egyarant nulla, az
{mzozz—z4j_02—1 Z 0 egyenletrendszerhez jutunk. A méasodik egyenletbdl kapjuk, hogy
~2z, -

zo=1,tehat m=5.

IV.10.2. Trigonomterikus osszegek és szorzatok kiszamitasa
1. Szadmitsuk ki az
S, =sina+ sin(a + r)+ sin(a + 2r)+ ct sin(a + nr) és
S, =cosa+cos(a + r)+ st cos(a + nr)
Osszeget, ha r # k.

Megoldas. Képezzik az S=35,+iS, = z [cos(a +kr)+isin(a + kr)] komplex
k=0
szamot! A z=cosa+isina és a z,=cosr+isinr jelolésekkel

n
cos(a+kr)+isin(a+kr)=z-zF, tehat S= Zz -zy. A mértani haladvanyok
k=0

n
osszegzésekor igazolt (1) x" —y" =(x—y)- Zx”‘l‘k y* azonossag bizonyitasakor
k=0
csak a szorzas és Osszeadas tulajdonsagait hasznaltuk. E tulajdonsagok akkor is
igazak, ha x és y komplex szam, tehat az (1) azonossag komplex szamok esetén is
igaz. Igy érvényes a kdvetkez6 egyenldségsorozat:
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S iS =Sz C Zk:Zzg”—l:Zcos((n+1)r)—1+isin((n+1)r):
2 = ‘ zy—1 cosr—1+isinr

. (n+1l n+l1 . (n+1l
2isin| ——r || cos| ——r |+isin r
2 2 2
=Z — =

L. r ro.. r
2isin—| cos— +isin—
21 2 2

. (n+1 ]
r
2 nr .. [ nr
=—— = Z.7.|/cos| — |[+isin| — | |=
T (2) (2D
sin—
2
. [n+1 j
sin| ——r
2 nr L. nr
=——— 2.l cos|la+— |+isinfa+—||.
in” ( ( 2] [ ZD
sin —
2

Az utdbbi kifejezés valos része az S, és képzetes része az S, , tehat

nr) . (n+l . nr) . (n+l1
CcoS| a + ? Sin T r sin| a + ? Sin ) r
S, = es S, = .

és
L F L F
sin — sin —
2 2

. . .7 . i . . . ,
Megjegyzés. Ha az S-smE szorzatot atalakitjuk, direkt trigonometriai megoldast

1s adhatunk.

2. Szamitsuk ki a P =c0s20°-cos40°-cos80° szorzatot!

2 4

Megoldas. A z =c0s20°+isin20° jeldléssel cos20° = z :1 , c0s40° = 22 ng €s
z
cos80° = z tl,tehét
2z
P (Zz+1 z'+1 zg+1): 1+2°+2 +2° +2°+ 20 + 2 + 2" _
8z’ 8z’
=
_ Z2—1 _ Zl6—1 _ —Z7—1 _1
T8 8(2-Z) 8(-2-1) 8’
mert z° =—1.

Megjegyzés. A direkt trigonometriai megoldas itt egyszeribb.
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8-sin20° P 4. (2 sin 20°cos 20°)cos 40°cos80° 2(2 sin40°cos 40°)cos 80°

8-sin20° 8sin 20° 8sin 20°
B 2sin 80°cos 80° B sin160° 1

8sin20°  8sin20° 8

IV.10.3. Kombinatorikus 0sszegek kiszamitasa
1. Szdmitsuk kiaz S, =1+ C) coso+ C> cos2a +...+ C” cosna. és az
S, =C}sino+C>sin20+...+C"sinno, dsszeget!
Megoldas. Képezzik az S=3S,+iS, komplex szamot! A z=cosa+isina
jeloléssel S =1+C'z+C2z*+...+C"z" =(1+z)', mert Newton binomialis tétele

érvényes a  komplex  szamokra  is.' De l+z=1+cosa+isino=

o a .. a . 0 an O o .. no
2cos—| cos—+isin— |, tehat (l+z) =2"cos" =| cos T +isin = |. Az S, az
2 2 2 2 2 2
ST Lo A A Lk . . . . n n O na .
elébbi kifejezés valos része, mig S, a képzetes része, tehat S, =2" cos 50057 és

S, =2"cos" Lsin 22
2 2
2. Szamitsuk ki az dsszegeket!
a) S, =C'+C} +C’+... b) S,=C,+C+C] +...
c)S,=C>+C) +C}+...
Megoldas. Jeloljiik & -nal az egyik harmad rendii komplex egységgyokot. Az & =1

és €7 +e+1=0 egyenlségek alapjan a kovetkezé kifejezésekhez jutunk:

2":(1+1)”=Zn:Cf =8, +8,+8; ;

k=0

(—szy =(+e) =Zn:skC,’f =S, +&S,+&°S;;

k=0
(-e) =(1+82Y =282kC,f =8, +&°8, +&S;.
k=0
A héarom egyenléséget S, S, és §; ismeretlenekkel egy rendszernek tekintjik és
megoldjuk. fgy a kovetkezd képletekhez jutunk:
. " 2nm
82)*1 ) 2" +2-(~1) COST

b

3 B 3

' A bizonyitas a II. fejezetben taldlhato bizonyitassal sz6 szerint megegyezik.
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i 2(n + l)Tc
; " u 2n _ 2 . _1 n+1 <~ ik
S2=2 +82(—82) +8(—8) _ ( ) cos 3 :
3 3
n w 2n+1)n
2" +S(—82)n +e’(-g)' 2" +(=1) cos 3

%= 3 ) 3

IV.10.4. Geometriai alkalmazasok?2

10.4.1. Szakaszt adott aranyban oszt6 pont affixuma

Feladat. Az A(a) és a B(b) pont altal meghatarozott szakaszon vegyiik fel az M

MA
pontot ugy, hogy E =k legyen. Szamitsd ki az M pont affixumat!

Megoldas

Ha a szakasz egyik végpontja az

y‘ k B(b) origbban lenne, akkor a komplex

Ala szamoknak valos szdmmal valo szorzasara

adott geometriai értelmezés segitségével

kénnyen meg adhatjuk az M pont

affixumat. Ezért szerkessziink egy, az AB -

M vel parhuzamos és vele egyenld hosszsagu

! B(b-a)

0] X
IV. 24. abra

szakaszt, amelynek A, végpontja az O -ban
van. Igy az OABB, négyszog
paralelogramma, ezért a B, pont z,

affixuméra igaz a z;+a =0 egyenldéség. Tehat a B, affixuma b—a. Az OB,

OM, =ﬂ=k legyen. Az M,
M,B, MB

szakaszon vegyiik fel az M, pontot ugy, hogy

M,  OM,
OB, OM,+M,B, 1+k

szerkesztése  szerint , tehat az M, affixuma

z;  (b—a)k
1+k  1+k

. Az AOM\M paralelogramma, tehat az M pont m affixumara
(b-a)
J’_

irhat6. Ez fontos Osszefiiggés, ezért tétel formajaban is kijelentjiik:

érvényes az a+k - =m egyenléség. Az elobbi egyenléség m = al+ kb alakban

? Az itt megoldott feladatok eredményei tételként hasznalhatok.
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10.4.2. Tétel. Az A(a) és a B(b) pont altal meghatarozott szakaszt %zk

a+kb
1+k

aranyban oszt6 M pont affixuma m =

10.4.3. Megjegyzés. A tovabbiakban a sikbeli pontok affixumait ugyanazzal a kis

bettivel jeldljiik, mint a pontot.
10.4.4. Kovetkezmények

1. Az 4(a) és B(b) pontok éltal meghatirozott szakasz M felezGpontjanak

affixuma m = a;b .
2. Az ABC haroszog G sulypontjanak affixuma IV.25. dbra
_a+b+c
-3 y
Bizonyitas. Az ABC, sllypontia az AA’
oldalfelezd A'-hez kozelebb esé harmadold pontja,
L, +c | a+2a a+b+c
tehat a' = és g = =
1+2 3
3. Az ABCD négyszog sulypontjanak affixuma G
_a+b+c+d
B 4 ' B A C
Bizonyitas
Az ABCD négyszog stlypontja az AC ¢és BD atlok felezépontjai altal
meghatarozott szakasz felez6pontja. Az dbra jelolései szerint e= b;d ,

e+ f a+b+c+d
2 .

+
f:a—zc,tehét g=

4. Az ABCD konvex négyszog akkor és csak  akkor paralelogramma, ha
A a+c=b+d.

10.4.5. Szogek mértéke

B Feladat. Fejezd ki a BAC szog mértékét a
pontok affixumainak segitségével.

D Megoldas. Akarcsak az elobb

,»Vvisszavisszilk” a szoget az origdba, vagyis

megszerkesztjik a B, és a C; pontokat ugy,

c hogy OB, = AB, OB||4B és
IV. 26 abra .

OC,=AC, OC||AClegyen  (lisd  a



Fejezet tartalm* Tartalomjegyzélk

162 Komplex szamok és alkalmazasaik

mellékelt abrat).
A szerkesztések alapjan by=b—-a, ¢;=c—a és m(BAC—)=m(BAC,—). De
m(B14AC,—)= m(B,0X—=) — m(C,0X—) = arg b, — arg ¢y, tehat

A B
A
¢
IV.27. éabra 0 - >
b-a , b-a
m(BAC—)e Arg(b—a)— Arg(c —a)=Arg , tehat m(BAC—) az Arg halmaz
c—a c—a
. , b-a b-a
[0, 2n)—be es6 eleme. Ez éppen arg , tehat m(BAC—)=arg .
c—a c—a

Megjegyzés. Itt a szogek mértékét inverz trigonometriai iranyban mérjiik és a
[0, Zn) barmely elemét elfogadjuk szogmértéknek. Példaul a mellékelt dbran lathato
szog mértéke 240°.

IV. 28. abra

B(1)

o
Eredményiinket a kdvetkezo tételben foglaljuk dssze.
10.4.6. Tétel. m((BAC)/)=arg 2 ahol A(a), B(b) és C(c) harom
c—a
kiilonb6z6 pont a sikban és a BAC haromszdg pozitiv koriiljarasa.

10.4.7. Hasonlosagi kritérium haromszogekre

Feladat. Vezessiink le egy sziikséges és elégséges feltételt arra vonatkozdan, hogy az
ABC, hasonl6 legyen A'B'C), -gel, és a kirbejarasi irdnyuk is egyezzen meg!

Megoldas. A masodik hasonlosagi kritériumot komplex szamokra iiltetjiik at:

A B’
IV. 29. 4bra v C'
C AI
B
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B4 CA

ABC, ~ A'B'C) < BA a4 (irdnyitist is beleértve), és BA=|b—q]
(BAC)2=(B'A'C")£

stb.,, tehat ha az els6 egyenldoségben a beltagokat felcseréljiik, akkor a

b—al [b'—ad

|| || = | p ,| egyenldséghez jutunk. A 10.4.5. tétel szerint a masodik &sszefliggeés

c—al |c—a

, b-a b'—a' ,
ekvivalens az  arg =arg——— egyenlOséggel. Az el6bbi két egyenldség azt
c—a c—a
, , b—a , b'-d , , ,
jelenti, hogy a ¢s —— komplex szamok modulusa €s argumentuma is
c—a c—a

egyforma. Ez csak akkor lehetséges, ha a két komplex szam egyenld, tehat

bma_b —a, . Ez az egyenl8ség az a(b'—c¢')+b(c'—a')+c(a’—b')=0 alakban

c-a c'-a
is irhato. Ervényes tehat a kovetkezo tétel:

10.4.8. Tétel. Az ABC, és A'B'C, haromszogek akkor és csak akkor azonos
koriiljarasi iranyuak és hasonlok, ha a(b’'—c')+b(c’' —a')+c(a’—b')=0.

10.4.9. Kovetkezmények

1. Az ABC, haromszog akkor és csak akkor egyenl6 oldalu, ha

a’+b>+c’> =ab+ac+bc.

Bizonyitas. Az ABC, haromszog akkor és csak akkor egyenld oldalu, ha hasonlo
a BCA, -gel, vagyis ha a(c — a)+ b(a - b)+ c(b — c) =0. Ez éppen a kijelentésben
szerepld egyenldség.

2. Az ABC, haromszog pontosan akkor egyenlé oldalt, ha ag+be” +c =0 vagy

ag’ +be+c=0.

Bizonyitas. Az ABC, haromszog pontosan akkor egyenld oldalu, ha hasonld az
X (1), Y (s),Z (82) affixumu pontok altal meghatarozott haromszdggel. Ez az XYZ vagy
XZY koriiljarasok szerint lehetséges, tehat a(s — g’ )+ b(82 - 1)+ c(l - 8) =0 vagy
a(82 - 8)+ b(s - 1)+ c(l - 82)= 0. Ha az elsé egyenldséget (l - 8)-nal elosztjuk, az

ag+be’ +¢c=0 egyenléséghez jutunk, mig ha a masodikat i-gyel szorozzuk,

akkor ag” +be+c =0 egyenldséghez jutunk, tehat a tulajdonsag igaz.

3. Az ABC, akkor és csak akkor pozitiv korbejarasu, derékszogii egyenloszart
bi—c
i—1

(AB = AC) haromszog, ha a =
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Bizonyitas. A X(0), Y(1), Z(i) affixumi pontok éltal meghatirozott hiromszog
egyenld szarl, derékszogl és pozitiv korbejarasu, tehat ABC akkor és csak akkor
ilyen, ha ABC,~XYZ,, vagyis ha a(y—z)+b(z—x)+c(x—y)=0. Ha
behelyettesitink x =0, y =1 és z =i értékeket, majd kifejezziik az a -t, akkor éppen
a kivant egyenl6séghez jutunk.
10.4.10. Megjegyzés

Az a) és a b) pont alapjan kovetkezik, hogy

a’+b* +c* —ab—ac—bc = (a8+b82 +ch£2 +b£+c).

Ez direkt szamolassal is ellendrizheto.
10.4.11. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy az ABC és A'B'C' azonos korbejarasi és
hasonlé haromszogek megfeleld csucsait Osszekotd szakaszok felezOpontjai altal
meghatarozott haromszog hasonloé az 4BC, -gel.
Megoldas

IV. 30. abra

B
Jeloljiik az AA', BB' és CC' szakaszok felezOpontjait rendre 4"-tel, B"-tel
és C" -tel. A szamolasok attekinthetoségének érdekében valasszunk egy, az ABC-vel
hasonl6 XYZ vonatkoztatasi haromszoget. A 10.4.7. tétel szerint
a(y—z)+b(z—x)+ c(x—y)z 0 és a'(y—z)+ b'(z—x)-i— c'(x—y): 0.
Ha ezt a két egyenldséget Osszeadjuk ¢és 2-vel osztjuk, akkor az

a ;a' (y - z)+ b J;b/ (z - x)+ ¢ J;c, (x - y) =0 egyenldséghez jutunk. Ez éppen a kért

. e a+a b+?d ., c+c ,
tulajdonsagot fejezi ki, hisz 3 =a", 5 =b" és =c", tehat

a"(y—z)+b"(z—x)+c"(x—y)=0, és igy a 10.4.8. tétel értelmében 4"B"C) ~ ABC, .
10.4.11. Kritérium kollinearitasra és korbeirhatosagra

Feladat. Keressiink sziikséges és elégséges feltételt arra vonatkozodan, hogy

a) az A(a), B(b) és C(c) pont egy egyenesen legyen;

b) az AB és CD szakaszok tartdegyenesei egymasra merdlegesek legyenek;

c) az A(a), B(b), C (c) és D(d ) pontok egy korbeirhatd négyszog cshcsait
képezzék (ebben a sorrendben).
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Megoldas

a) Az A, B és C pont akkor és csak akkor helyezkedik el egy egyenesen, ha
m(BAC—)=0° vagy m(BAC—)=180°. A 10.4.5. tétel szerint az elsé esetben

arg —4_ 0; a masodik esetben arg —9 _ 1. Mindkét esetben a b-a komplex

c—a c—a c—a

b—a R,
A B c—a C
¢ * * szam képzetes része 0, tehat a
B —

C; . 4 keresett  feltétel b-a eR. A

c—a
B_ ¢ A mellékelt abraknak megfeleléen a
IV. 31. 4bra b- elsjele  a  pontok

c—a

g . (s f 1, , b—-a
rendezésérdl ad informaciot (a masik harom lehetséges sorrendre

<0).

c—a

b) Megszerkesztjik a D, pontot Ggy, hogy a DCBD, négyszdg paralelogramma
legyen. A szerkesztés alapjan ABLCD < AB1BD, (1).
De d,+c=d +b (10.4.4. kovetkezmény

WA IV. 32. abra
3. pontja alapjan) tehat d, =b+d —c, és igy

a

=arg azb (2).

m(ABD,—) = arg——
(ABDi—) =arg ) —, =arg

Az (1) és a (2) alapjan a kivant feltétel:
.a—b

i eR. >
d-c 0 X
c) A korbeirhatosag feltétele:
m(DAB—) + m(BCD—) =, Iv. 33. dbra
vagyis ar d-a +ar b=c =7
gy g b_a g J—c :
Ha az itt megjelend argumentumok koziil
valamelyik = -nél nagyobb, akkor a négyszog nem
d—a d-c
konvex, tehat ar : =T. A
g{ b—a b-c } C
Ez ekvivalens a d-a : Z_C e R feltétellel. Az B
—-a b-c

elobbi feltételeket a kovetkezd tételben
foglaltuk 0ssze:
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10.4.12. Tétel

b_aeR.

a) Az A, B és C pont akkor és csak akkor kollineéris, ha
c—a

b) Az AB és CD szakaszok tartd egyenesei pontosan akkor merélegesek egymasra,
a->b
—c
c) Az ABCD konvex négyszog akkor ¢és csak akkor korbeirhatd, ha
d—a d-c
b—a b-c
10.4.13. Haromszogek teriilete

Feladat

a) Fejezzik ki az OAB pozitiv koriiljarast haromszog teriiletét az 4 és B pontok
affixumainak segitségével!

b) Fejezziik ki az ABC pozitiv koriiljarasu haromszog teriiletét, ha O e Int(4BC).

c) Hogyan valtozik a b) pontbeli kifejezés, ha O ¢ Int(4BC)?

ha i eR.

eR

Megoldas. 7(04B)= %OA -0B -sin((BOA4)£) = %|a| -|p] - sin(arg(b) - arg(a)) =
= %|a| . |b| -sin(arg(b - @))= %|E| . |b| -sin(arg(ba )= = % Im(ba).
Tehat az a) pontra a valasz: T (OAB ) = %Im(bﬁ )

A
Y B(b) IV. 34. dbra

A(a)

»
>

@) x
b) Mivel Oent(4BC) az ABC, teriilete felithato az OAB, OBC és OCA

haromszogek terﬁleté‘ Elek Osszegeként: T (AB C ) =T (OAB ) +T (OB C ) +T (OCA) .
y

A
IV. 35. abra

\/
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Az a) pont alapjan
1 1 - 1 | R
T(ABC) = EIm(ba)Jr Elm(cb )+ Elm(ac) = Elm(ba +cb + ac).
c) Tételezziik fel, hogy O ¢ Int(ABC ) Vegyiik fel az O, Int(ABC ) pontot, ¢€s
szerkesszilk meg az A,, B, és C, pontot ugy, hogy az O,4AA4,0, O,BB,O és
O,CC,0 négyszogek paralelogrammak legyenek (lasd a mellékelt abrat). A
szerkesztés alapjan az A4, BB, és CC; szakaszok hossza megegyezik az OO, szakasz

hosszaval, és parhuzamosak is OO, -gyel, tehat az 4,B,C, kongruens az ABC), -gel,
¢s Oe Int(AlBlC1 ) igy a b) pont eredménye alkalmazhato az 4,B,C, haromszogre:

T(4BC)=T(4,B,C,)= %Im(bl a,+cb, +ac, ).

IV. 36. abra

Mivel a, =a—-o,, by =b—-o0, és a, =a—o,, kovetkezik:

%Im(blﬁl +¢,b, +a151)=%lm((b—01 )(5—51)+(c—01 )(b —51)+(a—01 5—51))=

%Im(b5+cl;+a5+3ol5l —o[@+b+2)-5,(a+b+c))=

- %Im(bc‘z +cb +at )+ %Imo@ —%Im o(@+b+2)+o,(a+b+c).
Az 0,0, ¢s o,(a+b+c)+o,(a+b+c) kifejezések értékei valosak, tehat képzetes
résziik nulla, és igy T (ABC ) = %Im(bﬁ +ch + aﬁ).

Ha az elébbi gondolatmenetet megismételjiik egy n oldalu sokszogre, akkor a
kovetkez6 tételhez jutunk:
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10.4.14. Kiril Docev tétele
Ha a,a,,...,a, az AA,...A, pozitiv koriljarasi konvex sokszdg csucsainak

affixumai, akkor a sokszog teriilete

1 < _
T =EImZ:ak+1 -a, ,ahol a,, =a,.

k=1

Bizonyitas. Ha O cInt(4,4, ..., ), akkor

n n 1 _ n _
T=T[44,..4,]=>"T(044,,,)= Y ~Ima, ,a, =—Im»_a; ,a, ,

k=1 i1 2 k=1
tehat az egyenléség igaz.
Ha O¢ Int(A1A2 ...A,,), akkor felvesziink egy O, e Int(A1A2 ...A,,) pontot és

megszerkesztjik az a, =a, —o, affixuml pontokat k =1n. Az igy szerkesztett

A4,...A" konvex sokszog az eredetivel egybevagd és az O pont a belsejében
talalhato, tehat

gt [ 1 < r = 1 % — —
T=T[A1A2...An]zalmZakHak =Elm E (ak+1 —01)(ak —01)=
k=1 k=1

=lImZak+lﬁk —EImOIE1 —lIm o{ZakJ-ﬂﬂ(ZakJ .
2 2 2 pm pa

k=1

n n
Mivel 0,0, és o, (Z a, ] +0, (Z a k] valds szamok, a képzetes résziik 0, és igy a tétel

k=1 k=1

allitasa ebben az esetben is igaz.

10.4.15. Metrikus relaciok bizonyitasa komplex szamok

segitségével

Feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha G az ABC, sulypontja és M egy tetszdleges pont
a haromszog sikjaban, akkor

2 2 2
MA® + MB® + MC? =3MG2 4+ 1B~ +BC" +CA”

(Leibniz-tétel)
Bizonyitas. Az MA® =|m- a|2 =(m—a)(m—a) és ehhez hasonlo osszefliggések

alapjan a bizonyitand6 egyenldség ekvivalens az

(m—a)(n—q:a)+(m—b)(ﬁ—l?)+(m—e)(ﬁ—5)=
3(m—%b+cj(%—m—+z}r%((a—b)(E—E)+(b—c)(E—E)+(c—aXE—E))

3

egyenlOséggel. Ezt egyszerii szamolasokkal a kovetkezOképpen alakithatjuk:
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3mi—ml@+b +¢)-mla+b+c)+aa+bb +ce=
)+(a+b+c)(5+l7+5)+

=3mﬁ—m(ﬁ+5+5)—ﬁ(a+b+c 3

+%(a5+bl;+b1;+cE+cE+ac_z—aI;—bE—bE—l;c—cc_z—Ea)
3@+b+c)=a+b+c+2a+b+c)
Mivel ekvivalens atalakitasokat végeztiink, az eredeti egyenldség is igaz.
10.4.16. Geometriai egyenlétlenségek bizonyitasa

Feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha 4, B, C és D valamely sik négy pontja, akkor
AB-CD+ BC-AD > AC-BD

(Ptolemajosz I. tétele).
Bizonyitas. Vizsgaljuk meg az (a —b)c—d), (b—c)d —a) é (a—c)b—d)
kifejezéseket (egyelére modulusok nélkiil). (a - b)(c —-d ) =ac—ad —bc+bd,
(b—c)d—a)=—bd +ab+cd —acés (a—c)b—d)=ab—cb—ad +bc.
Eszrevehetd, hogy a jobb oldalon minden tag kétszer szerepel: egyszer pozitiv és
egyszer negativ eldjellel, tehat

(a —ch —d)+ (b—c)(d —a)+ (a —c)(b —d)z 0 (Euler).
Ebbél kovetkezik, hogy AC-BD=|(a—c)b-d)=|a—blc—d)+(b-cld-a)<
<|@a-b)c-d)+|(-cd—a)=A4B-CD+BC-AD.
10.4.17. Megjegyzés. Az Euler-egyenléség a d(b—c)+d(c—a)+d(a—b)=0 és
alb—c)+b(c—a)+cla—b)=0 egyenldségek kiilonbségeként is eldallithato. Itt az
elsé egyenléség azt a geometriai tényt fejezi ki, hogy az egy pontta fajult haromszog

tekintheté az ABC,-gel hasonlénak, mig a masodik egyenl6ség azt fejezi ki, hogy
minden haromszdg hasonlé 6nmagaval.

IV.11. Gyakorlatok és feladatok

1. Hatarozd meg az x és az y valos szamot az alabbi egyenloségekbol:
a) (x+3i)2—i)=4x-3—iy;
b) (3x+2y)+(3y+2x)i = 5x+5i;
YT2L 0T gy,
1-i 1+
d) (5+3ix—(2+5i)y=11-1i.
2. Végezd el a miiveleteket!
a) (1-2i)3+2i)+(3-2i)1+2i)=
‘b) i + l;l =
3—i 3+i
c) (1+if +(1+i) +(+i)' =

c)
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d) 1+ 2i N 1+ _
1-i 3-i

4
17-5i

3. Szémitsd ki |7|-t, ha z = ay
11+6i

4. Hatarozd meg a z komplex szamot az alabbi egyenléségekbol!
a) z? =27+36i;
b) z° =8+6i;
c) 2 +4iz+5=0;
d) z*-3iz-3+i=0;
e) (] +2z+1=0;
f) z2+z=5+3i;
g) |z—-1+2z=13+8i;
h) |Z+1| =z+2+2i;
i) 22—z +8z+10=0;
j) zZP=2+11i;
5. Hatarozd meg az meR paraméter  értékeit gy, hogy a
2+ (3 +i )22 -3z- (m +1i ) =0 egyenletnek legyen legalabb egy valos gyoke!
6. Oldd meg az z> =3z+2<0 egyenlStlenséget a komplex szamok halmazaban!
Abrazold a megoldashalmazt és altalanositsd a feladatot és az eredményt

tetszleges masodfoku, valos egyiitthatos egyenl6tlenségre!
7. Oldd megaz i-z <2 egyenlStlenséget a komplex szamok halmazaban!

8. Hozd egyszeriibb alakra az
A\ 2 A\ 2 A\3 2\3
E, :(‘Hb’,) —("_b’,j és az E, = (““)2 _(a_l)z kifejezést!
a—bi a+bi (a+i) —(a—i)

9. Hatarozd meg a sik azon (x, y) pontjait, amelyekre
Vx2+4 +i\/ﬂ‘ =10 & y>4;

b) ‘\/2x+y+i\/x+2y‘:\/§, 2x+y2>20¢és x+2y>0.

Mi torténik, ha lemondunk az egyenl6tlenségekrdl, amelyek a gyok alatti
kifejezések nemnegativ voltat biztositjak?
10. Bizonyitsd be az azonossagokat!

a) ‘1 + ZIZ‘Z +|zl —Zz|2 = (1 +|zl|2X1 +|Zz|2)§

a)

2

b

b) |z1 +zz|2 +|z2 + z3|2 +|z3 +zl|2 = |zl|2 +|22|2 +|z3|2 +|z1 +2, + 24

o) |zl +|z -z +|zs -z + |tz mf =3(af ) [z
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Ertelmezd geometriailag is a bizonyitott azonossagokat!
11. Bizonyitsd be az alabbi feltételes azonossagokat!

2 _ —
a) Ha z° =z,z,, akkor |Zl|+|Zz|—

1
5(21 +Zz)_z

%(21 +2,)+ 2.

b) Ha |a| =1, akkor |z—a| :|1—Ez|.

c) Ha |zl|:|zz|:|23|:1 és z, +z,+z, =0, akkor z,, z, és z, egy egyenld
oldalt haromszog csucsainak affixumai.

d) Ha |Zl| =|22| =|Z3| =1, zZy+zy+z320 ¢&s 212 +222 +Z32 =0, akkor
|Zl +z, +Z3|=2.

e) Ha |Zl| = |22| = |z3| =1, akkor |Zl +2z,+ Z3| = |lez + 2523 + 2324 .

12. Bizonyitsd be az egyenl6tlenségeket!
a) ||Zl| —|Zz|| < |Zl + Zz| < |Zl| + |ZZ| .

— 2
b) (1—|Zl|2X1—|22|2)S‘1—2122‘ .

c) ‘1+z_122‘2 < (1+|Zl|2X1+|Z2|2)'
d) |z, +z,|+|z, + 23| +|z; + 2| <z |+ |2, ]+ |25 ]+ |z + 2, + 2]
(Hlawka-egyenl6tlenség)

13. Vizsgald meg a fliggvények injektivitasat és sziirjektivitasat!
a) f,:C—>C f,(z)=Rez+olmz,ha 0eC\R;

b) f:C—>C f(z)=22+ z-z.
Ha valamelyik bijektiv fiiggvény, szamitsd ki az inverzét! Lehet-e valamelyik
fliggvény egyenl0 a sajat inverzével?
14. Bizonyitsd be, hogy minden, a —1-t6l kiilonb6z6, egységnyi modulust
+ Ai

- alakban, ahol Le R .

—Ai
15. Bizonyitsd be, hogy ha |Zl| = |zz| = |Z3| =1, akkor

1
komplex szam felirhatd z =

zZ1+z
a) "2 cR,hazz, #-1;
1+ 2z,
2+ 2y +z3+ 212y + 2325 + 212
b) L2723 "9 5379 TIT3 R oha zjzpzy = -1

1+ z1z525

l+z+z22

16. Bizonyitsd be, hogy ha ze C\R és Im 5=

0, akkor |z|=1.

l-z+z
17. Bizonyitsd be, hogy ha z, z,, z;eC ¢és |zlzz +2zy23 +Z3zl| =a, valamint

|zlzzz3| = b, akkor létezik olyan & e {1,2, 3} , hogy |Zk| < %
a
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18. Bizonyitsd be, hogy ha z,z,,z; e C\ R komplex szimok modulusa azonos,

ésa z,+z,zy, z, + z,z,, illetve a z; +z,z, kifejezés értéke valos szam, akkor

2,2,z =1.
19. Oldd meg az alabbi egyenleteket!
a) z=z"";
b) 1+ xi =l+ztga, YeR:
1—xi I-itga

c) (x+i)' +(x—i)"=0, xer;
& (1+2)" +(1-2)' =2

20. Szamitsd ki a kdvetkez6 0sszegeket!

a) S = ikcf cos(k —1)o ;
k=1

b) §,= choskoc ;

k=1

c) S3=cos£+cosﬁ+...+cos(n_l)n;
n n n
d) S,=C"+C}+C+....
21. Bizonyitsd be!

a) (1-c2+ct. J+(c-c+c. f=an;

n

. nm
Simn—-—.

33

b) C.-3.C0+3*.C.-3.C/ +...=

22.

a) Bizonyitsd be, hogy ha z,, z,,...,z,, azegység 2n-ed rendi gyokei, akkor

2n
Z|Z - zk|2 = 2an|2 + l).
=1
b) Mi az eldbbi egyenldség geometriai jelentése?
c) Bizonyitsd be, hogy ha 4,4, ... 4, egy szabalyos n-szog és M egy mozgo

pontaz 4 4,...A4,-be irt koron, akkor a ZMA,? konstans.

k=1

23. Bizonyitsd be, hogy az ABCD ¢és az A,B,C, D, paralelogrammak megfeleld
csucsait 6sszekoto szakaszok felezOpontjai is egy paralelogramma csticspontjai!

24. Bizonyitsd be, hogy ha az ABC, oldalaira (kiviil) egymassal hasonlo

ABM, BCN ¢és CAP egyenlészari haromszogeket szerkesztiink, akkor az

MNP, és ABC, stlypontjai egybeesnek!
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25. Bizonyitsd be, hogy ha az ABC haromszdg oldalain felvessziik az M, N és P
. BM AP
pontot ugy, hogy M € BC, NeCA és Pe AB, valamint — = N =—=
MC NA PB

legyen, akkor az ABC és MNP haromszogek sulypontjai egybeesnek! (Papposz
tétele)
26. a) [gaz-¢ az eldbbi tétel forditottja?
b) Fogalmazd meg Papposz tételét négyszogre!

27. Az ABC, oldalaira kivill megszerkesztjik a BCM,CAN ¢és ABP
haromszoget Ggy, hogy BCM , ~ CAN, ~ ABP, . Bizonyitsd be, hogy az MNP, és
ABC, sulypontjai egybeesnek!

28. Bizonyits’d be, hogy barmely hiromszog oldalfelezdivel lehet haromszoget
szerkeszteni. Altalanositsd ezt a tulajdonsagot!

29. Az OAB,DOC ¢és EFO hasonld haromszog és azonos korbejarasu (a
csucsok sorrendjének megfeleléen). Bizonyitsd be, hogy a BC, DE és AF
szakaszok felezdpontjai altal meghatarozott haromszog is hasonld az OA4B,-gel!

30. Az MNP, MAB, DNC ¢és EFP hasonlé haromszogek és azonos korbejarasi
irannyal rendelkeznek. Bizonyitsd be, hogy a BC, DE ¢és AF szakaszok

felezépontjai altal meghatarozott haromszog is hasonlo MNP, -gel!

B

IV. 37. abra

D

31. A lakatlan szigeten a kalozok az elleniik szegiiloket egy fara akasztottdk az A
helyen, majd elastdk a kincseket a kdvetkezO moddon: lemérték az akasztofatol a
forrasig az AF tavolsagot, a forrasnal jobbra fordultak, és az AF tavolsaggal egyenld

tavolsagra kijelolték a K, pontot. Visszamentek az akasztofaig (4), 1épésekkel
lemértek a sziklaig terjedd AS tavolsagot, a kdsziklanal balra fordultak, és a sziklatol
AS tavolsagra kijelolték a K, pontot. A két kijelolt, K; és K, pont kdzotti szakasz
felezopontjanal elastak a kincset. Hisz év mulva a kapitany visszatért, hogy kincseit

magaval vigye. Nagy meglepetésére az akasztofat sehol sem taldlta. Megtalalhatja-e a
kincset?
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Kl XA (akasztofa)
o, T — ':':’ “'-“
..... . Ko . K2
o

F orrds
®r 1y 38, abra

32. Az AA,...A,, sokszog oldalainak felezépontjait megjeloltik, majd a
sokszdget kitoroltilk. Meg lehet-e szerkeszteni a sokszoget a megjeldlt pontok
ismeretében? Hat akkor, ha 2000 oldalt soksz6gb6l indulunk ki?

33. Az A4,A4,A4,A, korbeirhato négyszogben H,-gyel, H>-vel, Hy-mal, H,-gyel az
A, 4,4, AAA,, AAA,, illetve A A, A, haromszogek ortocentrumait
jeloltiik. Bizonyitsd be, hogy:

a) HH,HH,=A4A4,4,4,;
b) az A4 A,A4,, A A,A,, A A;A, és A,A;A, haromszogek Euler-egyenesei
Osszefutok.

34.Az ABC, oldalain felvettik az M e BC, NeCA ¢é Pe AB pontot.
Bizonyitsd be, hogy az ANP, BMP és CMN haromszogek koré irhatd koroknek
van egy kozos pontja! Bizonyitsd: ha M, N és P kollinearis, akkor a kdzds pont
rajta van az ABC, koré irt koron. (Miquel tétele)

35. Az ABCD négyszog atloinak felezépontjait jeloljik M-mel és N-nel
(M €(AC), N e(BD)) az atlok metszéspontjat pedig O-val. Bizonyitsd be,
hogy:

a) 2MN-AC<AB-AD+CB-CD;
b) 4T[MON]<T[4BCD].

36.Bizonyitsd be, hogy az egyenld oldali haromszog sikjaban elhelyezkedd P pontnak a
haromszog cstcsaitdl mért tavolsagai lehetnek egy haromszdg oldalainak hosszai.
Szerkesszél olyan haromszoget, amelynek oldalhosszai aranyosak ezekkel a
tavolsagokkal! (Pompeiu-tétel)

37. Bizonyitsd be, hogy ha M egy pont az O kozépponti ABC egyenld oldalu
haromszog sikjaban, akkor az M pontnak a BC-re, CA-ra és AB-re esO vetiiletei
altal meghatarozott haromszognek a sulypontja az OM szakasz felezGpontja.

Tovabb
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