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Introducere

Teoria reprezentarilor s-a ocupat initial cu studiul proprietatilor grupurilor abstracte via
reprezentarile lor ca gi aplicatii liniare ale unor spatii vectoriale. Aceasta idee a fost extinsa
mai tarziu pentru a include si alte structuri matematice, ca de exemplu algebre asociative,
algebre Lie sau algebre Hopf. In acest sens larg, teoria reprezentdrilor oferd instrumente de
baza i metode pentru studiul “simetriilor” care apar intr-o mare varietate de situatii, de la
geometria clasica pana la informatica sau fizica si chimie.

Teoria originala s-a ocupat in principal cu reprezentari peste corpul numerelor reale sau
complexe. Caracterele ordinare ale grupurilor finite au fost definite de catre Frobenius in anul
1896. In urmitorii 15 ani teoria caracterelor si a reprezentarilor complexe a fost dezvoltata
de Frobenius, Schur gi Burnside. In acest timp L.E. Dickson a considerat reprezentari ale
grupurilor cu coeficienti intr-un corp finit. El a ardtat cid daca corpul scalarilor spatiului
vectorial are caracteristica p si p nu divide ordinul grupului G atunci metodele folosite pentru
reprezentarile complexe pot fi folosite fara schimbari esentiale. In schimb, daca p divide
ordinul grupului G, Dickson a aratat ca teoria este total diferita si a numit aceste reprezentari
reprezentari modulare.

Teoria reprezentarilor modulare ale grupurilor finite a fost dezvoltata in continuare de catre
R. Brauer care intre anii 1935 si 1977 a construit aproape in totalitate scheletul a ceea ce
numim astazi teoria clasica a reprezentarilor modulare ale grupurilor. Brauer a definit si stu-
diat conceptele de baza ale teoriei blocurilor, a dezvoltat multe idei importante, a demonstrat
multe rezultate structurale si a aplicat cu succes teoria in studiul structurii grupurilor finite.
De exemplu, rezultatele de teoria caracterelor demonstrate de Brauer folosind teoria repre-
zentarilor modulare au jucat un rol foarte important in progresul spre clasificarea grupurilor
finite simple. El gi-a propus studierea in améanunt a relatiilor dintre teoria reprezentarilor in
caracteristica p, teoria ordinara a caracterelor si structura lui G, in special legate de relatiile
intre p-subgrupurile acestuia. In teoria initiata de Brauer, legatura dintre teoria ordinara si
cea modulara este cel mai bine exemplificata considerdnd algebra grupala a grupului G peste
un inel de valuare discreta O avand corpul rezidual k de caracteristica p si corpul fractiilor IC
de caracteristica 0. Din motive tehnice, se presupune de asemenea ca O este complet relativ
la topologia g-adica, unde g este unicul ideal maximal al lui O. Aceasta permite ridicarea
idempotentilor de la kG la OG (lema lui Hensel).
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Urmatorul pas important in dezvoltarea teoriei i se datoreaza lui J.A. Green, care a initiat
in anii '60 studiul sistematic al modulelor indecompozabile peste algebre grupale si a gasit
multe dintre proprietatile lor importante. El a introdus de asemenea concepte importante
care unifica i extind rezultatele precedente. J.A. Green a observat ca poate fi folosit un
concept comun pentru a aborda atat teoria blocurilor cat gi teoria modulelor. El a definit o
G-algebra ca o O-algebra inzestrata cu o actiune a lui G asupra automorfismelor sale. Algebra
grupala OG si blocul OGb sunt G-algebre in raport cu actiunea prin conjugare. Pe de alta
parte, daca M este un OG-modul, atunci algebra Endp (M) este de asemenea o G-algebra.

Un alt pas esential a fost realizat la sfarsitul anilor '70 prin contributia lui J.L. Alperin, M.
Broué si L. Puig care au pus bazele teoriei p-locale a blocurilor si reprezentarilor. Alperin
si Broué au introdus perechile Brauer i acestea au fost folosite de Broué si Puig in studiul
blocurilor nilpotente. Rafinand aceasta notiune, Puig a definit conceptul de grup punctat al
unei G-algebre si a dezvoltat in anii '80 teoria generala a grupurilor punctate.

Practic, extinzand cercetarile lui Green asupra G-algebrelor, Puig a dezvoltat o noua abordare
a teoriei reprezentarilor modulare ale grupurilor. A introdus noi invarianti, a dat un nou punct
de vedere rezultatelor clasice, a demonstrat importante rezultate de structura si a propus
diverse probleme deschise.

In aceastd tezd ne propunem o abordare modul-teoretica a teoriei lui Puig. Vom dezvolta
si aplica metode de teoria modulelor peste algebre graduate pentru a trata diverse probleme
din teoria G-algebrelor definite peste corpuri mici. Vom interpreta grupurile punctate ale
unei G-algebre ca si clase de izomorfism de anumite module gi vom caracteriza in acesti ter-
meni diverse relatii intre grupuri punctate. Ca gi aplicatii, vom deduce anumite rezultate
din teoria lui Puig asupra grupurilor punctate din rezultate mai generale din teoria modu-
lelor peste algebre graduate. Astfel, vom formula versiunile graduate ale unor proprietati
existente in literatura legate de grupuri punctate pe care le vom demonstra folosind metode
directe, modul-teoretice. Proprietatile referitoare la grupuri punctate se vor deduce usor, ca
si consecinte ale rezultatelor noastre. Avantajele unei astfel de abordari constd nu doar in
caracterul de generalitate al acestor rezultate ci si in faptul ca demonstratiile noastre folosind
tehnici din teoria modulelor sunt directe, mai scurte i simplificate.

O alta directie de cercetare este legata de studiul blocurilor cu defect grup normal peste cor-
puri arbitrare. Structura acestora este binecunoscuta. Folosind tehnici din teoria modulelor
peste algebre graduate vom descrie modulele sursa ale acestor blocuri. In cazul in care o
defect-pereche Brauer a unui bloc este normalizata, vom arata ca exista o echivalenta Morita
graduata intre bloc gi algebra sa sursa.

Prezentam in continuare continutul lucrarii.

In Capitolul 1 dezvoltam metode de teoria modulelor peste algebre graduate pentru a trata
diverse probleme din teoria lui Puig.

§1.1. Prezentam pe scurt notiunile de baza ale teoriei G-algebrelor care vor fi folosite intens
in continuare. Astfel, definim notiunile fundamentale de G-algebra si grup punctat al unei
G-algebre precum si diverse obiecte gi morfisme asociate acestora. Dam de asemenea exemple
importante de G-algebre si grupuri punctate.

§1.2. Fie G un grup finit, A o G-algebra i L un subgrup al lui G. Asociem unui grup punctat
Ly al lui A clase de izomorfism de anumite bimodule peste algebre G-interioare, care au si o
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structurd G-graduata, intr-un mod similar lui Alperin et al. [4]. De fapt vom considera pentru
inceput cazul mai general al H-algebrelor care sunt interioare in raport cu un subgrup normal
K al lui H. Aceastd ipoteza va fi irelevanta totusi in paragrafele urmatoare. Corespondenta
intre punctele unei H-algebre K-interioare si clase de izomorfism de anumite module este data
in Teorema 1.2.8, care este rezultatul central al acestui paragraf. Acest rezultat ne permite o
abordare in termeni de teoria modulelor a unor rezultate legate de grupuri punctate.

§1.3. Astfel, in al treilea paragraf vom caracteriza in acesti termeni relatia de incluziune
intre grupuri punctate (subparagraful 1.3.1) si relatia de proiectivitate relativa (subparagraful
1.3.3). De asemenea, in cazul unei proiectivitati relative intre grupuri punctate punem in
evidenta in Propozitia 1.3.10 o echivalenta Morita indusa de niste bimodule G-graduate. Asa
cum am mentionat anterior, in aceste paragrafe nu consideram ipoteza de interioritate. In
aceasta abordare, algebra graduatd care intra in discutie este R = A % (G, algebra grupald
stramba a lui A g1 G.

§1.4. Caracterizam in termeni de module relatia de libertate relativa intre grupuri punctate
si facem observatia ca aceasta interpretare ne permite sa consideram inductie de grupuri
punctate fara a mai trebui sa trecem la o G-algebra inductiv completa ca in Puig [39, Capitolul
5]. Tot aici prezentam conform [39] definirea restrictiei si inductiei pentru divizorii unei G-
algebre, notiuni care vor fi folosite in capitolul al treilea.

§1.5. Acest paragraf este dedicat teoriei defectului grupurilor punctate. Teorema 1.5.4 da
interpretarea In termeni modul-teoretici a notiunii de defect grup punctat si, ca o aplicatie,
aratam In subparagraful 1.5.5 ca versiunea corespondentei Green pentru grupuri punctate
poate fi dedusa din versiunea acesteia pentru algebre graduate.

Exceptand primul paragraf, in acest prim capitol expunerea se bazeaza pe rezultate originale
obtinute de autoare singura sau in colaborare. Astfel, rezultatele prezentate in paragrafele 1.2
si 1.3 au fost publicate in lucrarea [14] scrisa in colaborare cu prof. A. Marcus, iar rezultatele
originale din paragrafele 1.4 gi 1.5, in lucrarea [15].

Capitolele 2 gi 8 sunt dedicate aplicatiilor, inspirate de teoria G-algebrelor, ale rezultatelor
stabilite in capitolul intai. Vom arata ca anumite rezultate ale teoriei lui Puig pot fi deduse din
rezultate mai generale din teoria modulelor peste algebre graduate. In ambele capitole vom
folosi aceeasi metoda de lucru. Vom formula versiunile graduate ale unor rezultate existente
in literatura legate de grupuri punctate pe care le vom demonstra folosind metode din teoria
modulelor peste algebre graduate, ca de exemplu teoria lui Green a varfurilor si surselor (in
capitolul al doilea) sau teorie Clifford pentru module indecompozabile (in capitolul al treilea).
Rezultatele initiale legate de grupuri punctate se vor deduce usor ca si consecinte ale acestor
rezultate mai generale.

In Capitolul 2 aritim ci un rezultat al lui Zhou [44] care caracterizeaza libertatea relativa
intre grupuri punctate rezulta dintr-un rezultat mai general legat de module induse peste
algebre graduate.

§2.1. Am reunit notiunile si rezultatele de baza ale teoriei lui Green pentru algebre graduate,
ca de exemplu descompunerea lui Mackey, proiectivitate relativa, criteriul lui Higman, varfuri
si surse si corespondenta Green.

§2.2. In [44], Y. Zhou da& o caracterizare a relatiei de libertate relativa intre grupuri punctate
(Teorema 2.2.1). In lucrarea [15] am stabilit un rezultat mai general legat de module induse
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peste algebre graduate (Teorema 2.2.2). Demonstratia ei se bazeaza pe teoria lui Green.
Fixand A o G-algebra, aceasta teorema aplicata algebrei graduate R = AxG implica rezultatul
lui Zhou. Rezultatele din paragraful 2.2 sunt originale si au fost publicate in [15].

In Capitolul 3 aplicim rezultate de teorie Clifford pentru a demonstra doui teoreme din teoria
G-algebrelor si a generaliza notiunea de modul de multiplicitate al unui grup punctat.

§3.1. Fixand un grup G, un inel G-graduat R si un R-modul G-graduat finit generat M, inelul
de endomorfisme E al lui M admite o G-graduare naturala si M devine astfel un (R, E)-
bimodul G-graduat. Teoria Clifford studiaza in detaliu inelul E si functorii Hompg(M, —) si
M ®g —. Rezultatele de teorie Clifford pentru module gr-indecompozabile pe care le folosim
sunt sumarizate aici. Acestea au fost prezentate in limbaj categorial in Marcus [31].

§3.2. Aratam ca teorema de indecompozabilitate a lui Green pentru grupuri punctate rezulta
din versiunea acesteia pentru algebre graduate.

§3.3. In lucrarea [22], teorema lui Fong pentru grupuri p-resolubile si teorema lui Green pentru
p-grupuri, ambele legate de module induse, sunt unificate gi extinse intr-un rezultat general
(Corolarul 3.3.6). Urmand lucrarea [14], formulam in Teorema 3.3.2 versiunea graduata a
acestui rezultat. Demonstratia noastra foloseste abordarea categoriala a teoriei lui Clifford
pentru module indecompozabile gi inductie. De fapt, conform acestei teorii, teorema se reduce
la o teorema similara pentru algebre grupale rasucite peste k.

Paragrafele 3.2 si 3.3 contin rezultate originale obtinute in colaborare cu prof. A. Marcus si
au fost publicate in lucrarea [14].

§3.4. Dam versiunea graduata a notiunii de modul de multiplicitate al unui grup punctat.
Pornind de la o algebrii tare G-graduati R, un R-modul M si U un sumand direct al lui
Res% (M), definim notiunea de modul de multiplicitate al lui U (Definitia 3.4.3). Ardtim ci
aceasta constructie aplicata algebrei G-graduate A x G, unde A este o G-algebra, implica in
cazul algebric inchis, notiunea uzuala de modul de multiplicitate al unui grup punctat. Rezul-
tatele prezentate in acest paragraf sunt continute in lucrarea [18], acceptata spre publicare.

In Capitolul 4 abordam unul dintre exemplele de baza de G-algebra, algebra grupalad si
blocurile algebrelor grupale. Vom descrie algebrele sursa si modulele sursa ale blocurilor
cu defect grup normal peste corpuri arbitrare. In abordarea noastri folosim tehnici din teoria
modulelor peste algebre graduate.

§4.1. Prezentam pe scurt notiuni si rezultate generale din teoria blocurilor algebrelor grupale.
Dam definitia modul-teoretica a defect grupului unui bloc. De asemenea definim urméand
Alperin et al. [4] notiunea de modul sursa si respectiv algebra sursa a unui bloc.

§4.2. Prezentam constructiile gi rezultatele de teoria algebrelor graduate pe care le vom
folosi in demonstratiile rezultatelor noastre de baza. Astfel, definim produsele incrucisate si
algebrele grupale rasucite si dam o caracterizare a echivalentei Morita graduate. Prezentarea
urmeaza in principal Marcusg [30] si Nastasescu [38].

64.3. Asa cum am mentionat, pe tot parcursul acestui capitol consideram cazul k corp ar-
bitrar. Spre deosebire de cazul k algebric inchis, sunt necesare aici nigte notiuni si rezultate
legate de extinderea algebrei coeficientilor. Prezentam aici pe scurt aceste rezultate, urmand
in principal lucrarea Fan [20].
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§4.4. Amintim aici cateva notiuni si rezultate tehnice legate de blocuri si teorie Cliford pentru
blocuri, majoritatea continute in Fan-Puig [23]. Acest paragraf are rolul de a introduce
notatiile necesare formularii rezultatelor noastre din paragraful urmator.

§4.5. Peste corpuri mari structura blocurilor cu defect grup normal a fost descrisa in [27] de
B. Kiilshammer si algebra sursi a fost determinati de L. Puig in [40]. In Alperin et al. [4]
este data o abordare in termeni de module a rezultatelor lui Puig si este introdusa notiunea de
modul sursa iar Marcug [35] aduce in discutie o echivalenta Morita graduata. Abordarea lui
Puig a fost generalizata la corpuri arbitrare in Fan-Puig [23, Teorema 1.17]. In lucrarea [17]
am considerat de asemenea corpuri arbitrare si am generalizat [4, Teorema 13] si [35, Teorema
3.3]. Fie G un grup, b un bloc cu defect grup D al lui OG si A = OGb. Presupunand ca
G normalizeaza o defect b-pereche Brauer, descriem structura modulului sursd al lui b si
demonstram ca exista o echivalenta Morita G/Cg(D)-graduata intre A si algebra sursa a lui
b. Rezultatele centrale ale acestui paragraf sunt Teorema 4.5.3 i corolarele sale 4.5.4 i 4.5.5.

Rezultatele originale din paragraful 4.4 precum si cele din paragraful 4.5 au fost publicate in
lucrarea [17], scrisa in colaborare cu profesorul A. Marcus.

Am incheiat aceasta teza cu un paragraf care cuprinde concluziile asupra rezultatelor obtinute
si perspective pentru cercetari ulterioare in acest domeniu, precum gi cu o lista selectiva a
surselor bibliografice folosite pe parcursul elaborarii acestei lucrari.

Sunt profund recunoscatoare domnului profesor Andrei Marcus pentru indrumarea si ajutorul
pe care mi le-a acordat pe parcursul elaborarii acestei teze. Ii multumesc pentru dedicarea
sa, pentru rabdarea si sprijinul sau continuu.

Multumesc de asemenea domnului profesor Ioan Purdea pentru tot sprijinul si intelegerea
sa, precum si tuturor colegilor de la Catedra de Algebra pentru colaborarea prietenoasa si
atmosfera deosebit de calda din cadrul catedrei.

In final, le multumesc parintilor, fratilor mei gi lui Thomas care mi-au fost alaturi, m-au
incurajat si m-au ajutat in toate modurile posibile in aceasta perioada.

Cluj-Napoca,
Februarie 2008
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Preliminarii si notatii

Grupuri. Pe tot parcursul lucrarii, prin grup vom intelege grup finit, exceptie ficand desigur
grupurile unitatilor si grupurile automorfismelor unor algebre.

Fie G un grup finit i H si K subgrupuri ale sale. Notam cu G/H multimea claselor gH,
g € G, K\G, multimea claselor Kg, g € G si K\G/H multimea claselor duble KgH, g € G.
Pentru orice g € G vom nota 9H subgrupul conjugat {gHg~! | ¢ € G}. Mai mult, notam cu
N¢(H) normalizatorul lui H in G si Cg(H) centralizatorul lui H in G.

Algebre. Descriem pentru inceput inelul care va fi folosit ca inel de baza pe tot parcursul
acestei lucrari. Fie O un inel comutativ, local si noetherian avand corpul fractiilor I de
caracteristica 0 si corpul rezidual £ = O/J(O) de caracteristica p. Notam J(O) = p. Din
motive tehnice, presupunem de asemenea cid O este complet in raport cu topologia p-adica.
Acest lucru permite ridicarea idempotentilor de la kG la OG. Teoria clasica a inelelor ne
asigura ca un astfel de inel exista.

Presupunem de asemenea ca corpul rezidual k este algebric inchis. Aceasta presupunere este
irelevanta in multe cazuri dar este esentiala In marea parte a teoriei reprezentarilor. Totusi,
in anumite situatii vom renunta la aceasta ipoteza si vom generaliza unele rezultate peste
corpuri arbitrare.

Printr-o O-algebra A vom intelege intotdeauna o (-algebra asociativa, cu unitate, care este
finit generata ca si O-modul.

Fie A o O-algebra. Vom nota cu Z(A) centrul sau, cu U(A) grupul unitatilor lui A si J(A)
radicalul sau Jacobson.

Module. Prin modul vom intelege modul stang. Fie R o algebra. Un R-modul va fi privit
frecvent ca un (R, Endgr(M)°)-modul. Vom nota cu J(M) radicalul Jacobson al lui M.
Vom folosi notatia pM si Mg daca M este R-modul si respectiv (R, .S)-bimodul. Notam cu
R-Mod categoria R-modulelor (stangi) si cu R-Proj categoria R-modulelor (stangi) proiective.
De asemenea, notam cu R-mod categoria R-modulelor (stangi) finit generate si cu R-proj
categoria R-modulelor (stangi) proiective finit generate.

Algebre si module graduate. Fie G un grup si R = gec By 0 O-algebra G-graduata
(adica, Ry este O-sumand al lui R si RyRy C Rgp, Yg,h € G). Un R-modul stang M se
numeste G-graduat, daca are o descompunere M = @, M, in suma directa de subgrupuri
aditive astfel incat RgM, C My,, Vg, € G. Un O-morfism f : M — N intre doud R-
module G-graduate este graduat, daca f(M,) C N,, Vo € G. Vom nota cu R-Gr categoria
R-modulelor G-graduate si a morfismelor graduate. Considerand R si S doua algebre G-
graduate, se poate construi in mod natural categoria (R, S)-bimodulelor G-graduate, pe care
o vom nota cu R-Gr-S.

O algebra G-graduata R se numeste tare G-graduata daca Ry R;, = Ry, Vg,h € G. Fie R =
®96G Ry o algebra tare G-graduata. Pentru o submultime X a lui G notam Rx = @, R..



Capitolul 1

(G-algebre si algebre graduate

Notiunea de G-algebra a fost introdusa de J.A. Green ca un concept comun care oferd o
abordare uniforma a reprezentarilor liniare ale grupurilor finite, pe de o parte, si a blocurilor
algebrelor grupale pe de alta parte. De exemplu, teoria G-algebrelor realizeaza o legatura intre
notiunea de varf din teoria reprezentarilor modulare si cea de defect din teoria blocurilor (sau
mai general, intre teoria lui Green si teoria lui Brauer).

In anii ’80, L. Puig a extins rezultatele lui Green si a dezvoltat o noua abordare a teoriei
reprezentarilor modulare ale grupurilor. A introdus noi invarianti, a dat un nou punct de
vedere rezultatelor clasice, a demonstrat importante teoreme de structura si a formulat diverse
probleme deschise.

In acest capitol vom prezenta o abordare modul-teoretica a teoriei lui Puig. Vom dezvolta
metode de teoria modulelor peste algebre graduate pentru a trata diverse probleme din teoria
G-algebrelor. Vom aborda principalele concepte ale acestei teorii: grup punctat, defect grup
punctat, relatia de incluziune intre grupuri punctate, proiectivitate relativa, libertate relativa,
inductie de grupuri punctate si vom da interpretarile lor in termeni de module. Exceptand
primul paragraf care are caracter introductiv, expunerea se bazeaza pe rezultate originale
obtinute de autoare singura sau in colaborare. Rezultatele paragrafelor 1.2 gi 1.3 au fost
publicate in lucrarea [14] scrisd in colaborare cu prof. A. Marcus iar rezultatele originale din
1.4 i 1.5 in lucrarea [15].

1.1 (-algebre si grupuri punctate

In acest paragraf prezentam pe scurt notiunile de baza ale teoriei G-algebrelor pe care le vom
folosi intens in continuare. Vom defini notiunile fundamentale de G-algebra si grup punctat
al unei G-algebre si vom introduce diverse obiecte si morfisme asociate acestora. Fixam O un
inel comutativ, local si noetherian avand corpul rezidual k algebric inchis de caracteristica p.

12



(G-algebre si algebre graduate 13

1.1.1. G-algebre. O G-algebra (sau, mai precis, o G-algebra peste O) este o pereche (A, ¢)
unde A este o Q-algebra gi ¢ : G — Aut(A) este un morfism de grupuri. Actiunea ¢(g) a
lui g € G pe A va fi notata intotdeauna ¢(g)(a) = 9a, pentru orice a € A. Daca A si B
sunt G-algebre, o functie f : A — B se numeste morfism de G-algebre daca este morfism de
O-algebre astfel incat f(Ya) = 9(f(a)), pentru orice g € G si a € A. Pentru orice subgrup H
al lui G, vom nota cu A subalgebra elementelor H-fixate, adici,

Al ={ac A|"a=a,VYh e H}.

O algebra G-interioara este o pereche (A,1) unde A este o Q-algebra si ¢ : G — U(A)
este un morfism de grupuri. Deoarece exista un morfism de grupuri U(A) — Aut(A), care
asociaza lui a € U(A) automorfismul interior determinat de a, orice algebra G-interioara este
in particular o G-algebra.

Exemple importante de G-algebre:

a) Algebra grupala OG este o G-algebra interioarad impreuna cu morfismul structural G —
U(OG), care asociaza lui g € G imaginea sa naturala in OG.

b) Fie U un OG-modul, atunci O-algebra Endp(U) devine o G-algebra interioara cu morfismul
structural

¥ : G — U(Endo(U)) = GLo(U)

care asociaza lui g € G automorfismul ¥(g)(u) = gu. Asa cum s-a mentionat mai sus,
Endp(U) este in particular o G-algebra, si actiunea lui g € G pe ¢ € Endp(U) este data
de (9¢)(u) = gp(g~u), unde v € U. Mai mult, pentru orice subgrup H al lui G, are loc

(Endo(U)™ = Endop(U).

c) Daca A este o G-algebra interioara cu morfismul structural ¢ : G — U(A), atunci pentru
orice subgrup H al lui G si orice idempotent i € A, algebra iAi devine o algebra H-interioara
cu morfismul structural o' : H — U(iAi), ¥'(g) = ¥(g)i(= i (g)).

Conceptul de G-algebra a fost introdus de Green ([26]). Definitia G-algebrei interioare i se
datoreaza lui Puig ([40]). Se poate spune ca, intr-un anume mod, teoria blocurilor si teoria
modulelor sunt unificate sub acelasi concept de G-algebra. In afard de avantajul elegantei,
aceastii, abordare are multe alte beneficii. In primul rand, toate conceptele se pot aplica si
la alte obiecte, ca de exemplu diagrame de OG-module. Pe de alta parte, unii invarianti
sau constructii care au fost folositi cu succes intr-o teorie pot fi introdusi pentru G-algebre
arbitrare si aplicati gi la alte obiecte.

1.1.2. Morfismul lui Brauer. Fie A o G-algebra si H si K subgrupuri ale lui G astfel

incat K < H. Atunci are loc A# C AX gi aceasts incluziune este in particular o aplicatie

O-liniara, numita aplicafia de restrictie si notata res%.

Exista si o aplicatie In sens opus, numita aplicatia urmda, definita astfel:

el AR - A7 Trl(a) = Z ha.
he[H/K]

Vom nota A = Tm(Tr).
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Introducem acum un alt concept cheie, morfismul lui Brauer. Fie P un subgrup al lui G.
Surjectia canonica Brﬁ : AP — A(P), unde

APy =A"/(> " AL+ J(0)AT),
Q<P

se numeste morfismul lui Brauer corespunzator subgrupului P. Din constructie, Brp este un
morfism de Ng(P)-algebre. In cazul algebrelor grupale conceptul de morfism al lui Brauer a
fost introdus de Brauer (1956) dar folosind un alt punct de vedere. Ideea de a defini un astfel
de morfism pentru G-algebre arbitrare i se datoreaza lui Broué si Puig (1980).

1.1.3. Grupuri punctate. Amintim cd o € A este un punct al unei O-algebre A daca «
este o clasa de conjugare de idempotenti primitivi ai lui A. In [40] Puig defineste notiunea de
grup punctat H, al unei G-algebre A ca fiind o pereche (H, ) unde H < G si o € P(AH).

Exemple:

a) Deoarece (OG)¢ = Z(OG), un punct al lui G pe OG (cu G actionand prin conjugare) este
de forma {b}, unde b este un un idempotent central primitiv al lui OG (adica un bloc al lui

0G).

b) Fie U un OG-modul i A = Endp(U). Am vazut cd A este o G-algebra interioara si
dacd H este un subgrup al lui G, A¥ = Endpy(U). Se arata usor ca, f € AY este un
idempotent primitiv daca si numai daca f(U) este un sumand direct indecompozabil al lui
Resg U. Prin urmare, exista o bijectie Intre multimea punctelor lui H pe A si multimea
claselor de izomorfism de sumanzi directi indecompozabili ai lui Resg U.

c) Algebra de matrici M,(O) are un unic punct. Descompunerea primitiva a lui 1,4, (o) este
multimea {e; | 1 < i < n}, unde e; este matricea avand 1 pe pozitia (i,i) si zero in rest. Se
verfica ugor ca idempotentii e; sunt toti conjugati.

d) Punctele unui subgrup H al lui G pe OG corespund bijectiv multimii claselor de izomorfism
de (OG, OH)-sumanzi directi indecompozabili ai lui OG. Mai exact, conform teoremei Krull-
Schmidt, pentru orice puncte v si 7 ale lui H pe G, si orice i € v si ¢/ € «/, existd un
izomorfism de (OG, OH)-bimodule OGi ~ OGi' daca gi numai daca v = +'.
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1.2 Module asociate grupurilor punctate

Conceptul de baza al teoriei lui Puig este notiunea de grup punctat. In acest paragraf stabilim
nigte corespondente intre G-algebre si algebre graduate care permit interpretarea grupurilor
punctate ca si clase de izomorfism de anumite module. Astfel, anumite rezultate din teoria
lui Puig asupra grupurilor punctate pot fi deduse aplicand metode din teoria modulelor.

1.2.1. Fie G un grup, R = ®g€G R, o algebra tare G-graduata si M un R-modul. Deoarece
RyR,-1 = 1,Vg € G, exista un numar natural n > 0 si elementele 1, ...,x, € Rysi 2}, ..., x), €

Ry-1 (numite baze duale) astfel incat

n
Z zix, = 1.
i=1
Daca ¢ € Endg, (M), se defineste

I(m) = wip(aim),Ym € M,

=1

aceasta definitie fiind independenta de alegerea bazei duale. Astfel Endg, (M) devine o G-
algebra. Mai mult, este binecunoscut faptul ca

(1.1) (Endp, (M) = Endg, (M),
pentru orice subgrup H al lui G.
In lucrarea [11], Dade a stabilit urmatorul rezultat:

Teorema 1.2.2. Pentru orice G-algebra A se poate construi in mod natural un izomorfism
de G-algebre A : A — Endpg, (M), unde R este o algebra tare G-graduata si M un R-modul
finit generat.

Demonstratie. Se considera R = A x G algebra grupala stramba a lui A cu G. Astfel,
R =P 4y
geqG

este A-modulul liber avand ca baza elementele lui G. Multiplicarea in R este data de formula:
(az)(by) = a®bxy,Vx,y € G,a,b € A.

Se observa ca R este o algebra tare G-graduata, cu g-componenta Ag. Deoarece 1g € Ag este
un element inversabil, algebra grupala stramba este chiar un produs incrucigat. Observam de
asemenea ca aplicatia a — alg este un izomorfism de algebre de la A la Ry = Alg.

Se construieste pe grupul aditiv al lui A o structura de R-modul M astfel:
(ax)b=0a"b,Vbe M = A,z € G,a € A.

Observam cé restrictia lui M la R; este modulul 4 A. Rezulta cd M este finit generat ca si
R-modul si ca existda un izomorfism natural de algebre

A: A — Endg, (M)°P
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definit astfel
A(a)(b) = ba,Ya € A,b e M.

Se demonstreaza ugor ca A\ pastreaza actiunea lui G pe A si pe Endg, (M)°P. O

Observatia 1.2.3. Fie A o G-algebra, H un subgrup al lui G si o € P(A). Conform relatiei
(1.1) gi Teoremei 1.2.2, A(«) este un idempotent primitiv al algebrei Endg, (M)°P. Deci,
grupului punctat H, al lui A ii corespunde prin izomorfismul A din Teorema 1.2.2 un Rpy-
sumand direct indecompozabil al lui M. Astfel, exista o bijectie intre grupuri punctate si clase
de izomorfism de Rp-sumanzi directi indecompozabili ai lui M, unde H parcurge multimea
subgrupurilor lui G. Daca ¢ € «, atunci Rp-modulul corespunzator este Ai. Rezulta ca,
stabilind rezultate corespunzatoare pentru module peste algebre graduate, anumite rezultate
din teoria lui Puig a grupurilor punctate pot fi deduse din acestea ca si consecinte.

1.2.4. O abordare similard este realizata in [14]. Aici consideram cazul mai general al H-
algebrelor care sunt interioare in raport cu un subgrup normal al lui H. Asociem unui grup
punctat al unei astfel de algebre, clase de izomorfism de bimodule peste algebre H-interioare
care au o structura graduatd, intr-un mod similar lui Alperin et al. in [4]. In cele ce urmeaza,
prezentam aceste rezultate, urmand lucrarea [14].

Fie H un grup finit, K un subgrup normal al sau §i G = H/K. Vom privi algebra grupala
OH ca o O-algebra G-graduata in modul natural.

Conform [39, 4.2], o H-algebra K -interioara peste O este o O-algebra A impreuna cu doua
morfisme de grupuri ¢ : H — Aut(A) si ¢ : K — U(A) astfel incat pentru orice x € H,
y€ K gia€ Aavem

(y-a)* =y"-a”

af =y 'a-y,

unde y - a = ¥ (y)a, a-y = a(y) si a® = p(x)"(a).
Ca i in [39, Cap 9], orice H-algebra K-interioarda A determina o O-algebra G-graduata
R =@, Ry astfel:

R=AgoxOH= @ Aw®az,
z€[H/K)]

(a@z)(b®y) =a"b® xy,
pentru orice a,b € Asi x,y € H. In particular, avem
1Iez)(l®y) =1y,
deci exista un morfism de algebre G-graduate
v:0OH — R, ¢(h)=1®h,Vh € H.
Reciproc, daca R = @ gec By este o O-algebra G-graduatd astfel incat ¢ : OH — R este

un morfism de algebre G-graduate, este usor de verificat cd A := R; este o H-algebra K-
interioara, unde

o H— AutA,  o(h)(a) = ¢(h)ap(h) ™,
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Y : K — U(A) este restrictia lui 1.
Prin urmare, existd o corespondenta bijectiva intre H-algebre K-interioare si algebre G-

graduate H-interioare. Vom generaliza acest rezultat in cazul algebrelor tare graduate.

1.2.5. Daca ¥ : S — R este un morfism de O-algebre tare G-graduate, atunci R; devine un
A(S ®p S°P)-modul via 1, unde

A(S ®0 SP) = EP(Sy @0 SP)
geG

este subalgebra diagonala si
(s ® 5;1*1)7“1 = w(sg)rlw(‘g;ﬂ%

pentru orice 71 € Ry, sy € S, s;,l € Sg¥, iar 91 : S1 — Ry este un morfism de A(S ®p S°P)-
module si de O-algebre.

Reciproc, daca S gi A sunt O-algebre astfel incat S este tare G-graduata si A este un A(S®p
S°P)-modul si ¢ : S1 — A este un morfism de O-algebre si de A(S ®p S°P)-module, atunci
putem construi O-algebra G-graduata R astfel:

R:S®51A,

n
(sg ®s, a)(sp ®s, b) = Z 54001 @5, (071, Q0 sp)a - b,
i=1

unde pentru orice h € G, {o;n} C Sh, {0} ,} C Sp-1 astfel incat » ;' | ;0. , = 1, sunt
bazele duale corespunzatoare lui h. Prin urmare Ry = A, si

S —S®s A, P(sg) = 59 ®g,; 1
este un morfism de algebre tare G-graduate. Conform [30, 1.6.2], au loc izomorfismele
(S Ko SOp) ®A(S®Osop) A~S ®s, A~ A Xs; S,

de (51, S1)-bimodule; deci prin transport de structura, (S ®o SP) @a(seeser) 4 si A @5, S
devin O-algebre G-graduate.

1.2.6. Pentru a enunta teorema principala a acestui paragraf introducem nigte notatii.

Fie R o algebra G-graduata impreuna cu morfismul ¢» : OH — R de algebre G-graduate si
notam A = R;. Daca L este un subgrup al lui H, vom nota cu

L=LK/K<G.

Astfel Ry poate fi privita ca si o algebra L-graduats L-interioars.

R devine un OH-modul drept via ¢ : OH — R si vom considera R ca si un (R, OH )-bimodul
G-graduat, deci un R ®¢ (OH)°P-modul. Prin urmare, A = R; este un A(H)-modul, unde

A(H) = AR ®0 (OH)®) = (R, w0 (OH)P).
geG
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In particular,
A(L) = P(Ry ®0 (OL)P)
geL
este subalgebra diagonala a lui R®p (OL)°P, si A devine un A(L)-modul. Facem urmatoarea

observatie care va fi folosita in paragraful urmator.

Observatia 1.2.7. Exista un morfism injectiv evident A(L) — A(H)y, dar acesta nu este in
general izomorfism.

Urmatoarea teorema stabileste o bijectie intre puncte ale unei H-algebre si clase de izomorfism
de anumite module. Acest rezultat ne va permite sa dam o abordare in termeni de teoria
modulelor unor rezultate legate de H-algebre si grupuri punctate.

Teorema 1.2.8. Exista bijectii intre urmatoarele mulfima:
(1) P(A");
(2) multimea claselor de izomorfism de A(L)-sumanzi directi indecompozabili ai lui A;

(3) multimea claselor de izomorfism de sumanzi directi indecompozabili ca (Ry, OL)-bimodule
L-graduate ai lui Ry

(4) multimea claselor de izomorfism de sumanzi directi indecompozabili ca (R, OL)-bimodule
G-graduate ai lui R.

Demonstratie. Conform unui rezultat clasic din teoria generala a modulelor, exista o bijectie
intre multimea (2) si multimea punctelor lui Endaz)(A)°P. Consideram functia:

® : Enda(z)(4)® — AL, d(f) = f(1).

Se verifica usgor ca ® este bine definitd gi ca este un izomorfism de O-algebre. Deci, functia
care asociaza lui « clasa de izomorfism a lui A7, unde i € a, stabilegte o bijectie intre multimile

(1) si (2).

Pentru a stabili celelalte bijectii, folosim rezultate din teoria modulelor graduate, prezentate
in [30]. Se stie ca functorul:

Ry ®4 — : A(L)-Mod — Ry -Gr-OL

induce o echivalenta de categorii. Deoarece Ry ® 4 Ai ~ Ry, este demonstrata deci si bijectia
intre (2) si (3).

Privim Ryi ca un (Rp ® (OL)°)-modul L x L/§(L)-graduat si Ri ~ R ®@g. Ryi ca un
(R®0(OL)°P)-modul (GxL)/§(L)-graduat. Conform unei teoreme a lui Dade ([30, Propozitia
1.3.3]), functorul

R&g, —: (L x L/§(L), Ry ®0 (OL)°?)-gr — (G x L/5(L), R®o (OL)°P)-gr

este o echivalenta de categorii. Rezulta astfel bijectia intre multimile (3) si (4). O
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Observatia 1.2.9. Observam ca dacd A este o G-algebra, algebra graduata corespunzatoare
R = A®p OG este chiar A x G, algebra grupala stramba a lui A cu G. In acest caz,

A =A(R®o (0G)®) = P(R, @ g) ~ R,
geG
si daca L < @G,

A = @(Rg @ g) ~ Rp;
geL

in particular, avem A; ~ A. Remarcam ca in acest caz particular, bijectia dintre multimile
(1) si (2) data de Teorema 1.2.8, este chiar cea prezentata in Observatia 1.2.3.
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1.3 Proiectivitate relativa

Corespondenta stabilitd in Teorema 1.2.8 permite interpretarea grupurilor punctate ale unei
G-algebre ca si clase de izomorfism de anumite module. In acest paragraf vom caracteriza
relatia de proiectivitate relativa intre grupuri punctate in acesti termeni.

In acest paragraf A este o G-algebra si R = A x G algebra stramba G-graduata a lui A si G.
Nu consideram ipoteza de interioritate ca si in paragraful anterior, pentru a evita dificultatea
mentionata in 1.2.7.

1.3.1. Relatia de incluziune intre grupuri punctate. Una dintre ideile fundamentale
ale teoriei G-algebrelor este de a privi grupurile punctate ca si generalizari ale subgrupurilor,
de exemplu introducand o relatie de incluziune intre grupuri punctate care generalizeaza
relatia de incluziune intre subgrupuri. Pentru definirea acestei relatii se foloseste aplicatia de
restrictie. Definim pentru inceput aceasta relatie.

Fie L, si L/, grupuri punctate ale lui A. Se spune ca L, este inclus in L., si se noteaza
L, < L,, dacd L < L’ si pentru orice i/ € o exista i € « astfel incat ¢ apare intr-o
descompunere a lui resil(i’ ). Relatia de incluziune intre grupuri punctate este o relatie de
ordine (vezi [43]).

Relatia de incluziune intre grupuri punctate este usor de interpretat in termeni de module.

Observatia 1.3.2. Fie L, si L, grupuri punctate ale lui A. Fie i’ € o i presupunem L < L'.
Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) Lo < L:)/;

(i) existd i € a astfel incat Ai este un Rps-sumand direct al lui Res?, Ai’, unde Ai si Ai’ sunt
modulele indecompozabile corespunzatoare lui L, si respectiv L/ ,.

1.3.3. Proiectivitate relativa. Vom defini acum o alta relatie intre grupuri punctate,
numita relatia de proiectivitate relativa, folosind aplicatia urma. Se spune ca L/, este proiectiv
relativ la Ly, daci L < L' si o/ C Tri(AFaAD).

In [43, Lema 14.1] este data o conditie echivalentd pentru proiectivitatea relativa:

Lema 1.3.4. Fie A o G-algebra, Lo si L, doud grupuri punctate pe A, i € o i7" € o si
presupunem ca L < L'. Atunci L', este proiectiv relativ la Lo dacd si numai dacd existd
a,b e AL astfel incat ' = Tr¥ (aib).

Urmatoarea teorema da o caracterizare a relatiei de proiectivitate relativa intre grupurile
punctate ale unei G-algebre in termeni de module. Folosim notatiile din Teorema 1.2.8.
Amintim ca, conform Observatiei 1.2.9, In acest caz A ~ R, unde R = A x G.

Teorema 1.3.5. Fie L, si L, grupuri punctate pe A. Urmatoarele conditii sunt echivalente:
(i) L, este proiectiv relativ la Ly ;
(i) Ai" este un Aps-sumand direct al lui Ay @a, Ai;

(iii) Ri’" este un sumand direct al lui Ri ®or, OL' ca si (R, OL')-bimodule G-graduate.
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Pentru demonstratia teoremei vom folosi doua leme mai generale. Prima este o generalizare
de la algebre grupale la algebre tare G-graduate a Propozitiei 17.11 din [43].

Lema 1.3.6. Fie R o O-algebra tare G-graduata, M un R-modul $i consideram G-algebra
A = Endg, (M). Fie H, si Kg grupuri punctate pe A, si fixam i € o, j € 5. Atunci H,
este protectiv relativ la Kg daca si numai daca i(M) este izomorf cu un sumand direct al lui
Ry ®RK ](M) :

Demonstratie. Este binecunoscut faptul ci A7 = Endg,, (M) si AX = Endg, (M), deci i(M)
este un Rpy-sumand direct indecompozabil al lui M, si j(M) Ri-sumand direct indecom-
pozabil al lui M. Presupunem ca H, este proiectiv relativ la Kz. Conform Lemei 1.3.4
existd a,b € AKX astfel incat i = Trif(a o j o b). Ry-endomorfismul i o a se restrictioneaza la
Ry-morfismul j(M) — i(M), v +— (ioa)(v), care induce Rp-morfismul

T Ry Qpry j(M) — i(M), 7(rp®v) =rp(ioa)(v) =i(ry(a(v))).

Consideram acum elementul j o b € AX. Ry-morfismul i(M) — j(M), v+ (j o b)(v) induce
Rpy-morfismul

o :i(M) = Ry ®py j(M), o()= > > rap®(job)(ry ),
he[H/K] k=1

unde [H/K] este o multime de reprezentanti de clase la stanga ale lui K in H, si pentru orice
heG, fierpi,....,Thn € Ry, T 1557}, € Rp-1 astfel incat > 0 rppry, . = 1.

Avem oo :i(M) — i(M) si pentru orice v € i(M)

(roo)(v) = Z Zrhk(ioaojob)(rhkv)

he[H/K] k=1

=i( Y Maojob)(v))

he[H/K]
= i(Trl (a0 job)(v)) = (i0i)(v) = v.
Prin urmare o este o sectiune a lui 7, si deci i(M) este izomorf (via o) cu un sumand direct
al lui Ry Qg J(M).

Pentru implicatia inversa, se foloseste ca j(M) este un Ri-sumand direct al lui Ry ®pg,. j(M),
deci aplicatia identica a lui Ry ®p, j(M) este aplicatia urma a proiectiei pe j(M) (vezi
demonstratia Propozitiei 17.11 [43]). O

Lema 1.3.7. Fie R i S algebre G-graduate, A = A(R ®@p S°P), K un subgrup al lui H gi
M un Ag-modul. Daca M = R®pr, M1, atunci

(1) Ry ®Rr, (Ag ®a, Mi) ~ My ®g, Su ca si (Ru, Sg)-bimodule H -graduate.
(2) R®pr, (Ag ®a, M1) ~ M g, Su ca si (R, Su)-bimodule G-graduate.
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Demonstratie. (1) Conform [30, Lema 1.6.3], avem urmatorul izomorfism de (Rg, Sgr)-bimodule
H-graduate:

(Ri @0 S) @ay (Am @a, M)

~ (Ry ®0 S7) ®a, M

~ (Ryg ®o S ) ®RK®OSOD (Rg ®0 S p) ®a, M
~ (Ryg ®0 Sr) Brieorp MK
~ Ry QR My RSy Sy~ Mg RSk SH.

Ry ®r, (Ag ®a, M) ~

(2) este o consecinta imediata a lui (1). O

Demonstratie. (pentru Teorema 1.3.5) Folosim Lema 1.3.6 cu A in loc de R, A in loc de M,
L', inloc de Hy, L, in loc de Kg, si se observa ca

Enda, (4)°? ~ End4(A)°P ~ A.
Echivalenta dintre (i) si (ii) este astfel demonstrata.
Folosind Lema 1.3.7 avem
Ai’ | A @pa, Al <= R | Ry @R, (A ®a, At)

— R/’ | Ryt ®or or’

<= Ri' | Ri ®or OL,
ceea ce implica echivalenta dintre (ii) si (iii). O
1.3.8. Fie L si L’ subgrupuri ale lui G astfel incat L < L' si i € AL, In general, daci i este
un idempotent al lui A%, Tr¥ i7 ( ) nu este un idempotent. Totusi daca se presupune ca pentru
orice x € L'\ L avem #* = 0, atunci T?"L (1) este un idempotent. Daca i satisface conditia
precedenta se spune ca i are L’ /L-urma ortogonala. Existenta L’/L-urmelor ortogonale este

necesara pentru a defini inductie pentru divizori (vezi [39, Propozitia 5.6]). In paragraful
urmator vom prezenta definitia restrictiei i inductiei pentru divizorii unei G-algebre.

Propozitia urmatoare stabilegte un izomorfism de bimodule graduate.
Propozitia 1.3.9. Presupunem cd i € o, a € P(AL) are o L'/L-urmd ortogonald. Atunci

RTrF (i) ~ Ri @0, OL' privite ca (R, OL')-bimodule G-graduate.

Demonstratie. Definim functia

0:Ri®o, OL — R Z ", i@z e ra T,
he[L\L']

pentru orice 7 € R, € L', unde [L \ L'] este o multime de reprezentanti de clase la dreapta
ale lui L in L.

Se verifica ugor ca ¢ este un izomorfism. Observam de asemenea ca

Ri®oL,OL' = P Riwoz,
ze[L\L']

si o asociaza sumandului R¢ ® x sumandul R:”. O
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In cazul proiectivitatii relative intre doua grupuri punctate, exista o echivalenta Morita indusa
de nigte bimodule G-graduate.

Propozitia 1.3.10. Fie L, si L, grupuri punctate pe A astfel incit Lo, < L', si L, este
proiectiv relativ la Lo,. Fiei € a sii' € o astfel incdt i = i'it’. Atunci bimodulele G-graduate
iRi" si i’ Ri induc o echivalenta Morita intre algebrele G-graduate iRi si i’ Ri’.

Demonstratie. Conform unei caracterizari a echivalentei Morita data in [43, Propozitia 9.9],

trebuie si aratam ca i’ Ri'ii’ Ri’ = i/ Ri’, sau echivalent, ca i RiRi’ = i’ Ri’. Dar aceasta are
13 . . ’ .

loc pentru ci, conform Lemei 1.3.4, i/ = Tri (aib), unde a,b € A", d
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1.4 Libertate relativa

Fie A o G-algebra. In acest paragraf vom defini o alta relatie pe multimea grupurilor punctate
ale lui A, relatia de libertate relativa, si vom caracteriza aceasta relatie in termeni de module.
Vom aminti, urmand [39], definirea restrictiei gi inductiei pentru divizorii unei G-algebre,
notiuni care vor fi folosite i in capitolul al treilea.

1.4.1. Inductia si restrictia divizorilor. Definim pentru inceput notiunea de divizor al
unei O-algebre A. Notam cu P(A) multimea punctelor lui A. Se numeste divizor al lui A
orice functie m : P(A) — N. De fapt, multimea divizorilor lui A se poate identifica cu partea
pozitiva GT(A) a grupului Grothendieck G(A) al lui A, care este grupul abelian liber generat
de clasele de izomorfism de A-module proiective indecompozabile, si P(A) se identifica cu
baza lui canonica. Astfel P(A) C D(A), adica putem identifica un punct a cu divizorul
determinat de «.

Orice idempotent i al lui A determini un divizor p!y al lui A definit astfel x4 () = mi, unde
m!, este multiplicitatea lui a intr-o descompunere a lui i ca suma de idempotenti primitivi si
ortogonali.

Daci A este o G-algebri si H < G, vom nota cu D(A) multimea divizorilor lui A, Fie H
si K doua subgrupuri ale lui G astfel incat K < H. Notiunile uzuale de restrictie si inductie
intre OH si OK-module pot fi extinse la restrictie gi inductie de divizori ai lui H si K pe A.

In primul rand, deoarece A¥ C AK | existi o unicd aplicatie liniar
restt : D(AT) — D(AF),

astfel incat, pentru orice idempotent j € AX, res%(ui‘ n) = ui‘ o, numita aplicatia de restrictie
pentru divizori.

Pentru a defini inductie pentru divizori se folosegte notiunea de urma ortogonala. Am vazut
in paragraful anterior c& un idempotent j € AX are H/K-urma ortogonali dacd pentru orice
g € H\ K avem jj9 = 0. O G-algebra A se numeste inductiv completd daca pentru orice
grup punctat Hg al lui A, exista j € § astfel incat j are G/H-urma ortogonala. Urmatoarele
rezultate 1i apartin lui Puig [39, Capitolul 5].

Teorema 1.4.2. Fie A o G-algebra inductiv completa. Atunci, pentru orice subgrupuri H §i
K ale lui G astfel incat K < H existd o unica aplicatie liniara

ind% : D(AK) - D(AM),
astfel incdt, pentru orice idempotent i € AX care are urmd H/K -ortogonald, avem

. ; Tri(i

ind (uiy) = oy
Teorema 1.4.3. Pentru orice G-algebra A, exista o algebra inductiv completa B si un divizor
w € D(B%) astfel incit A ~ B,, (deci in particular, A si B sunt Morita echivalente).

1.4.4. Libertate relativa. Definim acum relatia de libertate relativa intre grupuri punctate.
Fie G, si Hg grupuri punctate ale lui A. Spunem ca G, este liber relativ la Hy daca exista
i€ aglje [ astfel incat i = Trg(j) si 779 = 0 pentru orice g € G\ H.



(G-algebre si algebre graduate 25

Presupunem ca G, este liber relativ la Hg. Atunci este evident ca G, este relativ proiectiv
la Hg. Mai mult, avem ca Hg < G, pentru ca ij = j = ji conform definitiei.

Am vazut ca, folosind bijectia stabilitd in Teorema 1.2.8 putem interpreta un grup punctat
Hpg al lui A ca si o clasa de izomorfism de Ry-sumanzi directi indecompozabili ai lui A, unde
R = A % GG este algebra grupala stramba a lui A cu GG. Aceastd interpretare ne permite sa
consideram inductie de grupuri punctate fara a mai trebui sa trecem la o algebra inductiv
completa ca mai sus.

Relatia de libertate relativa este usor de interpretat in termeni de module. Fie G, si Hz doua
grupuri punctate pe A si fie Ai, i € a si Aj, j € 8, R respectiv Ry-modulele indecompozabile
corespunzatoare. Avem ca G, este liber relativ la Hg daca si numai daca Ai ~ R®Qpg,, Aj. In
paragraful 2.2 vom da o demonstratie modul-teoretica a unei teoreme a lui Zhou ([44]), care
da o caracterizare a libertatii relative folosind notiunile de restrictie i inductie de divizori.
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1.5 Defect grupuri punctate

In continuare prezentim pe scurt notiunile gi rezultatele de baza din teoria defectului grupu-
rilor punctate, care este o reducere la cazul p-grupurilor si al punctelor locale. Vom interpreta
notiunea de defect grup punctat in termeni de module. Teoria clasica a a defectului i se da-
toreaza lui Brauer in cazul algebrelor grupale si lui Green in cazul OG-modulelor. Tratarea
comuna folosind G-algebre a fost initiatd de Green ([26]) si extinsd de Puig in [41].

1.5.1. Amintim ca un grup punctat P, al unei G-algebre A se numeste grup punctat local daca
P, este minimal in raport cu relatia de proiectivitate relativa intre grupuri punctate. Spunem
cd un grup punctat P, este defect grupul punctat al lui G, dacd P, < G, G, este relativ
proiectiv la P, si P, este local. Este binecunoscut faptul ca un astfel de defect grup exista
si ca defect grupurile punctate ale lui G, formeaza o unica clasa de G-conjugare. Enuntam
acum un rezultat important din teoria defectului (Teorema 18.3, [43]). Facem observatia ca,
cuvantul minimal gi maximal se refera la relatia de incluziune intre grupuri punctate.

Teorema 1.5.2. Fie H, grup punctat al unei G-algebre A. Urmatoarele conditii asupra unui
grup punctat P, sunt echivalente:

(1) Py este defectul lui Hy;
(2) Py este grup punctat minimal cu proprietatea cda H, este relativ proiectiv la Py;
(3) P, este grup punctat mazximal astfel incat Py este local si Hy, > P,.

1.5.3. Fie A o G-algebra gi R = A % G algebra grupala stramba corespunzatoare. Grupurilor
punctate Gy, si Py le corespund modulele indecompozabile r,Ai (i € «), si respectiv r,Ae
(e € 7). Conform Observatiei 1.3.2, relatia P, < G, este echivalentd cu proprietatea ca
Ae este izomorf cu un sumand direct al lui Res%(A7). De asemenea, conform Teoremei 1.3.5,
relatia G, este proiectiv relativ la P, este echivalenta cu proprietatea ca Ai este izomorf cu un
sumand direct al lui Ind%(Ae). Pentru a caracteriza defect grupul mai trebuie si interpretim
cuvantul “local”. Deducem astfel usor urmatoarea teorema.

Teorema 1.5.4. Fie A o G-algebra si R = A x G algebra grupald strambd a lui A si G.
Fie G, si P, grupuri punctate pe A si Ai, i € o si Ae, e € v, R respectiv Rp-modulele
indecompozabile corespunzdtoare.

(1) Py este local daca si numai daca Ae nu este proiectiv relativ la un subgrup propriu al lui
P. Altfel spus, Py este local daca si numai daca P este varful lui Ae.

(2) Py este defectul lui G, (adica P este varful lui Ai si Ae este sursa lui Ai) dacd si numai
daca urmatoarele trei conditii sunt indeplinite:

(i) Ae nu este proiectiv relativ la un subgrup propriu al lui P (altfel spus, Ae are varf
P);

(ii) Ae este izomorf cu un sumand direct al lui Res%(Ai);

(iil) Ai este izomorf cu un sumand direct al lui Ind%(Ae).

1.5.5. Corespondenta Green pentru grupuri punctate. Folosind caracterizarea de-
fect grupurilor punctate data de teorema anterioara, versiunea corespondentei Green pentru
grupuri punctate [43, Teorema 20.1] poate fi ugor dedusa din versiunea pentru algebre gradu-
ate ([30, Teorema 1.4.23]).
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Teorema 1.5.6. Fie A o G-algebra, Py un grup punctat local pe A si H un subgrup al lui G
care contine Ng(Py).

(1) Dacd a este un punct al lui A® astfel incat P, este defectul lui G, atunci exista un unic
punct 3 al lui A" astfel incadt P, < Hg<G,.

orespondenta definita in este o bijectie intre mulfimile
2) C d definita in (1 bijectie lgimal
{a € P(AY) | P, este defect grupul lui Go} si

(B € P(AT) | P, este defect grupul lui H g}.

Bijectia data in punctul (2) al teoremei anterioare se numeste corespondenta Green. Daca
« corespunde lui § prin aceasta bijectie, atunci 5 se numeste corespondentul Green al lui a.
Spunem de asemenea ca grupul punctat Hg este corespondentul Green al lui G,,.



Capitolul 2

Aplicatii ale teoriei lui Green

Urmatoarele doua capitole sunt dedicate aplicatiilor, inspirate de teoria (G-algebrelor, ale
rezultatelor anterioare. Vom arata ca anumite rezultate ale teoriei lui Puig pot fi deduse din
rezultate mai generale din teoria modulelor peste algebre tare graduate. Astfel, in aceste
capitole vom formula versiuni graduate ale unor rezultate din teoria grupurilor punctate.
Vom da demonstratii directe, modul-teoretice, folosind metode de teoria modulelor peste
algebre graduate, ca de exemplu teoria lui Green a varfurilor si surselor (in capitolul al doilea)
sau teorie Clifford pentru module indecompozabile (in capitolul al treilea). Proprietatile
referitoare la grupuri punctate se vor deduce usor, ca si consecinte ale rezultatelor noastre.

In acest capitol vom arita ci un rezultat al lui Zhou ([44]) care caracterizeazi relatia de
libertate relativa Intre grupuri punctate ale unei G-algebre, rezulta dintr-un rezultat mai
general legat de module induse peste algebre graduate. Primul paragraf prezinta pe scurt
notiunile gi rezultatele de baza ale teoriei lui Green pentru algebre graduate care vor fi folosite
in continuare. In al doilea paragraf enuntam si demonstram versiunea graduata a teoremei lui
Zhou. Rezultatele continute in al doilea paragraf sunt rezultate originale obtinute de autoare
si sunt publicate in lucrarea [15].

2.1 Varfuri, surse si corespondenta Green

Corespondenta stabilita de J.A. Green in anul 1964 permite reducerea studiului unor pro-
prietati ale modulelor indecompozabile peste o algebra grupald kG, unde k este un corp a
carui caracteristica divide ordinul grupului G, la studiul modulelor indecompozabile peste
kENg(P), unde P este un p-subgrup al lui G. Se poate spune c&, intr-un anumit sens, teoria
lui Green a varfurilor si surselor reduce studiul kG-modulelor la cazul unui p-grup P. In
[11] Dade a afirmat ca aceasta corespondenta are loc si in cazul algebrelor tare graduate,
iar demonstratii detaliate apar in [8] si [37]. Prezentam pe scurt urmand [30], conceptele si
rezultatele generale ale acestei teorii.

28
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2.1.1. Pentru inceput vom prezenta formula de descompunere a lui Mackey, notiunea de
proiectivitate relativa si criteriul lui Higman pentru module peste algebre tare G-graduate.
Aceste rezultate reprezinta ingredientele de baza ale teoriei lui Green. Mentionam ca aceste
rezultate au loc intr-un cadru mai general, cand O este un inel comutativ.

Fixam un grup G si o O-algebra tare G-graduata R = @, ., R.. Fie H si K doua subgrupuri
ale lui G. Daca K < H i V este un Rg-modul, modulul indus Ind% V este Rpy-modulul
Ry ®pr, V. Daca U este un Ri-modul, vom nota Resg U, restrictia lui U la Rg.

Formula lui Mackey stabileste o relatie intre inductie si restrictie. Fie H si K subgrupuri
ale lui G. Atunci R este un (Rp, Ry )-bimodul, proiectiv ca i Rp-modul stang respectiv
Rg-modul drept si avem:

RyBRRy = @ Rugx = @ Ry ®unok Rok
9E[H\G/K] ge[H\G/K]
unde izomorfismul Ry @prex Rox ~ Rugi este indus de multiplicare.
Propozitia 2.1.2 (Descompunerea lui Mackey). Fie H si K subgrupuri ale lui G gi [H\G /K]
o multime de reprezentanti de clase duble (K, H) in G. Atunci pentru orice Ri-modul N :
Resg(R QR N) @ Ru ®Ryngx (Rgx @ry N)
gE[H\G/K]
= @ mdfqex Respiog IN.
gE[H\G/K]
Fie H un subgrup al lui G.

Un R-modul M se numeste relativ H-proiectiv daca pentru orice f : N — N’ epimorfism de
R-module si g : M — N’ morfism astfel incat exista un Ry-morfism h: M — N cu foh = g,
atunci exista un R-morfism h : M — N astfel incat foh =g.

N

N—>N ——>0

M se numeste relativ H-injectiv dacd pentru orice f : N’ — N monomorfism de R-module
sig: N - M morfism astfel incat existd un Ry-morfism h: N — M cu ho f = g, atunci
exista un R-morfism h : N — M astfel incat ho f = g.

f

0——N —>N

RN

M

Sirul exact scurt

0 N’ N N 0
de R-module este H-scindabil daca este scindabil ca si sir de Rg-module.

Urmatoarea teorema stabileste nigte criterii de proiectivitate relativa pentru module.
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Teorema 2.1.3 (Criteriul lui Higman). Daca M este un R-modul si H < G. Urmadatoarele
afirmatii sunt echivalente:

(i) M este relativ H-proiectiv;

(ii) Dacd N % M — 0 este un morfism H-scindabil atunci o este scindabil;
(iii) M este relativ H-injectiv;

(iv) Dacd 0 — M -5 N este un morfism H-scindabil atunci o este scindabil;
(v) M este sumand direct al lui Ind$; Res$ M ;

(vi) Ezista un Rg-modul N astfel incat M este sumand direct al lui Ind% N;
(vii) 1y € TS (Endg,, M).

2.1.4. Fie M un R-modul indecompozabil. Vom considera subgrupurile H ale lui G, minimale
cu proprietatea ca M este relativ H-proiectiv.

Un subgrup P al lui G se numeste varf al lui M daca este minimal cu proprietatea ca M este
relativ P-proiectiv. Daca P este varf al lui M si U un Rp-modul indecompozabil astfel incat
M este sumand direct al lui IndIG_—; U, atunci U se numeste sursa lui M.

Urmatorul rezultat arata ca varfurile gi sursele unui modul sunt unic determinate, abstractie
facand de o conjugare.

Propozitia 2.1.5. (1) Varfurile lui M formeaza o clasa de conjugare de p-subgrupuri ale lui
G;

(2) Daca Rp-modulele U si V' sunt surse ale lui M, atunci exista g € Ng(P) astfel incat
V ~9U.

Conceptul de varf este corespondentul pentru module al conceptului de defect grup al unui
bloc.

2.1.6. Fie P este un p-subgrup al lui G si H un subgrup al lui G care contine Ng(P). Notam
X={X<G|3geG\H:X<9IPNP},

Y={Y <G|3geG\H:Y <IPNH},

si observam ca X C YV gi P ¢ ).

Urmaétoarea teoremé este versiunea graduatd a corespondentei Green, care reduce anumite
probleme legate de R-module la probleme despre Rp-module.

Teorema 2.1.7 (Corespondenta Green). Ezxista o corespondenta bijectiva intre R-modulele
indecompozabile cu varf P gi Ry-modulele indecompozabile cu varf P definita astfel:

(1) Daca U este un R-modul indecompozabil cu varf P atunci Resg U are un unic sumand
direct indecompozabil f(U) cu varf P si ceilalti sumanzi directi au varfuri in Y.

(2) Daca V' este un Ry-modul indecompozabil cu varf P atunci Ind% V' are un unic sumand
direct g(V') cu varf P gi ceilalti sumanzi directi au varfuri in X.

(3) g(f(U)) =~ U i f(g(V)) =~ V.
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Observatia 2.1.8. Daca U este un R-modul indecompozabil cu varf P, atunci Rg-modulul
f(U) corespunzator bijectiei din teorema anterioara se numeste corespondentul Green al lui

U.

Urmatoarea teorema este cunoscuta sub numele de teorema Burry-Carlson-Puig si este o
intarire a corespondentei Green.

Teorema 2.1.9. Daca U este un R-modul indecompozabil stV un sumand direct al lui Resg U

cu varf P, atunci U = g(V).

Demonstratiile acestor teoreme se bazeaza in esenta pe Criteriul lui Higman gi Descompunerea
lui Mackey. Ne referim la [30] pentru detalii.
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2.2 O caracterizare a libertatii relative

In principalul rezultat al lucrarii [44], Y. Zhou da o caracterizare a relatiei de libertate relativa
intre grupuri punctate. In acest paragraf vom arata ca acea teorema rezulta dintr-un rezultat
mai general legat de module induse peste algebre graduate. Vom prezenta, urmand lucrarea
[15], aceasta versiune graduata si vom da o demonstratie modul-teoretica, folosind teoria lui
Green prezentata in paragraful 2.1.

Rezultatul central al lucrarii lui Zhou il reprezinta urmatoarea teorema ([44, Teorema 1.6]).

Teorema 2.2.1. Fie G, si Hy grupuri punctate cu defect grup P ale unei G-algebre A,
Ng(P)a (respectiv Ng(P)g) corespondentul Green al lui Go (respectiv Hg) in raport cu P,
st alegem o pereche de inductie completa (B, f) asociata lui A. Atunci G, este liber relativ
la Hy dacd si numai daca Ng(P)g este liber relativ la Np(P)g, si pentru orice Q < P i

t € [Na(P)\G/H] cu proprietatea cd Q < 'H, ind G(?))resN @ )tG nu confine puncte ale lui
Na(Q) pe B cu defect grup Q, unde 6 este privit ca punct al luz H pe B prin f.

In lucrarea [15] am stabilit urmatorul rezultat.

Teorema 2.2.2. Fie R o O-algebra tare G-graduata, P un p-subgrup al lui G st H un subgrup
al lui G care contine P. Fie U un R-modul indecompozabil cu varf P si U' un Rpg-modul
indecompozabil cu varf P. Fie U € Ry, py-mod si U € Ry, (p)-mod corespondentul Green
al lui U si respectiv U’ .

Atunci U ~ Indg U’ dacd si numai daca U ~ Ind%i((?) U', si pentru orice Q < P si orice

t € [Ng(P)\G/H] astfel incit Q < 'H, Ind%f}ﬁ%) Rest]gH(Q)tU’ nu are Ry q)-sumanzi

directi indecompozabili cu varf Q.

Pentru demonstratia acestei teoreme folosim doua rezultate preliminare. Prima propozitie
este o generalizare a unei teoreme a lui Burry ([27, Teorema 2.9] la cazul algebrelor tare
graduate.

Amintim ca, daca V este un R-modul si Vi,...,V, este o multime de sumanzi directi in-
decompozabili neizomorfi ai lui V' astfel incat V ~ @;_, n;V;, atunci n; € N se numeste
multiplicitatea 1ui V; in V. De asemenea, spunem cd un R-modul U divide R-modulul V si
scriem U|V, daca U este izomorf cu un sumand direct al lui V.

Propozitia 2.2.3. Fie R o algebra tare G-graduata, P un p-subgrup al lui G st H un subgrup
al lut G care 1l contine pe P. Fie fg corespondenta Green in raport cu (G, P, Na(P)), si notam

Ip ={t € [Nac(P\G/H] | P <'H}.

(a) Daca V' este un Rp-modul, atunci fg induce o functie bijectiva care pastreaza multi-
plicitatile intre sumanzii directi indecompozabili neizomorfi cu varf P ai lui Ind% V' si sumanzii
directi indecompozabili neizomorfi cu varf P ai lui

P dNG 2 Resy! () 'V

telp
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(b) Daca V' este un Rp-modul indecompozabil cu varf P, atunci fg induce o functie bijectiva
care pastreaza multiplicitatile intre sumanzii directi indecompozabili neizomorﬁ cuvarf P ai lui

c(P) .
N (P) RebﬁH(P) V.

Ind%, bV st sumanzii directi indecompozabili neizomorfi cu varf P ai lui Ind

Demonstratie. (a) Fie Vi,...,V, R-module indecompozabile neizomorfe astfel incat

md% VvV ~ PnV;
=1

Putem presupune ca pentru un s < r, toate modulele Vi,...,V,; au varf P. Atunci, pentru
oricei € {1,...,s}, Resga( P) V; are un unic sumand direct indecompozabil cu varf P, si anume
fa(V;). Daca s < j < r, atunci V; nu are varf P, si deci conform teoremei Burry-Carlson ([27,
Teorema 2.6(ii)]), Resgc( p) Vj nu are sumanzi directi indecompozabili cu varf P. Prin urmare
fo induce o bijectie care pastreaza multiplicitatile intre sumanzii directi indecompozabili
neizomorfi cu varf P ai lui Indfl V si Res%c( P) Indg V. Conform descompunerii lui Mackey,

N, z x
Res%G(P) IndG V ~ @ In dwgr(vv) P) ReszgmNG(P) V.
z€[Na(P)\G/H]

Deci este suficient de a arata cd, dacd M este un Ry, p)-modul indecompozabil cu varf P si

M| Indygr(ﬁ;G(P) ResigmNG(P) TV, atunci P < *H. Dar aceasta rezulta din faptul ca M este

relativ * H N Ng(P)-proiectiv si M are varf P, deci P este Ng(P)-conjugat cu un subgrup al
lui *H N Ng(P). Prin urmare P < *H si deci afirmatia este demonstrata.

(b) Folosind (a), este suficient sa aratam ca, daca pentru t € Ip, Ind (( 11) ResN L (P) 'V are

un sumand direct indecompozabil M cu varf P, atunci t € Ng(P)H. Dar deoarece

Na(P) tH t
M’ IndeH(P) ReSNtH(P) Vv

putem alege un Ry, (p)-modul indecompozabil W astfel incat sd avem W] Resj\lfq (P )tV si

M| In dNG(( )) W. Pentru ca M este sumand al lui Ind ((1)3) W si M are varf P avem ca P

este inclus intr-un varf Q al lui W. Daci U este o sursa a lui 'V, rezulta ca
tH tH
W| ReSNtH(P) IDdtP U

Folosind descompunerea lui Mackey se deduce usor ci @ este inclus intr-un ‘! H-conjugat al
lui 'P. Astfel, P este ! H-conjugat cu !P, deci th € Ng(P) pentru un h € H, si teorema este
demonstrata. O

Propozitia 2.2.4. Cu notatiile Teoremei 2.2.2, daca U ~ Indg U’ atunci U ~ Ind]]gi((?) U'.

Demonstratie. Observam ca IndNG((P)) U’ este relativ P-proiectiv pentru ci U’ are varf P.

(P)

. o N, — .
Notam cu M o sursi a lui U’. Demonstram pentru inceput ci Ind G( )U " nu are sumanzi

directi indecompozabili cu varf @ < P. Presupunem ca W| IndNG ((P)) U’ este un sumand direct
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P) 7 pen-

Indg W'. Aplicand din nou descompunerea

indecompozabil care este relativ Q-proiectiv, pentru un < P. Atunci W| Indgg
tru un Rg-modul W, deci avem ca W| IndgG(P)
lui Mackey avem
Resp® W €@ (a5 w),
9€[Na(P)/P]

unde 9 (Indg W') este un modul relativ Q-proiectiv. Prin urmare orice sumand direct al

lui ReSgG(P) W este relativ QQ-proiectiv. Acest lucru nu este posibil insa, pentru ca daca
V| Reng(P) W este un sumand direct indecompozabil, atunci avem ca

Ng(P)

V| Resp¢ ) mae )

M,
deci V este izomorf cu Y M pentru un g € [Ng(P)/P], si deci are varf P.

Aplicdm acum Propozitia 2.2.3 (b) Ry-modulului indecompozabil U’. Rezulta ca
fe(U)=U

este unicul sumand direct indecompozabil cu varf P al modulului Ind%i((i))

orice sumand direct indecompozabil cu varf P al lui Ind%fl((i,)) U’ este un sumand direct al lui

Ind%g(%];)) ResﬁH( nU !, deci este izomorf cu U si U este unicul sumand direct al lui Ind%fl((?) U’

cu varf P si multiplicitate 1. Rezulta deci ca

ResﬁH(P) U’'. Dar

U = IndyS() U

Demonstram acum teorema principala a acestui paragraf.

Demonstratia Teoremei 2.2.2. Presupunem ca U =~ Indg U'. Aceasta implica conform Pro-
pozitiei 2.2.4 ca

T ~ Ve (P)
U ~ Indy© ) U7,

Pentru orice Q < P, aplicand Propozitia 2.2.3 (a) cu U’ in loc de V si cu @ in loc de P, avem ca
pentru orice t € I, Ind]]ztc(c(g) RestJ\ZH @) tU" nu are R Ne(@)-sumanzi directi indecompozabili
H

cu varf Q.

Invers, din corespondenta Green avem ca Res%H (P) U are un unic sumand direct indecompo-
zabil cu varf P, si anume U’. Dar

(P)

N —_— PR
IndeI(P) U~U

deci Ind%g((];)) Res%H( P) U’ are un unic sumand direct indecompozabil cu varf P, si anume U.

Aplicand Propozitia 2.2.3 (b), Indg U’ are un unic sumand direct indecompozabil cu varf P
si multiplicitate 1, si anume

f6'(0)=U.
Dar conform ipotezei noastre si Propozitiei 2.2.3(1) rezulti ci Ind$ U’ nu are sumanzi directi
indecompozabili cu varf @, pentru orice @@ < P. Prin urmare U ~ Ind% U’ si teorema este
demonstrata. O
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2.2.5. Fie A o G-algebra. Folosind rezultatele stabilite in capitolul 1 (in principal paragrafele
1.4 i 1.5), Teorema 2.2.2 aplicata algebrei G-graduate R = A x G implica Teorema 2.2.1.



Capitolul 3

Aplicatii ale teoriei Clifford

In acest capitol vom aplica rezultate de teorie Clifford pentru module indecompozabile pentru
a demonstra doua teoreme din teoria (G-algebrelor. Vom deduce varianta pentru grupuri
punctate a teoremei de indecompozabilitate a lui Green din versiunea graduata a teoremei lui
Green si vom da o demonstratie modul teoretica unui rezultat al lui Fan et al.([22]), care este
o extensie a unei teoreme a lui Fong. De asemenea, in paragraful al patrulea dam versiunea
graduata a notiunii de modul de multiplicitate al unui grup punctat.

Rezultatele de teorie Clifford pe care le folosim sunt sumarizate in paragraful 3.1. Paragrafele
3.2 si 3.3 contin rezultate originale obtinute in colaborare cu prof. A. Marcug si au fost
publicate in lucrarea [14]. Rezultatele paragrafului 3.4. sunt publicate de autoare in lucrarea
[18].

3.1 Teoria Clifford pentru algebre tare graduate

La sfargitul anilor 60 E. Dade a initiat studiul algebrelor tare G-graduate in teoria reprezen-
tarilor modulare ale grupurilor prin lucrarile sale de teorie Clifford. Fixand un grup G, un inel
G-graduat R si un R-modul G-graduat finit generat M, inelul de endomorfisme E al lui M ad-
mite o G-graduare naturald gi M devine astfel un (R, E')-bimodul G-graduat. Teoria Clifford
studiaza in detaliu inelul E gi functorii Hompg (M, —) si M @ g —. Prin corespondenta Clifford
se Intelege o echivalenta intre diferite subcategorii ale lui R-mod asociate lui M si E-mod.
In cazurile notabile de module gr-simple respectiv gr-indecompozabile, apar categoriile o[M],
care este cea mai mica subcategorie abeliana a lui R-mod care contine M, respectiv add[M],
care este cea mai mica subcategorie aditiva care contine M. Corespondentele obtinute sunt
compatibile cu inductia, restrictia, trunchierea si conjugarea.

Teoria Clifford are numeroase aplicatii in teoria reprezentarilor modulare ale grupurilor. Fap-
tul ca corespondenta Clifford asociaza unui modul peste inelul £ un modul peste R face
posibila aplicarea acestei teorii pentru demonstratii inductive. Aceasta teorie se dovedeste

36
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foarte utila in teoria reprezentarilor modulare ale grupurilor p-resolubile, aga cum vom vedea
in paragraful 3.3. Prezentam in acest paragraf principalele rezultate ale teoriei Clifford pentru
module gr-indecompozabile prezentate in limbaj categorial in [31].

Fie O un inel complet de valuare discreta avand corpul rezidual k& (nu neaparat algebric inchis)

de caracteristica p > 0 si fie G un grup finit. Fie R = & gec By 0 O-algebra tare G-graduata.

3.1.1. Conform unui cunoscut rezultat al lui Dade, daca M este un modul gr-simplu, atunci
categoria o[M] a R-modulelor generate de M este echivalentd cu E-mod, echivalenta fiind
data de functorii Hompg(M,—) si M ®p —. In cazul modulelor gr-indecompozabile Teorema
3.1.2 stabileste o corespondenta Clifford directa.

Fie M un R;-modul indecompozabil si notam
Gu={9€G|Ry®p, M ~ M, in Ri-mod},

stabilizatorul lui M. Fie
FE = Ende (R QR M)Op.

Se stie ca O-algebra E admite o G-graduare naturala £ = ®4ecqFy, unde
E,={f€E| f(R:®r, M) C Ryy ®r, M,Vx € G}.
In particular Fy ~ Endg, (M)° si pentru orice H subgrup al lui G,
Ey ~ Endg, (Ry ®r, M).

Fie Jy(E) radicalul Jacobson graduat al lui E, adica Jy,(E) este intersectia idealelor stangi
graduate maximale ale lui E. Atunci

D = E/J,(E)

este o k-algebra tare G-graduata cu D; ~ E;/J(Fp). Din versiunea graduata a Lemei lui
Fitting ([31, Lema 3.2]), E; este un inel local si D este produsul incrucigat al lui D; cu G .
Daca k este corp algebric inchis, D1 = k si D este o algebra grupala rasucita a lui Gy si k,
adica existd a € Z2(Gy, k*) astfel incat D = k%G ;.

Urmatoarea teorema este rezultatul central al lucrarii [31].

Teorema 3.1.2. Cu notatiile de mai sus, au loc urmadatoarele afirmatii:

(a) Functorul Hg = D @ g Hompg(M, —) induce un izomorfism de grupuri Grothendieck
G(add[R ®p, M]) ~ G(D-proj),

unde D-proj este categoria D-modulelor proiective finit generate.

(b) Pentru orice H subgrup al lui G, urmdtoarea diagramd este comutativd:

add[R ®p, M] 2~ D-proj
R®RH_T TD(@DH_

add[Ry ®p, M~ Dy -proj
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(¢) Functorul R ®p,  — : add[Rq,, ®r, M] — add[R ®g, M] induce un izomorfism intre
grupurile Grothendieck

G(add[Re,, ®p, M]) = G(add[R @, M));
inwversul acestui izomorfism este indus de functorul de trunchiere
(—)ay : (G/Gur, R)-Gr — Rp-mod.
Mai mult, urmdtoarea diagrama este comutativa:

G(add[R @5, M]) ¢~ G(Dg,, -proj)

R®rg,, _T

g (add [RGM QR; M] )

He )y

Aceasta teorema implica ca daca V' € add[R ®g, M] este indecompozabil, atunci Resg1 Vv
este un Rj-modul izotipic daca si numai daca Gy = G.

3.1.3. Amintim ca categoriile (R|R ®g, M)-mod si E-proj sunt echivalente si, daca U este
un E-modul indecompozabil, D-modulul corespunzator este izomorf cu U/Jy(E)U.

De asemenea, trecerea de la E la D se bazeaza pe urmatoarea observatie generala referitoare
la inelele de endomorfisme ale modulelor proiective, pe care o vom folosi in paragraful 3.4.
Fie P un R-modul proiectiv G-graduat. Atunci P/J,,(P) este un R-modul simplu graduat
si stabilizatorii lui P gi P/Jg.(P) sunt egali. Mai mult,

Endg(P) /Jg (Endp(P)°P) ~ End g (P/ Jg (P))°

ca gi G p-inele graduate.

Urmatoarea teorema ([32]) studiaza teoria Clifford pentru module proiective.

Teorema 3.1.4. Presupunem in plus ca M este Ri-modul proiectiv $i notam S = M/J(Ry)M
si R = R/J4(R). Atunci S este R|-modul simplu si are loc izomorfismul de k-algebre G-
graduate:

Endg (R ®r, S)? ~ D.

Mar mult, umatoarea diagrama este comutativa:

Hompg(R®gr, M,—
add[R @p, M]mr OB M) i

R’®R—l \LD®E
Hom g/ (R/®R/1 S,—)

add[R' @, 5] D-proj
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Facem in continuare cateva observatii care vor fi utile in paragrafele urmatoare.

3.1.5. Dacid a € Z?(G,k*) atunci notdm prin kG algebra grupali risucitd avand k-baza
{7 | g € G} si multiplicarea data de

gh = a(g, h)gh.

Algebra kG este G-graduata. Daci 3 € Z%(G,k*) atunci kG ~ kG ca si k-algebre G-
graduate daca si numai daca « si 8 sunt in aceeasi clasa de coomologie.

Daci G este un p-grup este binecunoscut faptul ca Z?(G,k*) = 1 si deci k%G ~ kG. Mai
mult, k“G este un inel local cu k*G/J(k*G) ~ k.

Fie H un subgrup al lui G. Vom nota
kaH — kresgaH
unde resga € Z?(H, k*) este restrictia lui a la H. Dacd W este un k*H-modul, atunci
Indfo§G W = kG Qpag W

este modulul indus si considerand V' un k“G-modul, Reslljzg V este k*G-modulul obtinut prin
restrictia scalarilor via morfismul de incluziune k“H — k°G.

Daca N este un subgrup normal al lui G, va fi util s& privim algebra k*G ca G/N-graduata,
unde pentru orice x = gN € G/N, (k“G), = gk*N.
Urmatoarea observatie va fi utila in demonstratia teoremei principale din paragraful 3.3.

3.1.6. Fie N un p-subgrup normal si H un p’-subgrup al lui G astfel incat G = HN. Fie a €
Z%(G, k*) si privim k-algebra k%G ca si G/N-graduati. Notiam cu f compunerea morfismelor

K'H < k°G — k°G/Jyn(K°G).

Observam cd Jgr(k*G) = J(k*N)k*G si G/N fiind un p'-grup, Jg,(K*G) = J(k*G). Dar f
este un morfism de k-algebre G/N-graduate si kN fiind un inel local, avem ca k“G/Jg, (k“G)
este o algebra grupald risuciti, adica existd 3 € Z2(H, k*) astfel incat

kG /Ty (kG ~ kP H.

Deducem de aici ca f este un izomorfism de k-algebre H-graduate. Astfel existd morfismul
injectiv k*H — k®G si morfismul surjectiv k%G — k“H dat de compunerea

kG — k°H — k°*H.

3.1.7. Prin definitie, radicalul Jacobson graduat al lui R este intersectia tuturor idealelor
stangi graduate maximale ale lui R si coincide cu idealul graduat

Jgr(R) = J(R1)R = RJ(Ry).
Se stie ca R/Jgr(R) este o k-algebra tare G-graduata cu
(R/Jgr(R))1 = R1/J(R1)
si ca Jgr(R) € J(R). Dacd G este un p’-grup, atunci Jg, (R) = J(R).
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3.1.8. In final, amintim legatura dintre idealele G-invariante ale lui R; si idealele graduate
ale lui R. Un ideal I al lui R; se numeste G-invariant dacd RyIR, -1 = I, pentru orice
g € G. Laticea idealelor graduate ale lui R este izomorfa cu laticea idealelor G-invariante
ale lui R;. Daca I este un ideal G-invariant al lui R, idealul graduat corespunzator este
RI = IR, si invers, daca J = € Jg este un ideal graduat al lui R, atunci idealul G-
invariant corespunzator este Ji.

geG



Aplicatii ale teoriei Clifford 41

3.2 Teorema de indecompozabilitate a lui Green

Vom arita in acest paragraf ci teorema de indecompozabilitate a lui Green pentru grupuri
punctate rezulta din versiunea pentru algebre graduate a teoremei lui Green.

Teorema 3.2.1 (Teorema 7.2 [39]). Fie A o G-algebra, G un p-grup si presupunem k algebric
inchis. Pentru orice grup punctat Hg al lui A, divizorul indfl(ﬁ) este un punct al lut G pe A.

Demonstratie. Putem presupune H <G si |G/H| = p. Fie R = A% G algebra grupala stramba
alui AsiGsiAsi Ay casiin paragraful 1.2. Fie j € 3 unde 3 € P(A"). Casi in Propozitia
1.2.8, fie Aj un Ag-modul indecompozabil asociat lui 8. Aplicam teorema lui Green pentru
algebre graduate (vezi de exemplu [30, Corolarul 2.4.3]) algebrei G/H-graduate A. Rezulta
ca A ®a, Aj este un A-modul indecompozabil. Prin urmare, folosind din nou Propozitia
1.2.8, acestuia 1i corespunde un punct al lui G pe A. O
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3.3 Teorema lui Fong pentru grupuri p-resolubile

In lucrarea [22], teorema lui Fong pentru grupuri p-resolubile si teorema lui Green pentru p-
grupuri, ambele legate de module induse, sunt unificate si extinse intr-un rezultat general. In
acest paragraf prezentam versiunea graduata a acestei teoreme, urmand lucrarea [14]. Acest
rezultat completeaza [33, Teorema 1.1]. Abordarea noastra se bazeaza ca si in [33], pe teoria
Clifford pentru module indecompozabile peste algebre tare G-graduate, rezultate sumarizate
in paragraful 3.1.

Amintim cad un grup G se numeste p-resolubil daca are un sir de subgrupuri normale
1=No <N <---<N, =G,

astfel incat N;/N;_1 este p-grup sau p’-grup, pentru orice ¢ = 1,...,r. Fie H un p’-subgrup
Hall al lui G, adica indicele lui H In G este o putere a lui p. Este binecunoscut faptul ca un
astfel de H exista si orice p’-subgrup al lui G este inclus intr-un conjugat al lui H.

3.3.1. Fie O un domeniu cu ideale principale local si complet avand corpul rezidual k ca-
racteristica p > 0 algebric inchis. Fie R o O-algebra tare G-graduata si M un Rj-modul
indecompozabil. Fie add[R ®p, M] subcategoria plind a lui R-mod formata din sumanzi
directi de sume directe finite de copii de R ®g, M si notam cu G(add[R ®pg, M]) grupul lui
Grothendieck asociat acestei categorii.

Pentru orice x € G si H subgrup al lui G, notam H® = v~ 'Hx si H, = HNH?", si consideram
urmatoarele morfisme de grupuri:

(1) 1% : G(add[Ry ®r, M]) — G(add[R ®p, M]), indus de functorul
Indg : Rg-mod — R-mod;
(2) Lgx : G(add[Rp, ®gr, M]) — G(add[Ry ®r, M]), indus de functorul
Indgz : Rpg,-mod — Rp-mod,
pentru orice x € GG, gi notam

v @ G(add[Ry, ®r, M]) — G(add[Ry ®r, M])
zeG

suma lor directa;

(3) k5 : G(add[Ry, @R, M]) — G(add[Ry ®g, M]), indus de compunerea functorilor
Conj, = Ry ®R, —: Rg,-mod — Ry __,-mod si Indg_1 : Rg__,-mod — Rpy-mod, si notam

k: @ G(add[Ry, ®r, M]) — G(add[Ry @&, M])
zeG
suma, corespunzatoare.

Urmatoarea teorema este rezultatul central al acestui paragraf.
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Teorema 3.3.2. Fie G un grup p-resolubil si H un p'-subgrup Hall al sau. Urmdtorul sir de
grupuri abeliene este exact:

LG
P G(add[Ry, @r, M]) =5 G(add[Ry ®r, M]) 5 G(add[R @g, M]) — 0.
zeG

Utilizand Teorema 3.1.2 si observatiile facute in paragraful 3.1, teorema precedenta este
echivalentd cu urmatoarea teorema referitoare la algebre grupale rasucite peste k.

Teorema 3.3.3. Fie G un grup p-resolubil, H un p'-subgrup Hall al lui G si fie o € Z%(G, k*).
Atunci urmdatorul sir de grupuri abeliene este exact:

LG
@D G(k* H, -proj) =5 G(k*H-proj) - G(k"G-proj) — 0
zeG

Demonstratie. Surjectivitatea lui 1§ a fost demonstratd in [33], Teorema 2.7(a). Prezentim
aici aceasta demonstratie.

Fie 1 = Ny < N1 < -+ < N, = G un sir de subgrupuri normale ale lui G astfel incat N;/N;_;
este un p-grup sau un p’-grup, pentru orice 1 = 1,...,r.

Vom demonstra prin inductie dupa r ci, dacd o € Z2(G, k*) si V este un k*G-modul, atunci
existd un k% H-modul simplu W astfel incit V ~ Indfa% W.

Presupunem r = 1. Daca G este un p’-grup afirmatia este triviald pentru ca in acest caz
H = G. Daca G este p-grup, atunci H = 1 gi V = k“G este unicul k*G-modul proiectiv
indecompozabil (algebra k“G fiind algebra locala).

Presupunem acum r > 1. Notam N = Nj si presupunem pentru inceput ca N # 1 este
un p’-grup. Dar N este un subgrup normal al lui G, rezultd c& N C H. Modulul V este
un k*G-modul proiectiv indecompozabil, deci este relativ proiectiv la N. Astfel rezulta ca
existd un k“N-modul proiectiv (si simplu, caci k*G este algebra semisimpla) astfel incat
V € add[Ind}a§ M]. Privim algebra k®G ca G/N-graduati si notam I/N = (G/N)y sta-
bilizatorul lui M. Aplicand Teorema 3.1.2 exista un k“I-modul proiectiv Vj astfel incat
V =~ Indfa$ Vo si mai mult Resfa, Vo este un k% N-modul izotipic. Aplicand din nou Teorema
3.1.2, Vj corespunde unui &7 (I /N)-modul proiectiv indecompozabil Vo, unde 3 € Z2(I/N,k*).
Notand Hy = I N H, se stie ca Hy/N este un p/-subgrup Hall al lui I/N. Dar |I/N| < |G| si
din ipoteza inductiei rezulta ca exista un kP H, /No-modul proiectiv gi simplu V[A/'/o astfel incat

7~ nd® ™
Yo = Tndys ()

Wy € abdd[Ind/flzzg0 M] si deoarece aceastd corespondenta este compatibila cu inductia avem
Vo ~ Indﬁggo Wy. Notand W = Indﬁzgo, avem ca:

VIA/JO. Tot din Teorema 3.1.2 rezulta ca VIA//O corespunde unui k% Hy-modul

V ~ Indfe? Vo =~ Indfa§ Indfaly, Wo ~ Indfa Indfall Wo ~ Indfa% W.

Presupunem acum ca N # 1 este un p-grup. Ca si mai sus, k*G-modulul V fiind proiectiv
indecompozabil rezulta ca existd un k*N-modul proiectiv indecompozabil M astfel incat
Ve add[IndﬁZ% |. Dar N este un p-grup, deci algebra k*N este locala si deci M ~ k“N este
unicul £* N-modul proiectiv indecompozabil gi prin urmare M este G/N-invariant. Atunci
conform Teoremei 3.1.2, V corespunde unui k° (G/N)-modul proiectiv indecompozabil ‘7,
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unde 8 € Z%(G/N,k*). Dar |G/N| < |G| si se stie ci HN/N este un p’-subgrup Hall al lui
G/N. Aplicand ipoteza inductiei exists un k°(HN/N)-modul W proiectiv si simplu astfel

o s T kP(G/N)
mcat V ~ Indkﬁ(HN/N)

P € add[Indy, ™) M] astfel incat V ~ IndfeG, - P.

W. Dar W corespunde unui k%(H N)-modul proiectiv indecompozabil

Modulul W este un k?(HN/N)-modul simplu si conform Teoremei 3.1.4, ii corespunde un
modul simplu W peste k*(HN)/Jg(k“(HN)), unde privim algebra k*(HN) ca HN/N-
graduata. Conform observatiilor facute la sfarsitul primului paragraf, W este un k% H-modul
simplu si Ind,’zzg{m W este un k*(H N )-modul proiectiv. Folosind comutativitatea diagramei
din Teorema 3.1.4, avem ca P este acoperitoarea proiectiva a lui W privit ca si k*(HN)-

modul simplu, deci P este sumand direct al lui IndZZg{N) W. Cum W ~ P/J(k*HN)P

avem ca dimyP = |N|dim;W. Comparand dimensiunile deducem ca P ~ Ind]]zzg]m W, deci
V ~ Indfa$ W, ceea ce trebuia demonstrat.

Réamane de verificat exactitatea in G(k*H-proj).

Ca si In prima parte, demonstram prin inductie dupa r. Afirmatia este triviala daca G is a
p/-grup (pentru ca atunci H = H, = G) sau G este un p-grup (atunci H = H, = 1si ¢t — &
este morfismul nul).

Presupunem acum r > 1. Vom demonstra pentru inceput ci Im(c — k) C Ker(1$%). Notam
N = Nj si presupunem mai intai ca N # 1 este un p’-grup. Cum N este un subgrup normal
al lui G, avem ca N < H gi N < H” pentru orice x € G. Fie x € G gsi W un k*H_,-modul
proiectiv indecompozabil (deci simplu). Este suficient sa aratam ca:

IndGIndff W ~ IndfInd}j | Conj,W.

Conform teoriei Clifford exista un £“N-modul simplu M astfel incat W apartine categoriei
add[Ind¥* M]). Fie I/N = (G/N)y stabilizatorul lui M in G/N, si fie

Endgeg(Ind$ M) ~ kP(I/N),

unde 3 € Z?(I/N,k*). Existd un k8(H, N I/N)-modul il proiectiv Wy astfel incat W ~
Ind%H Wo, unde Wy este corespondentul Clifford al lui Wo Inlocuindu-1 pe M cu un con-
jugat al sau, putem presupune cd H NI este un p’-subgrup Hall al lui I si deci HN T /N este

un p/-subgrup of I/N. Dar |I/N| < |G|, si deci aplicand ipoteza inductiei, avem ci Vj ~ VO,

unde
I/N Tnd 1! /N =5

Vo= IndeI/N Han1/NWO

si
7 v ql/N HNI/N R
Vo = Indprp il ndy ) v Conjen Wo.

Aplicand din nou Teorema Clifford, Vo corespunde unui k£%*I/-modul proiectiv
Vo = IndjyInd g F, W,
si /X}g unui £“I-modul proiectiv

Vg = Indjgn; Indg?fl n1Conj, Wo.
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Avem Vp ~ V{, deci Ind§¥Vy ~ Ind¥V{, si deci incluziunea este demonstrat in acest caz.

Presupunem acum ca N # 1 este un p-grup. Restrictia cociclului o la N este triviala, deci
avem k“(G/N) ~ k*G/J(kN)k*G si k*(HN/N) ~ k*H. Prin inductie, putem presupune ca
G = NH. Atunci J(k*G) = J(kN)k“G, si daca V € k*H-mod, atunci

md%V/J(k*G)IndGV ~ V.

Aceasta implica ca L%H este un izomorfism. Mai mult, ¢ — xk este morfismul nul. Astfel

daca luam W un k®H,-modul, unde putem presupune ca x € N, gi fie V = Indng, V=
Indfj  Conj,W. Atunci, deoarece NH, = NH,-1, rezultd c& Indy"V ~ Indjy"V".

Demonstram acum ca Ker(L%) C Im(: — k). Presupunem pentru inceput ca N # 1 este un
p'-group si fie w € G(k*H-proj) astfel incat (& (w) = 0. Atunci w = [W;] — [Wa], unde W;,
1 =1, 2, sunt k% H-module, si Ind%Wl ~ Ind%Wg. In mod evident putem presupune ca exista
un k“N-modul simplu M astfel incat toti sumanzii directi indecompozabili ai lui W7 si Ws
apartin aceeasi categorii add[IndfM]. Fie I/N = (G/N)y stabilizatorul lui M. Din teoria
Clifford, pentru i = 1,2, W; corespunde unui k°(H NI /N)-modul W;, unde 8 € Z%(G/N, k*),
sl avem

G/N 7 G/N {17
Ind {2 Wi = Indi7y \ Wa.

Atunci w corespunde lui @ € G(k?(H N I/N)-proj), si Lfﬁmw = 0. Din ipoteza inductiei,
existd Z € @, G(k°(H, N I/N)-proj) astfel incat (: — x)(2) = w. Atunci (: — x)(z) = w, unde
z este corespondentul Clifford al lui Z. Deci incluziunea este demonstrata in acest caz.

In final, presupunem c& N # 1 este un p-grup, si fie w € G (k*H-proj) astfel incat w € Ker L%.
Putem din nou sa reducem demonstratia la cazul G = NH. Astfel, notam G = G/N,
H = NH/N, z =zN. Prin inductie, sirul

o ) e _
P G(k* Ho-proj) "5 G(k® H-proj) ~ G(k"G-proj) — 0

el
este exact (unde tg/y and kg n sunt morfismele de grupuri ¢ and s corespunzatoare lui
k%(G/N)), prin urmare exista 0 e @D .,cc: G(k*Hz-proj) astfel incat w = (kg — 15)(0). Avem
Hz = NHN NH®/N, deci 0 corespunde lui 0 € P, G(k*(NH N NH?")-proj) astfel incat
(k —1)(0) = N (w). Conform argumentarii date in [22, p. 740], pentru orice x € G, existi
y € T astfel incat H N HY este un p’-subgrup Hall al lui NH NN H?, deci morfismul nggé\mz
este surjectiv. Rezulta deci ca exista ¢ € @, G(k“H,-proj) astfel incat

i’ (5= 0)(Q) = (kg = 16)(0) = iy (w),

adicd, w— (k—1)(¢) € Ker ¥, Putem presupune deci cd G = HN, dar in acest caz afirmatia
este demonstrata. O

Se deduce imediat urmatorul corolar.

Corolarul 3.3.4. Fie W € add[Ryg ®r, M] un modul indecompozabil. Atunci RQpr, W este
indecompozabil daca st numai dacd pentru orice x € G cu proprietatea ca W ~ Ry Qpy, w’
pentru un modul W' € add[Rp, ®g, M], R®p, _ (Rs®r, W’) este de asemenea indecom-
pozabil.
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3.3.5. Pentru a deduce [22, Teorema 7| din Teorema 3.3.3, consideram A o G-algebra peste
un corp k algebric inchis si notam cu D(A) multimea divizorilor lui A. Pentru orice subgrup
H al lui G avem morfismul aditiv

WG - D(AT) — D(AY),

unde, daci 3 este un punct al lui A7 si j € 8, R®pg,, Aj definegte un divizor al lui AY notat
Lg(ﬁ), unde R = A % G. Pentru orice x € G consideram urmatoarele morfisme:

i ki =1 oConj, : D(AT*) — D(AM),
si fie
u K @ D(AM) — D(A)
zelG

sumele corespunzatoare. Atunci Teorema 3.3.3 si consideratiile precedente implica urmatorul
rezultat.

Corolarul 3.3.6 (Teorema 7 [22]). Fie G un grup p-resolubil si fie H un p'-subgrup Hall al
lui G. Atunci Lg induce un izomorfism intre coegalizatorul morfismelor v si k si D(A®).
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3.4 Modulul de multiplicitate al unui grup punctat

Un alt concept important al teoriei lui Puig este acela de modul de multiplicitate al unui
grup punctat al unei G-algebre. In acest paragraf dam versiunea graduata a acestei notiuni,
urménd lucrarea [18]. Vom incepe cu o algebra tare G-graduatii R, un R-modul M si U un
sumand direct al lui Res%(M). Vom considera aici cazul general, cand k nu este neaparat
algebric inchis. Vom defini notiunea de modul de multiplicitate al lui U. Vom arata apoi
ca aceastd constructie aplicata algebrei G-graduate A *x G implica In cazul algebric inchis,
notiunea uzualda de modul de multiplicitate al unui grup punctat.

3.4.1. Modulul de multiplicitate al unui grup punctat. Fie A o G-algebra peste O.
Unui grup punctat H, al lui A i se asociaza diverse obiecte matematice pe care le vom descrie
pe scurt in continuare, urmand [43, Sectiunea 13]. In primul rand, existad un unic ideal
maximal m, al lui A? astfel incat a & m, si k-algebra simpls

S(a) = A /m,

se numeste algebra de multiplicitate a grupului punctat H,. Fie Ng(H,) stabilizatorul lui «
in Ng(H) si notam
N¢(H,) = Ng(H,)/H.

Grupul Ng(H,) actioneaza asupra algebrei cat A /m,, si deci S(a) este o Ng(H,)-algebra.
Mai mult, deoarece H actioneazi trivial asupra lui A” | este util s& privim S(a) ca si Ng(Hg)-
algebra.

Daca k este algebric inchis, atunci S(a) = Endg(V(«)), unde V() este unicul S(a)-modul
simplu. Acest modul simplu se numegte modulul de multiplicitate al lui H,. De fapt, V(«a)

poate fi Inzestrat cu o structura de modul peste o algebra rasucita kﬁN c(Hy) asociata lui
S(«). Prin modul de multiplicitate V(«) al unui grup punctat H,, vom intelege intotdeauna

k-spatiul vectorial V() Impreund cu structura sa de kyN(H,)-modul.

3.4.2. Modulul de multiplicitate al unui modul. Fie R o O-algebra tare G-graduata si
H un subgrup al lui G. Fie M un R-modul gi notam

A = Endg, (M)°?.
Este binecunoscut faptul ca A este o G-algebra si ca
A = Endg, (M)°P.

Mai mult, A devine o N¢(H)-algebrd asupra careia H actioneaza trivial si vom privi AH
ca si Ng(H)-algebra, unde Ng(H) := Ng(H)/H.

Fie U un sumand direct indecompozabil al lui Res% M. Privim Ry m) casi algebra Ng(H)-
graduata (cu l-componenta Ry). Atunci

M = Rn,u) ®ry U
este un Ry, (gy-modul Ng(H)-graduat. Notdm cu Ng(H )y stabilizatorul lui M, adicd

Ng(H)y = Ng(H)U = {gH € Ng(H) ‘ Ryp ®py; U ~U in RH—InOd}.



Aplicatii ale teoriei Clifford 48

Deoarece M este un R-modul, deci in particular un RNG( H)—modul, exista un binecunoscut
izomorfism de O-algebre Ng(H)-graduate

EndRNG(H) (RJ\_/G(H) @Ry M)op = AH * NG(H)7
unde A” x Ng(H) este algebra grupala stramba a lui Al = E{ldRH(M)OP si Ng(H). Mai
tarziu vom aplica teorie Clifford algebrei Ng(H )-graduate A” x Ng(H) si 1-componentei sale
A

Ry-modulul U determing un unic A”-modul proiectiv indecompozabil X si X la randul siu,
corespunde (aplicand Teorema 3.1.2) unui A”-modul

X :=X/J(AMX,

care este simplu ca si A (si ca AH /J(AT))-modul. Mai mult, deoarece aceste corespondente
sunt compatibile cu actiunile grupurilor, avem egalitatea intre stabilizatorii

Ng(H)y = Ng(H)x = Ng(H) .
Consideram acum algebrele N (H)-graduate
E:=Endgy_ ) (Bng () Ory U)P,
care este produs incrucisat al lui By ~ Endg,, (U)°P i Ng(H)y, si
D= B/Jg(E),

care este produs incrucisat al lui D1 ~ E1/J(E1) si Ng(H)y. Deoarece corespondenta

Rygm) ®@ry U — (A" % No(H)) @ 4n X
provine dintr-o echivalenta de categorii, are loc izomorfismul

E = End yn i) (A7 % No(H)) @ g1 X)7

de algebre Ng(H)-graduate. Mai mult, X fiind proiectiv ca si A”-modul, are loc izomorfismul
de k-algebre Ng(H)-graduate

D ~ EndAH*NG(H)X((AH * NG(H)) ®AH X)Op.
Se observa ca, k-algebra din membrul drept este izomorfa cu un produs incrucigat al lui
Dl ~ EIldAH (X)op >~ EDdAH/J(AH)(X)Op

cu Ng(H)x.

Avem ci X este un (A7 End 4u (X)°P)-bimodul si deoarece X este un A7-modul Ng(H)x-
invariant, rezulta ca

(AH * ]\_fg(H)X) QqH X~X ®EndAH()_()Op EndAH*Ng(H)X((AH * Ng(H)) QpH X)Op

este un (A7 x Ng(H)x, EndAH*NG(H)X((AH * No(H)) ® 41 X))-bimodul Ng(H)x-graduat.
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Deoarece X este un A”-modul simplu, avem ci J(A") C Ann 4u(X) si mai mult, Ann 4z (X)
este un ideal Ng(H)x-invariant al lui A”. Conform 3.1.8 acest ideal determina un unic ideal
graduat al lui A” x Ng(H)x. Atunci (A7 x Ng(H)x) ® 4z X este simplu graduat ca si
AM « Ng(H) x-modul, si consideraim k-algebra Ng(H)x-graduata

R = AH * Ng(H)X/AnnAH(X)(AH * Ng(H)X)

Se observa ca X ) )
R~ (A" ) Ann 4u (X)) * Ng(H)y

este o algebra tare Ng(H)y-graduati cu 1-componenta
Ry~ A"/ Ann yu (X),

o k-algebra simpla. Notam X R )
E:=Endpy(Rop X)
(deci E ~ D ca si algebre Ne(H)y-graduate). Are loc urmétorul izomorfism de (R, E)-
bimodule N¢g(H)y-graduate: o
Prin urmare X este un A(R ®; E°?)-modul, unde A(R ®j, E°) este subalgebra diagonal a
lui R®y E°P, si avem R B R X B
Rop, X ~ (Rer B) @4, or) X

ca si (R, E)-bimodule.

Putem acum sa dam definitia modulului de multiplicitate al Ry-modulului indecompozabil

U.

Definitia 3.4.3. A(R Rk EOP)—quulul X se numeste modulul de multiplicitate al Rp-su-
mandului indecompozabil U al lui M.

Studiem in continuare un caz particular al acestei constructii, si anume cazul cand Ey ~ k.
Aceastd situatie are loc de exemplu cand k este algebric inchis, deoarece X este o A¥-algebra
simpla si deci Ey ~ End 4u (X) este izomorf cu k.

Propozitia 3.4.4. Presupunem cd E1 ~ k si deci Ry este o k-algebrd simpld centrald. Atunci
A(R Rk Eop) = Rl O k"yNG(H)Ua
unde v € Z*(Ng(H)y, k*).

Demonstratie. Notdm A := A(R @y, E°P). Algebra tare Ng(H)y-graduati A este un produs
incrucigat al lui Ay ~ Ry si Ng(H)y. Fixim elementele inversabile u, € A, NU(A),Vg €
Ng(H)y si consideram o @ Ng(H)y — Aut(Aq), o(g)(a) = ugaugl,‘v’g € Ng(H)y,Va €
A;. Conform teoremei Skolem-Noether ([43, Teorema 7.2]), actiunea o(g) a unui element
g € Ng(H)y pe Ay este un automorfism interior, deci de forma Inn(ay), unde a, € U(Ay).
Dar aceasta implica ca elementul a;lug apartine centralizatorului lui Ay in A, pentru orice
g € Ng(H)y. Prin urmare putem inlocui u, cu a;lug, unde g € Ng(H)y si deoarece
Z(A1) ~ k rezultd c& A ~ Ay @ kyNg(H)y, pentru v € Z*(Ng(H)y, k).

O]
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3.4.5. In urmitoarea propozitie aratam ca notiunea uzuala de modul de multiplicitate al
unui grup punctat este un caz particular al notiunii de modul de multiplicitate al unui modul
indecompozabil definitd mai sus.

Propozitia 3.4.6. Presupunem k algebric inchis si fie A o G-algebra peste O. Notam cu
R = Ax G algebra grupala stramba o lui A i G, i 7l privim pe A ca i R-modul. Fie H, un
grup punctat al lui A gi Ai (i € a) Ry-sumandul direct indecompozabil al lui A corespunzator
lui Hy. Atunci modulul de multiplicitate al lui Ai (in sensul Definitiei 3.4.3) este modulul de
multiplicitate al grupulut punctat H,.

Demonstratie. Se aplica constructia de mai sus pentru A * G in loc de R, A in loc de M si Ai
in loc de U. Avem cia A ~ Endg, (A)° si A ~ Endg,, (A)°P. Atunci Ng(H)y este Ng(H,),
stabilizatorul lui H,, k-algebra simpla Ry este S (), algebra de multiplicitate a lui H, si
X este V(a), modulul de multiplicitate al lui H,. Deoarece suntem in situatia Propozitiei
3.4.4, A(R Qk E‘Op) ~ S(a) @ kyNe(H,), unde v € Z*(Ng(Ha), k*), si deci propozitia este
demonstrata. O



Capitolul 4

Blocuri cu defect grup normal

Abordam 1n acest capitol unul dintre exemplele de baza de G-algebra, algebra grupala si
blocurile algebrelor grupale. Unul dintre scopurile principale ale teoriei reprezentarilor mo-
dulare ale grupurilor finite este intelegerea structurii blocului OGb si a categoriei de module
asociate OGb-mod. Defect grupul unui bloc este un prim invariant care méasoara complexi-
tatea unui bloc. De asemenea conceptul de algebra sursa joaca un rol important, aceastea
continand toate informatiile p-locale relevante despre blocuri. Algebrele sursa au proprietati
remarcabile si reprezinta unul dintre obiectele de studiu principale in teoria blocurilor. Un
numar mare de rezultate sunt deja cunoscute despre algebrele sursa ale blocurilor.

Peste corpuri mari structura blocurilor cu defect grup normal a fost descrisa in [27] de B.
Kiilshammer si algebra sursa a fost determinati de L. Puig in [40]. In [4] este datd o abordare
in termeni de module a rezultatelor lui Puig si este introdusa notiunea de modul sursa iar
[35] aduce in discutie o echivalenta Morita graduata. Abordarea lui Puig a fost generalizata
la corpuri arbitrare in [23, Teorema 1.17].

In acest capitol vom considera de asemenea corpuri arbitrare si vom descrie algebrele sursa si
modulele sursa ale blocurilor cu defect grup normal. Abordarea noastra va fi modul-teoretica.
Vom folosi tehnici din teoria modulelor peste algebre graduate. Primele doua paragrafe
prezinta pe scurt niste notiuni si rezultate generale din teoria blocurilor algebrelor grupale
si din teoria algebrelor graduate. Paragraful al treilea este dedicat prezentarii rezultatelor
generale legate de schimbarea algebrei coeficientilor iar paragraful al patrulea, introducerii
notatiilor si rezultatelor tehnice necesare formularii rezultatele noastre principale. Ultimul
paragraf contine rezultate originale obtinute in colaborare cu prof. Andrei Marcusg si publicate
in [17].

o1
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4.1 Blocuri ale algebrelor grupale

4.1.1. Blocuri. Am vazut in capitolul 1 ca algebra grupala A = OG este algebra G-interioara
in raport cu actiunea prin conjugare. Deoarece (OG)® = Z(OG) este algebra comutativa, un
punct « al lui ((’)G)G contine un singur idempotent primitiv . Un idempotent primitiv al
lui (OG)% se numeste bloc al lui OG. Algebra OGb = bOGb o vom numi de asemenea bloc.
In particular aceasta algebra este o algebra G-interioara. Toti invariantii atasati grupului
punctat Gy (sau punctului {b}) vor fi considerati ca invarianti ai blocului b. De exemplu,
un defect grup al grupului punctat G se va numi defect grupul blocului b.

Urmatoarea propozitie descrie comportarea blocurilor algebrei OG prin reducere modulo

J(O).
Propozitia 4.1.2 (Propozitia 37.4 [43]). Fie H un subgrup al lui G.

(a) Multimea tuturor sumelor elementelor claselor de H-conjugare formeaza o baza a lui

(0G);
(b) Proiectia canonici OG — kG se restrange la un morfism surjectiv (OG)? — (kG)H;

(¢) Proiectia canonica OG — kG induce un izomorfism intre multimea grupurilor punctate
pe OG st respectiv pe kG. In particular orice bloc al lui kG se ridica in mod unic la un bloc

al lui OG;

(d) Un grup punctat pe OG este local (respectiv mazimal local) dacd si numai dacd imaginea
sa in kG este local (respectiv mazimal local). In particular imaginea defectului unui bloc este
defectul imaginii bloculus.

Practic, conform rezultatului precedent, a studia blocurile lui OG este acelasi lucru cu studiul
blocurilor lui kG, deoarece acestea corespund unul altuia prin reducere modulo p.

4.1.3. Morfismul lui Brauer. In cazul algebrelor grupale exista o descriere explicita a
morfismului lui Brauer pentru G-algebre, prezentat in sectiunea 1.1.2.

Propozitia 4.1.4 (Propozitia 37.5 [43]). Fie P un p-subgrup al lui G.

(a) Compunerea incluziunii OCq(P) — (OG)F cu morfismul Brp : (OG)F — OG(P) induce
un izomorfism de k-algebre

kCq(P) ~ OG(P);

(b) Dacd identificaim OG(P) cu kCg(P) via izomorfismul de la (a), atunci morfismul lui
Brauer este morfismul surjectiv

Brp: (OG)F — kCq(P),

care duce un element din Cq(P) in el insugi (vazut ca element al bazei lui kCq(P)) si in zero
orice suma de elemente dintr-o clasa de conjugare care contine elemente din G\Cgq(P).

Vom identifica OG(P) cu kCg(P) via izomorfismul canonic din propozitia precedents si deci
vom considera morfismul lui Brauer ca fiind functia descrisa in Propozitia 4.1.4, (b).



Blocuri cu defect grup normal 53

Deoarece un bloc al lui OG este un idempotent central al lui (OG)*', Brp(b) este de asemenea
un idempotent central al lui kCq(P). Astfel, Brp(b) este sau 0 sau o suméa de blocuri ale lui

kCq(P).

Urmatoarea teorema este cunoscuta sub numele de Corespondenta Brauer sau Teorema I a
lui Brauer.

Teorema 4.1.5 (Corespondenta Brauer). Fie P un p-subgrup al lui G i H un subgrup al
lui G care contine Ng(P).

Pentru orice bloc b al lui OG cu defect grup P existda un unic bloc ¢ al lui OH cu defect grup
P astfel incat Brp(b) = Brp(c).

Mai mult, corespondenta b — c este o bijectie intre multimea blocurilor lui OG si OH avand
defect grup P.

4.1.6. Perechi Brauer. Multimea ordonata a grupurilor punctate locale ale lui OG este o
rafinare a unei alte multimi ordonate, ale carei elemente sunt perechile Brauer.

O pereche Brauer a lui OG este o pereche (P,e), unde P este un p-subgrup al lui G si e
un bloc al lui kCg(P). Grupul G actioneaza prin conjugare pe multimea perechilor Brauer:
dacé (P, e) este o pereche Brauer si g € G, atunci e este un bloc al lui Cq(YP) = 9Cq(P) s
definim 9(P,e) = (9P,%¢). Stabilizatorul perechii (P,e)

Ng(P,e) ={g € Ng(P) | 9e = e}

se mai numeste subgrupul inertial al blocului b. Acest subgrup contine pe PCq(P).

Fie b un bloc al lui OG. O b-pereche Brauer este o pereche (P, e), unde P este un p-subgrup
al lui G si e este un bloc al lui kCq(P) astfel incat Brp(b)e = e (sau altfel spus, e apare intr-o
descompunere a lui Brp(b)).

Se spune ca o pereche Brauer (@, f) este inclusa in perechea Brauer (P, e) si se scrie
(Q, f) < (P,e) daci existd un idempotent primitiv i € (OG)F astfel incat Brp(i)e # 0 si
Brq(i)f # 0.

Consideram acum perechi Brauer maximale. Daca (P, e) este o pereche Brauer maximala
asociata lui b, blocul e al lui kCq(P) are defect grup Z(P). Mai mult, exista o bijectie intre
multimea perechilor Brauer maximale asociate lui b si multimea defectelor lui b si are loc

Ng(Py) = Na(Pe),
unde P, este unicul grup punctat local asociat lui (P, e).

4.1.7. Algebra sursa. Fie b un bloc al lui OG si P un defect grup al lui b. Daca P, este
un defect al lui Gy, v se numeste punct sursa al lui b si @ € v idempotent sursa. Algebra
P-interioara (OGb), se numeste algebra sursa a lui b si este unica abstractie facand de un
izomorfism. Practic,

(OGb), = iOGi

(bi=i deoarece P, < Gy1). Amintim de asemenea ca orice Ng(P)-conjugata a lui (OGb),
este algebra sursa a lui b.
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Conceptul de algebra sursa i se datoreaza lui Puig ([40]) care a si demonstrat proprietatile sale
de baza. S-a dovedit ca algebrele sursa contin toate informatiile p-locale asupra blocurilor si au
proprietati remarcabile, fiind unul dintre obiectele principale de studiu ale teoriei blocurilor.

Primul rezultat de baza este ca algebra sursa S a unui bloc b al lui OG este Morita echivalenta
cu OGb. Asta inseamna ca, categoriile de module OGb-mod si S-mod sunt echivalente. Mai
mult, echivalenta este obtinuta in felul urmator. Fie (OGb), = iOGi, unde ¢ € v i v un
punct sursa. Folosind o caracterizare a echivalentei Morita pentru O-algebre (de exemplu [43,
Teorema 9.9]), echivalenta intre iOGi si OGb este data de (OGb, iOG1)-bimodulul OGbi =
OGi si (10Gi, OGb)-bimodulul iOGb = iOG. Prin urmare, corespondentul Morita al unui
OGb-modul M este
10G ®@ogy M ~ iM,

unde M este un iOGi-modul in raport cu multiplicarea la stanga.

Determinarea algebrei sursa a unui bloc poate fi considerata una dintre problemele de baza
ale teoriei blocurilor. Un numar mare de rezultate sunt deja cunoscute despre algebrele sursa.
De asemenea acest domeniu a fost impulsionat de enuntarea multor conjecturi.

4.1.8. Defect grupul unui bloc. Module sursa. Exista mai multe abordari ale definitiei
defect grupului unui bloc. Abordarea modul teoretica a fost initiatd de Green. In aceasta
abordare algebra grupala OG este privita ca un O(G x G)-modul cu actiunea

(91,92)9 — 91995 "

si blocurile sunt sumanzii sai directi indecompozabili. Fie b un bloc al lui OG si notam
A(G)={(9:9) | g€ G} C G xG.

Astfel, OG =~ IndF(% O, adicd O(G x G)-modulul OG este proiectiv relativ la A(G) si
deci varful unui sumand direct indecompozabil OGb este conjugat cu un subgrup de forma
A(P) C A(G), unde P este un p-subgrup al lui G. Grupul P se numeste defect grupul
blocului b. Astfel, putem spune c& intr-un anume sens, grupul P determind cit de complicat
este blocul.

Conform [4], un modul sursd al blocului b este un sumand direct indecompozabil M al lui
Resgig(OGb) cu varf A(P). Deoarece G x P contine varful A(P) al O(G x G)-modulului
OGb, blocul b are un modul sursa M. Algebra Endpgx1)(M)°P este atunci algebra sursd
a blocului b. intr-adevér, orice sumand direct al lui OGb privit ca OG-modul stang este de
forma OGi, unde i este un idempotent in OGb. Deoarece M este un sumand direct al lui
OGb ca O(G x P)-modul, avem de fapt M = OGi, unde i este un idempotent P-stabil in
OGb. Mai mult, deoarece M este indecompozabil, i este primitiv in (OGb)¥, si conditia ca
A(P) este varful lui M este echivalenta cu Brp(i) # 0. Functia care asociaza lui a € iOGi
multiplicarea la dreapta cu a pe M este un izomorfism de algebre P-interioare

ZOG’L ~ Endo(GX 1) (M)Op.

Modulul M este proiectiv ca si OGb-modul stang si ca O P-modul drept.

Blocul b poate avea mai mult de o clasa de izomorfism de module sursa, dar toate sunt
conjugate in raport cu actiunea lui Ng(P), in sensul c&, dacd M’ este un alt modul sursi al
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lui b, exista un automorfism ¢ al lui P indus de conjugarea cu un element al lui Ng(P) astfel
incat M’ ~ Resrg,xe(M). Acest fapt rezulta din interpretarea modulelor sursa ca si surse
ale unor anumite module (vezi [4]).
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4.2 Produse incrucisate si echivalente Morita graduate

Vom prezenta pe scurt constructiile si rezultatele de teoria algebrelor graduate pe care le vom
folosi 1n paragraful al cincelea.

4.2.1. Produse incrucigate si algebre grupale rasucite. Fie A o O-algebra G-graduata.
Multimea
hU(A) = | J(U(4) N Ay)
geG

a elementelor inversabile omogene ale lui A este un subgrup al lui U(A) si deg: hU(A) — G
este un morfism de grupuri cu nucleul U(A;). Algebra G-graduata A se numeste produs
incrucisat al lui Ay cu G daca morfismul deg : hU(A) — G este surjectiv, adica pentru orice
g€ G, UA)NA;#0. (Daca N < H si G=H/N, atunci OH este produsul incrucigat al lui
ON cu G).

Fie A = @gEG A, un produs incrucisat si fixam elementele inversabile u, € A;NU(A),Vg € G.
Atunci A este Aj-modul liber (stang) de baza {uy | g € G}. Deci

A= {Z%“g | ag € Ar}
geG

si multiplicarea este definita de
(aug) (bup) = a(ugbug *)a(g, h)ugn,

unde a(g,h) = uguhug_hl € U(A) sia: G x G — U(A1) este o multime de factori ai lui G
cu valori in A; (din conditia de asociativitate). Grupul hU(A) actioneaza asupra lui A; prin
conjugare gi vom nota o : G — Aut(A1), o(g)(b) = ugbu, .

Prezentam in continuare o constructie generalda care duce la produse incrucisate. Fie A o
algebra, G un grup cu unitatea 1 i 0 : G — Aut(A), a : G x G — U(A) doua functii cu
urmatoarele proprietati, oricare ar i z,y,z € G gi a € A:

(i) “(a) = a(z,y)™ aa(z,y) "

(i) a(z, y)a(zy, 2) = “aly, 2)a(z, yz)

(iii) a(x,1) = a(l,z) =1,

unde am notat o(x)(a) prin a, pentru z € G, a € A.

Functia o se numeste actiunea slabi a lui G' pe A si a se numeste o-cociclu. Fie G = {g |
g € G} o copie a lui G (ca multime). Notdm cu AZG, A-modulul liber de bazd G i definim
multiplicarea pe G astfel:

(az)(by) = a"ba (T, )77,
pentru ai,as € A,xz,y € G. Atunci A%G este o algebra G-graduata cu (A3G), = Ag si produs
incrucigat al lui A cu G. Mai mult, are loc propozitia:

Propozitia 4.2.2 (Propozitia 1.4.2 [38]). Orice G-produs incrucisat R este de forma AZG,
pentru un inel A si niste functii o, «.
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Consideram acum nigte cazuri particulare ale constructiei de mai sus.

(a) Presupunem ca a : G x G — U(A) este trivial, adicd a(z,y) = 1 pentru orice z,y € G.
Atunci (i) si (iii) au loc si din (i) rezulti ci o este morfism de grupuri. In acest caz produsul
incrucisat se va nota A x, G (sau A * G) si se numeste algebra grupald stramba asociatd lui
o. In acest caz multiplicarea este definita de

(a)(by) = ao(x)(b)Ty,

pentru a,b € A, s,y € G.

(b) Presupunem ca o : G — Aut(A) este functia triviala, adica o(g) = 1, pentru orice g € G.
In acest caz conditia (i) implici a(x,y) € U(Z(A)), Va,y € G. De asemenea conditiile (ii) si
(iii) arata ca a este 2-cociclu in sensul clasic, adica o € Z2(G,U(Z(A))). Produsul incrucigat
A?G se noteaza in aceasta situatie cu A,G (sau A*G) si se numeste algebra grupald rasucita
asociata cociclului .. Multiplicarea este data de

(a7)(by) = aba(z, y)Ty.

Urmatoarea teorema va fi folosita in demonstratia Teoremei 4.5.3 din paragraful al cincelea.

Fie R produsul incrucisat al inelului Ry cu grupul finit E. Atunci grupul hU(R) este o extensie
a lui U(Ry) prin E. Notam Jg(R) radicalul Jacobson graduat al lui R. Urmatorul rezultat
este o generalizare a unei teoreme a lui E. Dade, si este demonstrat in [30, Teorema 3.1.8].

Teorema 4.2.3. Notam R := R/Jg(R). Facem urmdatoarele presupuneri.

1. Idempotentii se ridica modulo Jgr(R).
2. Extensia WU(R') a lui U(RY) prin E scindeaza.

3. Eristd a' € RY astfel incat TrF(a’) = 1.

Atunci existd o bijectie intre scinddrile lui hU(R') si clasele de (1 + J(R))-conjugare ale
scindarilor lui hU(R).

In continuare abordam pe scurt notiunile de echivalenta Morita si echivalenta Morita graduata
si vom enunta niste criterii utile de existenta a acestor echivalente, care vor fi folosite in
paragraful al cincelea.

4.2.4. Echivalente Morita. Fie k un inel comutativ gi fie R si S doua k-algebre. Spunem
ca R si S sunt echivalente Morita daca exista o echivalenta de categorii abeliene intre R-Mod
si S-Mod. O caracterizare a echivalentei Morita a fost obtinuta de Kiiti Morita in anii 1950.

Teorema 4.2.5. Pentru algebrele R si S urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(i) R-Mod = S-Mod

(ii) Ezista un R-modul proiectiv P astfel incat orice R-modul este imaginea omomorfa a unei
sume directe de copii ale lui P gi S ~ Endg(P)P
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(iii) Ewxista bimodulele rPs $i sQr st morfismele surjective de bimodule ¢ : P ®s Q — R si
Y :Q®r P — S, care satisfac identitatile

w)(y@a’) = plz@y)r

yo(z®@y') =Yy @)y,
pentru orice x,x’' € P,y,y € Q

(iv) Functorii Q ® g — : R-Mod — S-Mod gi P ®g — : S-Mod — R-Mod sunt inversi unul
altuia si determind o echivalenta de categorii abeliene intre R-Mod si S-Mod.

4.2.6. Echivalente Morita graduate. Fie G un grup finit, k un inel comutativ gi R
si S k-algebre tare G-graduate. Vom privi S°P ca gi k-algebrd G-graduata cu componenta
Sg¥ = S,-1. Fie A(G) ={(g,9) | g € G} subgrupul diagonal al lui G' x G i fie

A(R @ SP) = PRy @ SP)
geG

subalgebra diagonala care este o k-subalgebra A(G) (sau G)-graduata a lui R ®j S°P.

Spunem ca R si S sunt echivalente Morita graduat daca exista un (R, .S)-bimodul G-graduat
M giun (S, R)-bimodul G-graduat N care induc o echivalentad Morita intre R si S astfel incat
izomorfismele de bimodule ¢ : P®gQ — Rsi ¢ : Q ®r P — S sa fie G-graduate.

Urmaétoarea teorema da o caracterizare a echivalentei Morita graduate i va fi folositd in
demonstratia teoremei principale din paragraful 4.5.

Teorema 4.2.7 (Teorema 5.1.2 [30]). Fie My un (R1,S1)-bimodul, Ny un (Si, R1)-bimodul,
st notam M = R®p, My si N = N1 ®g, S. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) Ezista o structura de (R,S)-bimodul G-graduat pe M si o structura de (S, R)-bimodul
G-graduat pe N (care extind structurile date) astfel incat M si N induc o echivalentda Morita
graduata intre R $i S.

(ii) My si Ny induc o echivalenta Morita intre Ry gi S1, i My se extinde la un A(R®y S°P)-
modul.
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4.3 Extinderi ale lui O

Asa cum am mentionat la inceput, pe tot parcursul acestui capitol vom considera cazul k
corp arbitrar. Spre deosebire de cazul k algebric inchis, sunt necesare aici nigte notiuni si
rezultate legate de extinderea algebrei coeficientilor. Vom prezenta pe scurt aceste rezultate,
urmand in principal lucrarea [20]. Vom arata de asemenea ca, in contextul paragrafului 5,
vom putea considera k corp perfect.

4.3.1. Corpuri perfecte. Amintim c& un corp F' se numeste perfect daca toate extinderile
sale algebrice sunt separabile. Existd o caracterizare simpla a corpurilor perfecte. Un corp F
este perfect daca gi numai daca F' are caracteristica 0 sau F' are caracteristica p > 0 si orice
element al lui F' are o p-radacina in F. A doua conditie poate fi scrisd in mod echivalent
ca, endomorfismul lui Frobenius z — 2 si fie automorfism. In particular, toate corpurile de
caracteristica 0 si toate corpurile finite sunt perfecte.

4.3.2. Fie p un numéar prim, O un inel de valuare discretd complet avand corpul rezidual
k= 0O/J(O) de caracteristica p si K corpul fractiilor lui O.

Daca O’ este un inel de valuare discretd complet care-1 contine pe O si J(O) C J(O') spunem
cd O este o extindere a lui O. In acest caz, corpul fractiilor K’ si corpul rezidual & al lui @’
sunt extinderi ale lui C si respectiv k, si poate fi aplicata astfel teoria lui Galois. Spunem ca
extinderea O’ este finita (normald si respectiv Galois) peste O daca K’ este finitd (normala
respectiv Galois) peste K. In acest capitol prin extindere Galois vom intelege intotdeauna
extindere Galois finita.

Fie O’ o extindere Galois peste O si I' = Gal(K'/K) grupul lui Galois al lui K" peste K. E
clar ca T stabilizeaza O’ si (O')' = O. Astfel, vom numi I' de asemenea, grupul lui Galois al
lui O peste O si notam I' = Gal(O’/O).

Are loc urmétoarea proprietate.

Propozitia 4.3.3. ([20]) Exista o bijectie intre extinderile lui O confinute in O si sub-
grupurile grupului T' = Gal(O'O).

Mai mult, k&’ este finita si normala peste k deoarece O’ este finita si normala peste O, si exista
un morfism natural I' = Gal(O'/O) — Gal(k'/k). Totusi acest morfism nu este in general
injectiv. Observam ca are loc J(O') N O = J(O) (pentru ca O este local), ceea ce implica ca
J(O)O' C J(O'). Extinderea O se numeste neramificata peste O daca J(O)O' = J(O') (sau
echivalent, rang,(0’) = dimik’) . Remarcam de asemenea ca k' nu este neaparat o extindere
Galois peste k pentru ci nu este neaparat separabild peste k. Se spune ca O’ este separabild
peste O daca k' este separabila peste k. Mai mult are loc urmatorul rezultat.

Propozitia 4.3.4. Daca O’ este o extindere Galois neramificatd si separabild peste O, atunci
Gal(K'/K) = Gal(O'/O) = Gal(K'/k).

Conform unor rezultate de teoria numerelor, are loc urméitorul rezultat, care reprezinta o

situatie tipica pentru aplicatiile noastre.

Propozitia 4.3.5. Dacd w este o p-radacindg a unitatii, atunci Olw] este o extindere ciclica,
separabila si neramificata a lui O si k(w) este o extindere ciclica separabild a lui k.
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De asemenea, are loc gi urmatorul rezultat.

Propozitia 4.3.6. Fiec O o extindere neramificatd peste O avand corpul fractiilor k'. Dacd
K = k(w) pentru o p'-radacing w a unitatii, atunci 0" = Olw]. Prin urmare, este o extindere
neramificata ciclica si separabila peste O.

4.3.7. In demonstratia teoremei centrale din paragraful 5 va fi suficient sa studiem cazul k
corp perfect. Vom prezenta in continuare cum se face aceasta reducere si care sunt argu-
mentele.

Fie k, inchiderea algebrica in k£ a corpului prim cu p-elemente adica, k, este multimea tuturor
elementelor din k care sunt algebrice peste corpul prim (in mod echivalent, k, este format din
0 si din toate radacinile unitatii din k). Atunci k, este un corp perfect. Daca caracteristica lui
O este 0, notam cu O, extinderea corespunzatoare inclusa in O peste inelul Intregilor p-adici,
adica O, este extinderea peste Z, generata de toate p’-radacinile unitatii in O. In particular,
O, este o extensie neramificata separabila peste Z,,.

Propozitia 4.3.8. Fie R o O-algebra cuAR/J(R) ~ k. Daca k este perfect, atunci, in grupul
multiplicativ R* existd un unic subgrup k* a cdrui imagine prin morfismul canonic R — k
este izomorf cu grupul multiplicativ k*.

4.3.9. Enuntam acum doua proprietati utile care au loc la extinderea coeficientilor. Fie A o
O-algebra.

Lema 4.3.10. Fie O o extindere a lui O. Fie M si N A-module. Atunci
O' @ Homa (M, N) ~ Homprg,4(O' @0 M, 0" @0 N).
Lema 4.3.11. Fie O o extindere a lui O, M un A-modul st N un A-modul drept. Atunci

O' @0 (N@a M)~ (000 N)Rogya (O ®o M).
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4.4 Rezultate generale legate de O-blocuri si teorie Clifford

Amintim in acest paragraf cateva notiuni si rezultate tehnice legate de blocuri si teorie Cliford
pentru blocuri, majoritatea continute in [23]. Acest paragraf are rolul de a introduce notatiile
necesare formularii rezultatelor noastre din paragraful urmator.

4.4.1. Fie O un domeniu cu ideale principale local si complet avand corpul rezidual k de
caracteristica p > 0. Fie GG un grup finit, A = OG algebra grupala si b un bloc cu defect grup
D al lui OG.

Fie i € AP un idempotent sursi a lui b, si fie v C AP, U(AD):clasa de conjugare a lui i.
Br{ () este un punct al lui kCq(D) si determina un unic bloc by al lui kCq(D) cu defect
grup Z(D). Perechea (D, b,) se numeste o defect b-pereche Brauer. Consideram stabilizatorii

Na(Dy) = {g € Na(D) | 7y =~}

si ) L
Ng(D,by) ={g € Na(D) | /by = by}
Este binecunoscut faptul ca B
NG(Dvb’Y) = NG(D’Y)
si ca acest grup contine DCq (D).
Existd un unic bloc b, al lui OCg(D) astfel incat b, este imaginea lui b, prin morfismul
OG — kG. Se observa ca b, este de asemenea un bloc cu defect D al lui ODCg(D) si al lui
ONg(D~), si in general pentru orice algebra OH unde DCq(D) < H < Ng(D,). Consideram
functia urma
Ne(D) . yNg(D. Ng(D
TrNg(Dﬂ,) - A G(Dy) — A al )7

si fie

_ m.Na(D)
c="Tr D,

Ng( b’y'

)

Atunci c este corespondentul Brauer al lui b, si algebra ONg(D, )b, este Morita echivalenta
cu ONg(D)e.

4.4.2. Fie A(D) factorul simplu al lui AP corespunzator lui v. De fapt A(D,) este izomorf
cu factorul simplu al lui kCq(D)by/J(kCq(D)b,) corespunzitor punctului Brp(y). De fapt,

A(D,) ~ kCg(D)b,,

unde
Cq(D) := Cg(D)/Z(D) ~ DCg(D)/D.

Se stie ca a este un bloc cu defect grup zero al lui kCg(D). Notdm
centrul lui A(D,). Din [20, Sectiunea 2.4]

A(D,) ~ M, (k),
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algebra matricilor de tipul n x n peste k (adici, A(D,) are indice Schur 1). Notam aceasta
algebra cu S. Mai mult k este o extindere ciclica separabila peste k. Blocul Bv se ridica la un
bloc al lui OC¢(D) notat by si avem

OCq(D)by ~ M,(0),

unde O este o extindere ciclica separabild peste O. Prin urmare Gal(O/0) = Gal(k/k) este
ciclic si O = O((), unde ¢ este un caracter Brauer absolut ireductibil in OCg(D)b, (a se
vedea [20] si [23, Sectiunea 2] pentru detalii).

4.4.3. Consideram grupul factor
Eq(Dy) = Na(Dy)/DCeq(D),

numit si coeficientul inertial al blocului b. Grupul Ng(D.)/Cg(D) actioneaza prin conjugare
asupra lui Aut(D) si deci si asupra lui Out(D) = Aut(D)/Int(D). Nucleul morfismului
Na(D,)/Cq(D) — Out(D) este DCq(D)/Cq(D) si prin urmare

(Na(D4)/Ca(D))/(DCa(D)/Ca(D)) ~ Eg(D-)

este izomorf cu un subgrup al lui Out(D).

Dacé k este algebric inchis, este binecunoscut faptul ca Eg(D~) este un p’-subgrup. Aplicand
Teorema lui Schur-Zassenhaus, Eg(D-) poate fi privit ca un p’-subgrup al lui Aut(D).

Presupunand k corp arbitrar, rezulta ca gi mai sus ca grupul G este izomorf cu un subgrup al
grupului factor Out(D) al automorfismelor exterioare ale lui D. Grupul Eg(D-) actioneaza

asupra lui O si k deoarece N¢(D,) actioneaza asupra lui k‘ég(D)g,Y si Oc_’g(D)BW, si DCq(D)
actioneaza trivial asupra lui k si 0.

Notam cu K nucleul morfismului de grupuri
Ec(D,) — Gal(0/0) = Gal(k/k).
Morfismul AP — A(D.,)) de Ng(D,)-algebre induce un morfism surjectiv
Ng(D
Tr§(AP) — TP (A(D,)).

Deoarece b € Tr% (AP), unitatea 37 alui A(D,) apartine lui TriVG(D”)(A(D,Y)), si lui TrfG(D”)(l%).
In particular, rezulta ci K este un p’-grup.

Actiunea lui Ng(D,) asupra lui D si asupra lui O determini un morfism de extensii de grupuri

1 — D/Z(D) — N¢(D,)/DCq(D) —— Eg(Dy) —1

| | i

1—=Int(OD) Autp(OD) Outp(OD) —1

Conform [23, Propozitia 1.14], morfismul Eg(D.,) — Oute(OD) se ridica la o unica clasi de
Int(OD)-conjugare de morfisme de grupuri

0 : Eg(D,) — Autp(OD).
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Aceasta inseamnd ci pentru orice 2 € Ng(D-) existd a € 1+ J(OD) astfel incat pentru orice

u € D avem
0(z)(u)* = zuz L,

unde Z este imaginea lui z in Eg(D,).
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4.5 Module sursa ale blocurilor cu defect grup normal

In acest paragraf descriem modulele sursa ale blocurilor cu defect grup normal peste corpuri
arbitrare. Vom generaliza [4, Teorema 13| si [35, Teorema 3.3]. Argumentele noastre vor fi
modul-teoretice.

Folosim notatiile din paragraful anterior. Notam cu
R = ONg(D~)b,.

Deoarece by, € OCq(D), R poate fi privit ca o algebra Ng(D,)/Cq(D)-graduata, cu 1-
componenta

Ry = OCu(D)b,.

In acest paragraf descriem algebra sursa si modulul sursa al lui R. Aga cum am mentionat la
sfargitul sectiunii 4.3, pentru inceput presupunem ca k este corp perfect. Vom discuta cazul
general in 4.5.6.

4.5.1. Am vazut ca grupul Ng(D-) actioneaza asupra lui
S ~ kCq(D)bs,

si mai mult, S este o algebra kDCg(D)-interioara. Rezultd ca putem construi algebra
Eq(Dy)-graduata S * Eg(D,) cu l-componenta S, impreuna cu morfismul de k-algebre
E¢(D.)-graduate

k‘N(;(Dﬂ/) — S % E(;(ny).

Observam ca
S* E(Dy) = R/Ju(R),

ca si algebre Eq(D,)-graduate.

Fie V unicul S-modul simplu. Atunci V este un (S, k)-bimodul si un (OC'(;(D)EW, O)-bimodul.
S-modulul simplu V este Eg(D.)-invariant. Conform unui rezultat din teoria algebrelor gra-
duate rezulta ca Endg, g, (p.)(S*Ec(D4)®s V')°P este produsul incrucisat dintre Endg(V) ~ k
si stabilizatorul lui V. Prin urmare exista un izomorfism

Endg, s, (p.)(S * Ec(Dy) ®5 V) ~ k4Eq(D,),
unde 3 € Z%(Eq(D5), k*), si actiunea lui Eq(D~) asupra lui k este aceeasi ca in 4.4.3.
4.5.2. Deoarece corpul k este perfect, k este de asemenea perfect, deci extensia
1-14+J0) -0 -k -1

scindeazd in mod unic. Folosind aceasta, obtinem un element al lui Z%(Eg(D.), 0*), pe
care-1 vom nota tot cu (.

Astfel, putem construi produsul incrucisat

R := OD%Eq(D)
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al lui @D cu grupul Eq(Dy). Algebra R’ poate fi privita ca o algebra Ng(D.)/Cq(D)-
graduatéa, cu 1-componenta

Urmatoarea teorema este rezultatul central al acestui capitol.

Teorema 4.5.3. Eristd o echivalenta Morita Ng(D)/Cq(D)-graduata intre R si R'. Mai
precis, fie V acoperitoarea proiectivd a lui V privit ca (OCg(D)b,, O)-bimodul, si fie

U := ODCgq(D)by ®ocy (Db, V-
Atunci echivalenta Morita este indusd de (R, R')-bimodulul Ng(D~)/Ca(D)-graduat

W = R®opog (D), U
Demonstratie. Vom folosi Teorema 4.2.7.
Pasul 1:

Privim pe V ca un (OCg(D)b,, O)-bimodul via epimorfismul
OCq(D)by 0 O — kCq(D)by @y ki,

si consideram acoperitoarea sa proiectiva V. Deoarece algebra Oz (D) este comutativa, putem
privi pe V ca un (OCq(D)b,, OZ(D))-bimodul. Morfismul de O-algebre

OZ(D) — Endocy(py, (V)

dat de multiplicarea la dreapta este injectiv pentru ca V' este proiectiv ca si OCg(D)b,-modul.
Deoarece

Endocy oy, (V)/J(Endoc, (py, (V) ~ Endg(V) ~ k,

din lema lui Nakayama rezulta ca acest morfism este si surjectiv. Prin urmare, aplicand Teo-
rema 4.2.5, (OCq(D)b,, OZ(D))-bimodulul V' induce o echivalenta Morita intre O-algebrele
OCq(D)by si OZ(D), adica intre Ry si Rj.

Pasul 2:
Fie
D = D/Z(D) ~ DCo(D)/Ca(D)

si consideram algebrele D-graduate ODCg(D)by si OD. Algebra diagonala a algebrei
ODCg(D)b, ®0 OD este (OCg(D)b, @p 1)O(5(D)), deci avem un morfism surjectiv de
O-algebre

A(ODCg(D)b, @0 OD) — OCq(D)b,,.

Prin urmare V se extinde la un A(ODCg(D)b, ®0 OD)-modul.
Conform Teoremei 4.2.7, (ODCg(D)b.,, ®D)-bimodulul D-graduat
U:= ODCG(D)b,Y QOCH(D)bs %
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induce o echivalenti Morita D-graduati intre ODCg(D)by si OD. (Am luat in considerare
aici izomorfismul canonic OD ~ (OD)°P.)

Pasul 3:

Acum schimbam putin punctul nostru de vedere si vom privi R si R’ ca algebre Eg(D-)-
graduate. In acest caz, Ry = ODCg(D)b, si Ry = OD. Consideram subalgebra diagonala

A — A( R/op @R ®O ngpa
geG
care este de asemenea Eg(D. )-graduata cu 1-componenta
Ay = ODCg(D)b, @0 OD.
Fie
W :=RQ®gr, U~ R®OC@(D)b7 V.

Deoarece V' este Ng(D~)-invariant, Wi = U este un Ri-modul Eg(D.)-invariant. Mai mult,
W1 este un Aj-modul, si vom arata ca acesta se extinde la un A-modul. Notam

R:=R/Jgx(R) ~ S * Eg(D,),
R =R [Ju(R) ~ kSEc(D,),
si fie
A= A)Jg(A).
Avem ci A1 /J(A1) ~ S @ k, 51 A/ Jg(A) ~ A(R®y, R'). In final, notim
€ = Enda (A ®a, W1)°P, £ = EndA(A XA, V)Op.

Avem ca Wy /J(A1)Wy ~ V este un Aj-modul simplu. Aceasta implica (a se vedea [35, Lema
2.4]) c& &/ Jg(E) ~ & ca si algebre Eg(D.)-graduate.

Deoarece Endg(R @5, V)P ~ R’ ca algebre Eg(D,)-graduate, rezulta ci V se extinde la

un A-modul. Prin urmare hU(€) este o extensie scindabild a lui k prin Eq(D,). Aplicand
Teorema 4.2.3 i observatiile anterioare, extensia hU(FE) este de asemenea o extensie scindabila
a lui U(&1) prin Eg(D,). Deducem deci ca Wy se extinde la un A-modul.

Aplicand din nou Teorema 4.2.7, rezulta ca (R, R')-bimodulul
W=R®gr U=~ (R0 R)®,U
induce o echivalentd Morita intre R si R’. Deoarece
W >~ R®ocq(p)p, V,

avem cd R ~ Endr(W)°P si ca algebre Ng(D7)/Cq(D)-graduate, si W este un (R, R')-
bimodul Ng(D7v)/Cq(D)-graduat. O
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Corolarul 4.5.4. Pdastram notatiile din teorema precedenta. Abstractie facand de un izomor-

fism

1) V' este unicul modul sursa al lui OCq(D)b.,.

2) U este unicul modul sursa al lui ODCg(D)b,.

3) W este unicul modul sursa al lui R = ONg(D~)b,.

Demonstratie. 1) Rezulta direct din teorema anterioara, deoarece V' este un OCg(D)b,-modul
indecompozabil.

2) Deoarece k este corp perfect, conform [7], U este indecompozabil i ca ODCq/(D)b,-modul.

3) Aratam ca W este indecompozabil ca si (R, R})-bimodul. Conform echivalentei Morita
E¢(D.)-graduata de mai sus, lui W 1i corespunde (R, R})-bimodulul R’ = (’)DZE(;(DW).
Avem ca
’ / /
R = @ Ry ®py 1)
9EEG(D~)
este o suma directd de (Rj, R})-bimodule indecompozabile. Deoarece morfismul de grupuri
E¢(D.) — Outp(OD) este injectiv, rezultd ca pentru orice g € Eg(D,), (R}, R})-bimodulele
Ry ®p; Ry si R} nu sunt izomorfe. Deci R’ este un (R, R})-bimodul indecompozabil. O

Corolarul 4.5.5. O-algebra R = ONg(D,)by este izomorfa cu algebra de matrici
Mn((’)DgE(;(Dv)), unde n = dim; V.

Demonstratie. Prin constructie, V este un @Z(D)—modul drept liber de rang n. Afirmatia
rezulta din faptul ca
W >V @4, ODGEG(Ds),

si R ~ Endg/ (W). O

4.5.6. Renuntam acum la presupunerea k corp perfect. Folosim rezultatele din paragraful 4.3.
Fie k' inchiderea algebrica in k a subcorpului prim. Daci char® = 0, fie O’ extinderea nera-
mificata corespunzatoare subinelului p-adic al lui O. Atunci b € Z(O'G), b, € Z(O'Cq(D)),
si D este defect grupul lui b privit ca si bloc al lui O'G.

Pornind de la un bloc O'Gb, obtinem ~/, &/, @' si W’ ca mai sus. Mai mult, avem
NG(Dy) = Ng(D5) st Eg(Dy) = Eg(D-).
Consideram (ONg(D-)by, ODYEq(D5))-bimodulul

W =0 o w'.

Conform echivalentei Morita data de Teorema 4.5.3 avem urmatoarele izomorfisme de bimo-
dule
W' @60 5oy W = O'Ne(D3)by
si

W @orng (Do, W = OD% Ec(D,),
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unde am notat cu W'Y @’-dualul lui W’. Aplicand Lemele 4.3.10 si 4.3.11, obtinem astfel
izomorfismele de bimodule

W ®@DgEG(D’Y) W = ONg/(D~)by
si )
WY @ong(p,)p, W ~ ODGEq(D-).

Prin urmare, aplicand din nou teoria Morita, algebrele ONg(D~)by si (’A)DgEg(DV) sunt
Morita echivalente.
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Concluzii si perspective

Scopul acestei teze a fost de a dezvolta si aplica metode de teoria modulelor peste algebre
graduate In tratarea unor probleme din teoria G-algebrelor definite peste corpuri mici.

Am stabilit in capitolul 1 o corespondenta intre G-algebre si algebre graduate si am interpretat
grupurile punctate ca si clase de izomorfism de anumite module. Rezultatele obtinute permit
interpretarea in termeni modul-teoretici a unor rezultate din teoria lui Puig a grupurilor
punctate. Am caracterizat diverse relatii intre grupuri punctate in acesti termeni, ca de
exemplu relatia de proiectivitate relativa, relatia de libertate relativa, relatia de incluziune si
defect grupul punctat.

Ca si aplicatii, am dedus in capitolele 2 i 3 anumite rezultate din teoria lui Puig din rezultate
mai generale din teoria modulelor peste algebre graduate. Am formulat versiunile graduate
ale unor rezultate existente in literatura legate de grupuri punctate pe care le-am demonstrat
folosind metode directe, modul-teoretice. In demonstratiile acestora am folosit rezultate din
teoria modulelor peste algebre graduate ca de exemplu, teoria lui Green a varfurilor si a
surselor sau teorie Clifford pentru module indecompozabile. Proprietatile legate de grupuri
punctate s-au dedus usor ca si consecinte ale teoremelor noastre. Dintre chestiunile abordate
amintim o caracterizare a libertatii relative pentru grupuri punctate, teorema de indecom-
pozabilitate a lui Green, o teorema a lui Fong pentru grupuri resolubile. Am dat de asemenea
definitia modulului de multiplicitate al unui modul din care a rezultat cea a modulului de
multiplicitate al unui grup punctat.

O alta directie de cercetare a fost legata de studiul blocurilor cu defect grup normal peste
corpuri arbitrare. Folosind tehnici din teoria modulelor peste algebre graduate am descris in
capitolul 4 modulele sursa ale acestor blocuri. In cazul in care o defect-pereche Brauer a unui
bloc este normalizata, am aratat ca exista o echivalenta Morita graduata intre bloc si algebra
sa sursa.

Cercetari ulterioare pot fi dezvoltate in mai multe directii. In primul rand putem continua
studiul modulului de multiplicitate al unui grup punctat initiat in aceasta lucrare. Ne propu-
nem o caracterizare modul-teoretica a proiectivitatii relative intre grupuri punctate folosind
modulul de multiplicitate, pornind de la [43, Propozitiile 14.7 i 18.8]. Acest lucru ar putea
fi continuat cu enuntarea versiunii graduate a corespondentei Puig pentru grupuri punctate
[43, Teorema 19.1]. Aceasta corespondenta datorata lui Puig [40], reprezintd un instrument
fundamental al teoriei G-algebrelor, putand fi privita ca o reducere la cazul modulelor proiec-
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tive. O consecinta importantd a corespondentei lui Puig o reprezinta corespondenta Green,
subiect deja abordat in aceasta teza. Ne propunem continuarea acestui studiu in principal In
a formula in varianta graduata si a demonstra relatia dintre algebra de multiplicitate a unui

grup punctat si cea a corespondentului sau Green, aga cum este prezentata in [43, Teorema
20.1 ¢)].

In articolul [25], H. Fottner demonstreaza ca corespondenta Green pentru grupuri punctate
comutd cu inductia in sensul teoremei [25, Teorema C]. Mai exact, aceasta teorema da o
caracterizare a libertatii relative Intre doua grupuri punctate folosind libertatea relativa intre
corespondentii Green ai acestora. Acest rezultat, precum si corolarele sale D, E gi F din [25]
ar putea fi generalizate pentru module graduate, continuand astfel cercetarile initiate in teza
referitoare la libertate relativa si inductie de grupuri punctate.

O alta idee ar fi continuarea generalizarii unor rezultate din teoria blocurilor algebrelor grupale
peste corpuri arbitrare, in principal legate de algebrele sursa si modulele sursa ale blocurilor.
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