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In conformitate cu proiectului de cercetare aferent anului 2007 (perioada 01.10.2007 —
31.12.2007), echipa de cercetare si concentrat activitatea asupra investigarii unor categorii
cu relevanta in studiul reprezentarilor unor clase speciale de grupuri finite si algebre finit
dimensionale, 1n special investigarea echivalentelor Morita si derivate intre blocuri ale
grupurilor finite si ale unor algebre asociate cu acestea.

Cercetarile s-au efectuat pe doua directii principale prezentate in detaliu in proiect, si
anume:

1) Elaborarea de metode noi provenind din teoria modulelor pentru studiul G-algebrelor
si al grupurilor punctate.

2) Dezvoltarea de noi metode computationale pentru studiul indicilor Schur ai carac-
terelor si de metode teoretice in cazul reprezentarilor peste corpuri arbitrare.

Rezutatele obtinute pana acum pe directia 2) au fost intai comunicate la seminarul
stiintific aferent proiectului, precum si pe plan international, de catre A. Marcus, in cadrul
seminariilor de cercetare organizate de echipe de algebristi din alte universitati astfel:

1. Conferinta ,, Crossed products, Brauer groups and Clifford classes” la Vrije Univer-
siteit Brussel, in 19.10.2007.

2. Conferinta ,, Derived invariance of Clifford classes”, la Leibniz Universitat Hannover,
Germania.

Se preconizeaza redactarea trimiterea spre publicare a articolelor la inceputul lui 2008.

In conformitate cu criteriile de performanta preconizate pentru acest an, o rezultatele
obtinute pe directia 1) s-au concretizat in redactarea lucrarii [1] descrise mai jos.

[1] C. Dicu, On the multiplicity module of a pointed group, 2007 (este acceptat pt.
publicare in revista Mathematica (indexata BDI)).

Rezultatele articolului [1] se Incadreaza in domeniul reprezentarilor modulare ale
grupurilor finite. Dezvoltam si aplicam sistematic metodele teoriei modulelor la studiul
asa numitelor grupuri punctate, mai precis, dam o abordare in termeni modul-teoretici a
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notiunii de modul de multiplicitate al unui grup punctat al unei G-algebre, folosind tehnici
din teoria algebrelor graduate.

Fixam G un grup finit i O un inel comutativ, noetherian, local si complet avand corpul
rezidual k de caracteristica p (nu neaparat algebric inchis). Toate algebrele si modulele
vor fi considerate libere peste O si de rang finit. Fie A o G-algebra peste O. Amintim
ca un grup punctat H, pe A este o pereche (H,«), unde H este un subgrup al lui G si
a € P(AH) este un punct al lui A7,

Unui grup punctat H, al lui A i se asociaza diverse obiecte matematice pe care le vom
descrie pe scurt in continuare, urmand [6, Sectiunea 13]. In primul rand, exista un unic
ideal maximal m,, al lui A7 astfel incat a G m, si k-algebra simpla S(a) = A¥ /m, se
numeste algebra de multiplicitate a grupului punctat H,. Fie Ng(H,) stabilizatorul lui
a in Ng(H) si notam Ng(H,) = Ng(H,)/H. Grupul Ng(H,) actioneazi asupra algebrei
cat AH /m,, si deci S(a) este o Ng(H,)-algebra. Mai mult, deoarece H actioneaza trivial
asupra lui A% este util s& privim S(a) ca si Ng(H,)-algebri.

Daca k este algebric inchis, atunci S(a) = Endg(V («)), unde V() este unicul S(«)-
modul simplu. Acest modul simplu se numeste modulul de multiplicitate al lui ﬁa. De
fapt, V() poate fi inzestrat cu o structurd de modul peste o algebra rasucitd kyNg(Hy)
asociata lui S(a). Prin modul de multiplicitate V() al unui grup punctat H,, vom intelege

intotdeauna k-spatiul vectorial V(«) impreuna cu structura sa de kyNg(H,)-modul.

Folosind bijectia stabilita in [1, Propozitia 2.4] putem interpreta un grup punctat H,
al lui A ca gi o clasa de izomorfism de Ry-sumanzi directi indecompozabili ai lui A, unde
R = A x GG este algebra grupala stramba a lui A si G. Mai exact, modulul indecompo-
zabil corespunzator grupului punctat H, este A x H-modulul Az, unde 7 € «a. Aceasta
corespondenta permite interpretarea in termeni modul-teoretici a unor rezultate din teoria
G-algebrelor referitoare la grupuri punctate (a se vedea de exemplu [1] si [2]).

In acest articol ddm versiunea graduata a notiunii de modul de multiplicitate si algebra
de multiplicitate a unui grup punctat. Vom incepe cu o algebra tare G-graduata R, un
R-modul M gi U un sumand direct al lui Res%(M). Asa cum am precizat la inceput vom
considera cazul general, cand k nu este neaparat algebric inchis. Vom defini notiunea de
modul de multiplicitate al lui U. Vom arata ca aceasta constructie aplicata algebrei G-
graduate A G implica in cazul algebric inchis, notiunea uzuala de modul de multiplicitate
al unui grup punctat.

Abordarea noastra foloseste tehnici din teoria algebrelor graduate (prezentate in [3] si
[4]), in principal legate de teorie Clifford pentru module indecompozabile peste algebre
tare graduate (prezentate in [3]).

Fie R o O-algebrii tare G-graduat si H un subgrup al lui G. Fie M un R-modul si
notam

A = Endg, (M)°P.

Este binecunoscut faptul ca A este o G-algebra si ca

A = Endg,, (M)°P.
Mai mult, A" devine o Ng(H)-algebrd asupra careia H actioneaza trivial i vom privi A”
ca si Ng(H)-algebra, unde Ng(H) := Ng(H)/H. .
_ Fie U un sumand direct indecompozabil al lui Res& M. Privim Ry (m) ca si algebra
N¢(H)-graduata (cu 1-componenta Ry). Atunci

M := Ry,m ®ry U
este un Ry, -modul Ng(H)-graduat. Notdm cu Ng(H)y stabilizatorul lui M, adica

Ne(H)y = No(H)y = {gH € No(H) | Ryt @,y U ~ U in Ry-mod}.
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Deoarece M este un R-modul, deci in particular un R N (my-modul, exista un binecunoscut
izomorfism de O-algebre Ng(H )-graduate

EndRNG(H)(RNG(H) O Ry M)Op ~ A « NG(H)’

unde A" x Ng(H) este algebra grupald stramba a lui A = Endg,, (M) si Ng(H). Mai
tarziu vom aplica teorie Clifford algebrei Ng(H )-graduate A7 x Ng(H) si 1-componentei
sale A,

Rp-modulul U determing un unic A”-modul proiectiv indecompozabil X si X la randul
sdu, corespunde (aplicand [3, Teorema 2.3.10]) unui A¥-modul

X = X/J(A"X,

care este simplu ca si A7(si ca A¥/J(A7))-modul. Mai mult, deoarece aceste
corespondente sunt compatibile cu actiunile grupurilor, avem egalitatea intre stabiliza-
torii

Ng(H)y = Ng(H)x = Ng(H) %.

Consideram acum algebrele Ng(H)-graduate
E = Endg,_ ., (Bng) @ry U)™,
care este produs incrucisat al lui By ~ Endg,, (U)°P si Ng(H)y, si
D = E/J,(E),
care este produs incrucisat al lui Dy ~ E,/J(E)) si Ng(H)y. Deoarece corespondenta
Ry (i) @ry U v (A" % No(H)) @ a1 X

provine dintr-o echivalenta de categorii, are loc izomorfismul

E =~ End gn, yg ) (A" % No(H)) @41 X)°P

de algebre Ng(H )-graduate. Mai mult, X fiind proiectiv ca si Af_modul, are loc izomor-
fismul de k-algebre Ng(H )-graduate

D ~ EndAH*]\_/G(H)X<<AH * Ng(H)) ®AH X)op.
Se observa ca, k-algebra din membrul drept este izomorfa cu un produs incrucisat al lui
Dl >~ EHdAH (X)op >~ EndAH/J(AH)(X)Op
cu Ne(H)x. ) )
~ Avem cd X este un (A", End,n(X)°)-bimodul si deoarece X este un A”-modul
N¢(H) x-invariant, rezulta ca

(A" % No(H)x) ©an X ~ X OEnd , y (X)op EndAH*NG(H)X((AH * No(H)) @1 X)P

este un (A" * No(H)x, Endgn .5,y (A" % No(H)) @ 4n X))-bimodul Ng(H) x-graduat.
Deoarece X este un A”-modul simplu, avem ca J(A") € Annys(X) si mai mult,
Annyu (X) este un ideal Ng(H)x-invariant al lui A7 x Ng(H)x. Acest ideal determina
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un unic ideal graduat al ui A" « Ng(H)x. Atunci (A" « Ng(H)x) ®n X este simplu
graduat ca si A * Ng(H)x-modul, si consideram k-algebra Ng(H)x-graduata

R:= A" « Ng(H)x/ Annan (X) (A7 « Ng(H)x).
Se observa ca ) ) B
R~ (A7) Annyn (X)) * No(H)y
este o algebra tare Ng(H)y-graduati cu 1-componenta
Ry ~ A"/ Annyn (X),
o k-algebra simpla. Notam A A )
FE = EndR(R ®R1 X)Op
(deci E ~ D ca i algebre Ng(H)y-graduate). Are loc urmitorul izomorfism de (f%, E’)—
bimodule Ng(H)y-graduate: ) o )
R®R1X2X®E1 E.
Prin urmare X este un A(R @ E°P)-modul, unde A(R ®j, E°P) este subalgebra diagonali
a lui R ®; E°P, i avem
R ®I:21 X = (R Ok EOP) ®A(R®kE°P) X’
ca si (R, E)-bimodule.
Putem acum sa dam definitia modulului de multiplicitate al Ry-modulului indecom-
pozabil U.

Definitia 1 A(R Rk EOP)—modulul f( se numeste modulul de multiplicitate al Rp-
sumandului indecompozabil U al lui M.

Studiem in continuare un caz particular al acestei constructii, si anume cazul cand
FE, ~ k. Aceasta situatie are loc de exemplu cand k este algebric inchis, deoarece X este
o AH_algebra simpla si deci £} ~ End 4u(X) este izomorf cu k.

Propozitia 1 Presupunem cd Ey ~ k si deci Ry este o k-algebra simpla centrala. Atunci
A(R @ %) =~ By @ by No(H)o,
unde v € Z*(Ng(H)y, k*).

In urmétoarea propozitie aratam ca notiunea uzuala de modul de multiplicitate al unui
grup punctat este un caz particular al notiunii de modul de multiplicitate al unui modul
indecompozabil, definita mai sus.

Propozitia 2 Presupunem k este algebric inchis si fie A o G-algebra peste O. Notam cu
R = A x G algebra grupala stramba a lui A si G, st il privim pe A ca si R-modul. Fie
H, un grup punctat al lui A si Ai (i € o) Ry-sumandul direct indecompozabil al lui A
corespunzator lui H,. Atunci modulul de multiplicitate al lui Ai (in sensul Definitiei 1)
este modulul de multiplicitate al grupulut punctat H,.

Pentru demonstratia Propozitiei 2 se aplica constructia de mai sus pentru A * G in loc
de R, Ain loc de M si Aiin loc de U. Avem ci A ~ Endg, (A) si A¥ ~ Endp,, (4)°.
Atunci Ng(H)y este Ng(H,), stabilizatorul lui H in o, k-algebra simpld Ry este S(a),
algebra de multiplicitate a lui H, si X este V(a), modulul de multiplicitate al lui H,.
Deoarece suntem in situatia Propozitiei 1,

A(R @y E) = S(a) @y k,Na(H,),

unde v € Z2(Ng(H,), k*), si deci propozitia este demonstrats.
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