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FUNCŢIA FITZPATRICK APLICATĂ SUMEI A DOI OPERATORI

MONOTONI

Rebeca Olivia Cristea

Abstract. Let X be a Hilbert space and A,B : X → 2X∗
be two monotone

operators. In this paper we try to characterize FA+B . This is one of Simon
Fitzpatrick’s open problem. Although this is a difficult problem, there is an
upper bound available, so we will try to illustrate it.
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1. INTRODUCERE

Definiţia 1. Spunem că un spaţiu X este spaţiu Hilbert dacă este un
spaţiu complet şi normat, ı̂n care norma provine dintr-un produs scalar, adică

||x|| =
√
〈x|x〉, pentru orice x ∈ X.

Fie X un spaţiu vectorial real. O aplicaţie 〈· |· 〉 : X × X → R care are
următoarele proprietăţi se numeşte produs scalar:

(1) 〈x+ y|z〉 = 〈x|z〉+ 〈y|z〉, pentru orice x, y, z ∈ X;
(2) 〈λx|y〉 = λ〈x|y〉, pentru orice λ ∈ R şi x ∈ X;

(3) 〈x|y〉 = 〈x|y〉, pentru orice x, y ∈ X;
(4) 〈x|x〉 > 0, pentru orice x 6= 0.

Se numeşte normă o funcţie ||· || : X → [0,+∞[ care satisface următoarele
proprietăţi:

(1) ||x|| = 0 dacă şi numai dacă x = 0;
(2) ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y|| pentru orice x, y ∈ X;
(3) ||λx|| = λ||x|| pentru orice λ ∈ R şi x ∈ X.

Propoziţia 1. (Cauchy-Schwarz) Fie X un spaţiu Hilbert, fie x, y din X.
Atunci

|〈x|y〉| ≤ ||x|| ||y||.

Lema 1. Fie X un spaţiu Hilbert, fie x, y, z din X. Atunci au loc următoarele
propoziţii:

(1) ||x+ y||2 = ||x||2 + 2〈x|y〉+ ||y||2;

(2) ||x+ y||2 + ||x− y||2 = 2||x||2 + 2||y||2;

(3) 〈x|y〉 = ||x+ y||2 − ||x− y||2.

Definiţia 2. Fie V,W spaţii liniare peste corpul K. Notăm cu L(V,W )
spaţiul aplicaţiilor liniare şi continue f : V → W . Dacă V este un spaţiu
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normat peste corpul K, atunci spaţiul normat L(V,K) se numeşte dualul lui
V şi se notează V ∗. Dacă V este staţiu Hibert atunci V = V ∗.

Fie X,Y, Z mulţimi nevide şi fie 2Y mulţimea putere a lui Y , adică familia
submulţimior lui Y . Notaţia T : X → Y ı̂nseamnă că operatorul T asociază
fiecare punct x din X cu un punct Tx din Y . Prin urmare notaţia A : X → 2Y

ı̂nseamnă că A este un operator multivoc de la X la Y , adică A asociază fiecare
punct x ∈ X unei mulţimi Ax ⊂ Y .

Graficul lui A este

graA = {(x, u) ∈ X × Y |u ∈ Ax}.
Domeniul lui A este

domA = {x ∈ X|Ax 6= ∅}.
Atunci A este monoton dacă

∀ (x, u) ∈ graA, ∀ (y, v) ∈ graA 〈x− y|u− v〉 ≥ 0.

O submulţime a lui X×X este monotnonă dacă este graficul unui operator
monoton. Inversul lui A este notat cu A−1 şi este definit de graficul său

graA−1 = {(u, x) ∈ Y ×X|(x, u) ∈ graA}.

Definiţia 3. Fie o funcţie f : X → [−∞,+∞], unde X este un spaţiu
topologic. Funcţia f se numeşte inferior semicontinuă ı̂ntr-un punct x0 ∈ X
dacă

f(x0) = lim
x→x0

inf f(x).

Definiţia 4. Spunem că o funcţie convexă f : X → [−∞,+∞] este proprie
dacă domf 6= ∅ şi f(x) 6= −∞, ∀ x ∈ X.

Definiţia 5. Fie X un spaţiu Hilbert. Funcţia indicator a unei submulţimi
C din X este funcţia definită astfel:

ıC : X → [−∞,+∞] : x 7→

{
0, dacă x ∈ C;

+∞, altfel.

Definiţia 6. Fie X spaţiu Hilbert, fie f : X → [−∞,+∞]. Conjugata lui
f este

(1) f∗ : X → [−∞,+∞] : u 7→ sup
x∈X

(〈x|u〉 − f(x)),

iar biconjugata lui f este f∗∗ = (f∗)∗.

Definiţia 7. Fie A : X → 2X
∗

un operator monoton. Funcţia Fitzpatrick
asociată lui A este

(2) FA : X×X∗ → [−∞,+∞], (x, x∗) 7→ sup
(y,y∗)∈graA

(〈y|x∗〉+〈x|y∗〉−〈y|y∗〉).

Definiţia 8. Mulţimea funcţiilor convexe, inferior semicontinue de la X la
[−∞,+∞] se notează cu Γ0(X).
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Propoziţia 2. Fie X un spaţiu Hilbert, fie A : X → 2X un opertor monoton
atfel ı̂ncât graA 6= ∅ şi fie (x, u) ∈ X → X. Atunci au loc următoarele
propoziţii:

(1) Presupunem că (x, u) ∈ graA. Atunci FA(x, u) = 〈x|u〉;
(2) FA = (ıgraA−1 + 〈· |· 〉)∗ ∈ Γ0(X ×X);
(3) FA(x, u) ≤ 〈x|u〉 dacă şi numai dacă {(x, u)} ∪ graA este monoton;
(4) FA(x, u) ≤ F ∗A(u, x);
(5) Presupunem că (x, u) ∈ graA. Atunci F ∗A(u, x) = 〈x|u〉;
(6) FA(x, u) = FA−1(u, x).

Propoziţia 3. Dacă domA 6= ∅ atunci funcţia FA este inferior semicon-
tinuă şi convexă pe X ×X∗.

Corolarul 1 ([2]). Pentru fiecare operator monoton A pe X avem

Ax ⊆ AFA
x, ∀ x ∈ X.

Dacă A este operator monoton maximal atunci A = AFA
.

Teorema 1 ([2]). Dacă A este un operator monoton pe X atunci A este
operator monoton maximal dacă şi numai dacă FA(x, x∗) > 〈x∗, x〉 atunci
când x ∈ X şi x∗ ∈ X∗\A(x).

Corolarul 2 ([2]). Fie A un operator monoton maximal pe X. Atunci

FA(x, x∗) ≥ 〈x∗, x〉, ∀ x ∈ X
şi x∗ ∈ X∗ şi FA(x, x∗) = 〈x∗, x〉 dacă şi numai dacă x∗ ∈ Ax.

Teorema 2 ([2]). Fie A un operator monoton pe X. Dacă f este o funcţie
convexă pe X ×X∗ cu f(x, x∗) ≥ 〈x∗|x〉 ∀ x ∈ X şi x∗ ∈ X∗ şi dacă

f(y, y∗) = 〈y∗|y〉, ∀ (y, y∗) ∈ graA
atunci FA ≤ f .

2. FUNCTIA FITZPATRICK A UNEI SUME

Una dintre problemele deschise propuse de Simon Fitzpatrick este aceea de
a caracteriza funcţia Fitzpatrick aplicată sumei a doi operatori.

Fie A şi B doi operatori monotoni de la X la 2X
∗
. Fitzpatrick cere caracte-

rizarea lui FA+B. Această problemă nu are o soluţie simplă. Cu toate acestea,
există o limita superioară şi o vom ilustra folosind câteva exemple.

Definiţia 9. Fie X un spaţiu Hilbert, fie f, g două funcţii de la X la
]−∞,+∞]. Convoluţia infimală a lui f şi g este

f�g : X → [−∞,+∞] : x 7→ inf
y∈X

(f(x) + g(x− y)).

Definiţia 10. Pentru doi operatori monotoni daţi A şi B de la X la 2X
∗
,

definim Φ{A,B}, prin:

(3) Φ{A,B} : X ×X∗ →]−∞,+∞] : (y, y∗) 7−→ (FA(y, ·)�FB(y, ·))(y∗).
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Propoziţia 4. Presupunem că A şi B sunt doi operatori monotoni de la
X la 2X

∗
. Atunci

(4) FA+B ≤ Φ{A,B}.

Demonstraţie. Fie (y, y∗) ∈ X ×X şi (x, x∗) ∈ (A+B), spunem că

x∗ = a∗ + b∗,

unde a∗ ∈ Ax şi b∗ ∈ Bx.
De asemenea, vom scrie y∗ = u∗ + v∗, unde {u∗, v∗} ⊂ X∗. Atunci

(5)

〈x|y∗〉+ 〈y|x∗〉 − 〈x|x∗〉
= 〈x|u∗ + v∗〉+ 〈y|a∗ + b∗〉 − 〈x|a∗ + b∗〉
= 〈x|u∗〉+ 〈y|a∗〉 − 〈x|a∗〉) + (〈x|v∗〉+ 〈y|b∗〉 − 〈x|b∗〉)
≤ FA(y, u∗) + FB(y, v∗).

Dacă folosim supremum peste (x, x∗) ∈ A+B rezultă

FA+B(y, y∗) ≤ FA(y, u∗) +BB(y, v∗),

ı̂n schimb dacă folosim infimum peste y∗ = u∗ + v∗ atunci se verifică (4). �

Observaţia 1. Limita superioară Φ{A,B} din Propoziţia 1 este câteodată,
nu ı̂ntotdeauna, compactă. Ar fi interesant să caracterizăm perechile de ope-
ratori monotoni (A,B) care satisfac identitatea FA+B = Φ{A,B}.

Exemplul 1. Presupunem că X este un spaţiu Hilbert şi C, D sunt două
mulţimi convexe şi ı̂nchise ı̂n X astfel ı̂ncât să aibă loc constrângerea

C ∩ intD 6= ∅.
Atunci FNC+ND

= Φ{NC ,ND}.

Demonstraţie. Fie (y, y∗) ∈ X ×X. Folosind funcţia indicator, obţinem

(6)

Φ{NC ,ND}(y, y
∗) = (FA(y, ·)�FB(y, ·))(y∗)

= infu∗+v∗=y∗(FNC
(y, u∗) + FND

(y, v∗))
= infu∗+v∗=y∗(ıC(y) + ı∗C(u∗) + ıD(y) + ı∗D(v∗))
= ıC(y) + ıD(y) + (ı∗C�ı

∗
D)(y∗)

= ıC∩D(y) + (ıC + ıC)∗(y∗)
= ıC∩D(y) + ı∗C∩D(y∗)
= FNC∩D(y, y∗)
= FNC+ND

(y, y∗).

Prin urmare FNC+ND
= Φ{NC ,ND}. �

Exemplul 2. Presupunem că X este un spaţiu real Hilbert şi C este o
mulţime convexă, nevidă şi ı̂nchisă ı̂n X. Atunci FId+NC

= Φ{Id,NC}.

Demonstraţie. Aceasta este o continuare a exemplului unde este folosită
funcţia energie şi funcţia indicator din [3, Exemplul 3.13], astfel ı̂ncât vom
ı̂mprumuta notaţiile de acolo şi aici.
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Fie (y, y∗) ∈ X ×X.

(7)

Φ{Id,NC}(y, y
∗) = (FId(y, ·)�FNC

(y, ·))(y∗)
= infu∗+v∗=y∗(FId(y, u

∗) + FNC
(y, v∗))

= infu∗+v∗=y∗(
1
4‖ u

∗ + y ‖2 + ıC(y) + ı∗C(v∗)).

Mai mult

(8)

= infu∗+v∗=y∗(
1
4‖ u

∗ + y ‖2 + ı∗C(v∗))

= infz∗(
1
4‖ (y + y∗)− z∗ ‖2 + ı∗C(z∗))

= infz∗(
1
4(‖ (y + y∗) ‖2 − 2〈y + y∗|z∗〉+ ‖ z ‖2) + ı∗C(z∗))

= 1
4‖ (y + y∗) ‖2 + infz∗(−〈12(y + y∗)|z∗〉+ 1

4‖ z
∗ ‖2ı∗C(z∗))

= 1
4‖ (y + y∗) ‖2 − supz∗(〈12(y + y∗)|z∗〉 − (14‖ · ‖

2 + ı∗C(z∗)))

= 1
4‖ (y + y∗) ‖2 − (14‖ · ‖

2 + ı∗C)
∗
(12y + 1

2y
∗).

Folosind ı̂mpreună rezultatele de mai sus, avem

(9)
Φ{Id,NC}(y, y

∗) = infu∗+v∗=y∗(
1
4‖ u

∗ + y ‖2 + ıC(y) + ı∗C(v∗))

= ıC(y) + 1
4‖ (y + y∗) ‖2 − (14‖ · ‖

2 + ı∗C)
∗
(12y + 1

2y
∗)

= FId+NC
(y, y∗).

Prin urmare Φ{Id,NC}(y, y
∗) = FId+NC

(y, y∗). �

Exemplul 3. Presupunem că X este un spaţiu real Hilbert şi K este un
subspaţiu ı̂nchis a lui X. Atunci FId = FPK+P

K⊥
= Φ{PK ,PK⊥}.

Demonstraţie. Fie (y, y∗) ∈ X ×X. Folosind funcţia energie, obţinem

(10)

Φ{PK ,PK⊥}(y, y
∗) = (FPK

(y, ·)�FP
K⊥

(y, ·))(y∗)
= infz∗∈X(FPK

(y, z∗) + FP
K⊥

(y, y∗ − z∗))
= infz∗∈X(ıX(z∗) + 1

4‖ PK(y + z∗) ‖2 + ıK⊥(y∗ − z∗)
+1

4‖ PK⊥(y + y∗ − z∗) ‖2)
= 1

4‖ PK(y + PKy
∗) ‖2 + 1

4‖ PK⊥(y + PK⊥y
∗) ‖2

= 1
4(‖ PK(y + y∗) ‖2 + ‖ PK⊥(y + y∗) ‖2)

= 1
4‖ y + y∗ ‖2

= FId(y, y
∗) = FPK+P

K⊥
(y, y∗).

Prin urmare demonstraţia e completă. �

Exemplul 4. Presupunem că X = R şi K = [0,+∞[. Atunci

FPK+P−K
= FId 6= Φ{PK ,P−K}.

Demonstraţie. Este clar faptul că FPK+P−K
= FId. Considerăm punctul

(−1, 1) ∈ R2.

(11) FId(−1, 1) =
1

4
| − 1 + 1|2 = 0.
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Pe de altă parte, obţinem

(12)

Φ{PK ,P−K}(−1, 1)

= infρ∈R(ıK(ρ) + 1
4 |PK(−1 + ρ)|2 + ı−K(1− ρ)

+1
4 |P−K(−1 + 1− ρ)|2)

= 1
4 infρ≥1(|PK(ρ− 1)|2 + |P−K(−ρ)|2)

= 1
4 infρ≥1(|ρ− 1|2 + |ρ|2) = 1

4 .

În final rezultă că FId 6= Φ{PK ,P−K}. �
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