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Rezumat. This article familiarizes the reader with the relative interior of sets
and the differences between the topological interior and the relative interior by
examples.
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1. SUBMULŢIMI ALE UNUI SPAŢIU LINIAR

În această secţiune, se consideră că X este un spaţiu liniar.
Pentru oricare două puncte distincte x, y ∈ X, mulţimea

{λ · x+ (1− λ) · y|λ ∈ R}

se numeşte dreapta ce trece prin punctele x şi y.
O submulţime A ⊆ X se numeşte afină dacă pentru orice x, y ∈ A şi orice

λ ∈ R, avem λ · x+ (1− λ) · y ∈ A.

Observaţia 1.1. În general, o mulţime afină trebuie să conţină, odată cu
oricare două puncte distincte, ı̂ntreaga dreaptă ce trece prin cele două puncte.

Pentru orice x, y ∈ X, mulţimea

{λ · x+ (1− λ) · y|λ ∈ (0, 1)}

se numeşte segment deschis de capete x şi y, iar mulţimea

{λ · x+ (1− λ) · y|λ ∈ [0, 1]}

se numeşte segment ı̂nchis de capete x şi y.
O submulţime C ⊆ X se numeşte convexă dacă pentru orice x, y ∈ C şi

orice λ ∈ [0, 1], avem λ · x+ (1− λ) · y ∈ C.

Propoziţia 1.2. Orice mulţime afină este convexă.

Observaţia 1.3. Mulţimile convexe sunt mai generale decât mulţimile afine
deoarece ele trebuie să conţină odată cu două puncte ale sale x şi y, doar o
anumită porţiune a dreptei ce trece prin cele două puncte şi anume segmentul
ı̂nchis dintre punctele x şi y.
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2. ÎNFĂŞURĂTORI

Fie A o submulţime a lui X. Se numeşte acoperire afină (sau
ı̂nfăşurătoare afină) a lui A şi se notează cu aff(A) cea mai mică mulţime
afină (̂ın sensul incluziunii) ı̂n care este inclusă A, adică

aff(A) := ∩{B ⊆ X afină |A ⊆ B}.
Se numeşte combinaţie afină a n vectori x1, x2, . . . , xn din X, orice vector

x :=
n∑

i=1

λi · xi, λi ∈ R

pentru orice i ∈ {1, . . . , n} şi
n∑

i=1
λi = 1.

Prin urmare,

aff(A) :=

{
n∑

i=1

λi · xi|n ∈ N, λi ∈ R, xi ∈ A,∀i ∈ {1, . . . , n},
n∑

i=1

λi = 1

}
.

Fie A o submulţime a lui X. Se numeşte acoperire convexă (sau
ı̂nfăşurătoare convexă) a lui A şi se notează cu conv(A) cea mai mică
mulţime convexă (̂ın sensul incluziunii) ı̂n care este inclusă A, adică

conv(A) := ∩{C ⊆ X convexă |A ⊆ C}.
Se numeşte combinaţie convexă a n vectori x1, x2, . . . , xn din X, orice

vector

x :=
n∑

i=1

λi · xi, λi > 0,

pentru orice i ∈ {1, . . . , n} şi
n∑

i=1
λi = 1.

Prin urmare,

conv(A) :=

{
n∑

i=1

λi · xi|n ∈ N, λi > 0, xi ∈ A,∀i ∈ {1, . . . , n},
n∑

i=1

λi = 1

}
.

3. INTERIOARE DE MULŢIMI

În această secţiune, vom considera că X este un spaţiu metric pe care există
metrica d : X ×X → R.

Pentru orice punct a din X şi orice r > 0 se numeşte bilă (deschisă) din
X centrată ı̂n a, de rază r şi se notează cu B(a, r), mulţimea:

B(a, r) = {x ∈ X|d(a, x) < r}.
Pentru orice punct a din X şi orice r > 0 se numeşte bilă (̂ınchisă) din X

centrată ı̂n a de rază r şi se notează cu B(a, r), mulţimea:

B(a, r) = {x ∈ X|d(a, x) 6 r}.
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Pentru A ⊆ X, se numeşte interiorul mulţimii A, şi se notează cu int(A),
reuniunea tuturor mulţimilor deschise incluse ı̂n A. Int(A) poate fi definit
ı̂n mod echivalent ca fiind cea mai mare mulţime deschisă conţinută de A.
Punctele mulţimii int(A) se numesc puncte interioare ale lui A.

Observaţia 3.1. În consecinţă, x ∈ A este punct interior al lui A dacă
A ∈ V(x), unde V(x) este mulţimea vecinătăţilor lui x, adică dacă există r > 0
astfel ca B(x, r) ⊆ A.

Dacă C ⊆ X este o mulţime convexă, se numeşte interiorul relativ al
mulţimii C, şi se notează cu ri(C), interiorul care rezultă atunci când C este
privită ca o submulţime a ı̂nfăşurătorii sale afine.

Prin urmare, ri(C) constă ı̂n punctele x ∈ aff(C) pentru care există un
ε > 0 astfel ı̂ncât y ∈ C şi d(x, y) 6 ε.

Cu alte cuvinte,

ri(C) := {x ∈ aff(C)|∃ε > 0, B(x, ε) ∩ aff(C) ⊂ C}.

3.1. Proprietăţi ale interiorului relativ.

Propoziţia 3.2. Dacă A ⊆ X şi notând cu cl(A) ı̂nchiderea mulţimii A,
avem:

ri(A) ⊂ A ⊂ cl(A).

Propoziţia 3.3. Pentru orice mulţime convexă C ⊂ X, avem:

ri(ri(C)) = ri(C).

Propoziţia 3.4. Pentru orice mulţime convexă C ⊂ X, avem:

cl(ri(C)) = cl(C)

ri(cl(C)) = ri(C).

Teoremă 3.5. Fie C o mulţime convexă şi fie M o mulţime afină care
conţine un punct din ri(C). Atunci ri(M ∩ C) = M ∩ ri(C) .

Demonstraţie. Pentru o mulţime afină M , ri(M) = M �

4. EXEMPLE

Exemplul 4.1. Fie C := {(x, y) ∈ R2|x2 + y2 ≤ 1}. Atunci:

aff(C) := R2

int(C) := {(x, y) ∈ R2|x2 + y2 < 1}
ri(C) := {(x, y) ∈ R2|x2 + y2 < 1}
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Figura 1: Mulţimea C Figura 2: int(C) şi ri(C)

Deci, ı̂n acest caz, int(C) = ri(C).

În continuare, sunt prezentate exemple ı̂n care int(C) 6= ri(C).

Exemplul 4.2. Fie C := {(x, y, z) ∈ R3|x2 + y2 ≤ 1, z = 0}. Atunci:

aff(C) := R2

int(C) := ∅
ri(C) := {(x, y, z) ∈ R3|x2 + y2 < 1, z = 0}

Figura 3: Mulţimea C Figura 4: ri(C)

Exemplul 4.3. Fie C := {(x, y, z) ∈ R3||x| ≤ 1, |y| ≤ 1, z = 0}. Atunci:

aff(C) := R2

int(C) := ∅
ri(C) := {(x, y, z) ∈ R3||x| < 1, |y| < 1, z = 0}
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Figura 5: Mulţimea C Figura 6: ri(C)

Exemplul 4.4. Fie C := {(x, y, z) ∈ R3|y ≤ x2, y2 ≤ x, z = 0}. Atunci:

aff(C) := R2

int(C) := ∅
ri(C) := {(x, y, z) ∈ R3|y < x2, y2 < x, z = 0}

Figura 7: Mulţimea C Figura 8: ri(C)



22 Diana-Ioana Cotoarbă
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