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VIZUALIZAREA UNOR LOCURI GEOMETRICE CU GEOGEBRA

Bianca Huza

Abstract. The article ”Visualizing geometric places with Geogebra” is oriented
to transmit both of theoretical and practical concepts, with focus on solving in
an interactive way geometric places, using the educational software Geogebra.
The main curves studied are: Ellipse, Hyperbola, Parabola, Cissoid of Diocles,
Cycloid, Epicycloid , Cardioid, Hypocycloid, respectively Astroid.

The simulations of this geometric places can be visualized at the link:
https://www.geogebra.org/huzabianca
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1. INTRODUCERE

GeoGebra este un program interactiv ce face parte din categoria programe-
lor Freeware, realizat de către Markus Hohenwarter de la Universitatea din
Salzburg pentru utilizarea acestuia ı̂n educat, ie.

Software-ul dinamic permite realizarea construct, iilor geometrice cu obiecte
elementare precum puncte, vectori, segmente, drepte sau conice ce pot fi sal-
vate s, i modificate ulterior. Pe de altă parte, ecuat, iile s, i coordonatele pot
fi introduse direct. GeoGebra dispune de posibilitatea utilizării de variabile
pentru numere, vectori sau puncte s, i de obt, inerea derivatei sau integralei unei
funct, ii. Cea mai importantă caracteristică a software-ului este urmtoarea:
unei expresii din fereastra corespunzătoare algebrei ı̂i corespunde un obiect ı̂n
fereastra corespunzătoare geometriei s, i invers.

Programul interactiv Geogebra poate fi utilizat atât de profesori ı̂n pro-
cesul de predare-̂ınvăt,are la rezolvarea unor probleme de analiza /geometrie
ce necesită cunos,tint,e ample, cât s, i de către elevi /student, i pentru ı̂nsus, irea
unor cunos,tint,e noi sau pentru consolidarea acestora. De asemenea, elevii pot
utiliza programul pentru a vizualiza s, i construi figuri geometrice exacte.

Printre principalele dezavantaje ale utilizarii acestui program este faptul ca
acest software matematic nu dispune si de un meniu special adresat elevilor
care doresc sa is, i verifice cunos,tint,ele dobândite, respectiv de a se evalua.

Definiţia 1. Prin loc geometric se ı̂nt,elege figura plană formată din mult,imea
L, a tuturor punctelor care au aceeas,i proprietate, P, s,i numai pe aceea.

După modul ı̂n care este formulată problema de loc geometric, deosebim:

(1) problemele ı̂n carelocul geometric este precizat prin enunt, ;
(2) probleme ı̂n care enunt,ul cere stabilirea locului geometric.
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La problemele ı̂n formularea cărora nu apare propozit, ia de demonstrat,
adică cele ı̂n care locul geometric nu este precizat, trebuie să se găsească
proprietăt, i caracteristice tuturor punctelor locului geometric, care să reducă
problema dată la una cunoscută.

După modul ı̂n care este definit locul geometric, deosebim:

(1) Probleme ı̂n care punctul mobil este legat, printr-una sau mai multe
relat, ii de distant, ă, de unul sau mai multe puncte fixe;

(2) Probleme ı̂n care punctul mobil este legat, printr-una sau mai multe
relat, ii de distant, ă, de una sau mai multe drepte fixe sau, combinat,
atunci când relat, iile de distant,a se referă la puncte fixe s, i la drepte
fixe;

(3) Problemele ı̂n care punctul mobil se află la intersect, ia a două curbe
variabile, supuse la anumite condit, ii.

Ce este de ret, inut este faptul că pentru problemelor de loc geometric nu
există o metodă generală de rezolvare pe cale sintetică, as,a cum există ı̂n ge-
ometria analitică.

Etapele de rezolvare a problemelor de loc geometric:

(1) Se construiesc puncte care au proprietatea locului geometric, arătând
că mult, imea punctelor care ı̂l formează nu este vidă.

(2) Se observă elementele geometrice de pozit, ie fixă sau de măsură con-
stantă, precum s, i legătura lor cu cele variabile, folosind proprietăt, ile
corespunzătoare cunoscute.

(3) Pe baza celor stabilite ı̂n etapa a doua s, i folosind, eventual, locuri
geometrice remarcabile, se ghices,te cărei mult, imi de puncte ı̂i apart, in
punctele locului geometric cerut de problema respectivă.

(4) Se demonstrează că:
(a) orice punct cu proprietatea locului geometric cerut apart, ine mult, imii

stabilite
(b) orice punct care apart, ine mult, imii stabilite are proprietatea locu-

lui geometric cerut de problemă.

2. EXEMPLE DE LOCURI GEOMETRICE ÎN PLAN

2.1. Elipsa.

Definiţia 2. Fie F , F ′ două puncte ı̂n plan s,i a > 0. Locul geometric al
punctelor M din plan cu proprietatea

MF +MF ′ = 2a

se numes,te elipsă.
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Figura. 2.1 – Elipsa

Ecuat, ia elipsei
Pentru a găsi ecuat, ia elipsei

alegem ca axă a absciselor axa
focală FF ′, iar ca axă a ordo-
natelor mediatoarea segementu-
lui FF ′. Prin urmare, origi-
nea reperului este mijlocul seg-
mentului FF ′, notat ı̂n figura de
mai sus cu punctul O. Fie punc-
tul M(x, y) apart, inând elipsei s, i
focarele cu coordonatele F (c, 0),
respectiv F ′(−c, 0).

MF =
√

(x− c)2 + y2, MF ′ =
√

(x+ c)2 + y2

Din definit, ia elipsei, punctul M(x, y) apart, ine elipsei dacă s, i numai dacă:

√
(x− c)2 + y2+

√
(x+ c)2 + y2 = 2a ⇔

√
(x+ c)2 + y2 = 2a−

√
(x− c)2 + y2 ⇔

x2 + 2cx+ c2 + y2 = 4a2 − 4a
√

(x− c)2 + y2 + x2 − 2cx+ c2 + y2 ⇔
(a2 − c2)x2 + a2y2 = a2(a2 − c2)

Notând b2 = a2 − c2 ecuat, ia anterioară devine

b2x2 + a2y2 = a2b2 ⇔ x2

a2
+
y2

b2
= 1

ecuat, ie care se numes,te ecuat, ia carteziană implicită a elipsei.

Observat, ii

(1) Dacă M(x, y) este un punct pe elipsă, atunci s, i simetricul lui fat, ă de
Ox, punctul de coordonate M ′(x,−y) verifică ecuat, ia elipsei, deci Ox
este axă de simetrie a elipsei.

(2) Simetricul lui M fat, ă de Oy, punctul de coordonate M ′′(−x, y) verifică
ecuat, ia elipsei, deci Oy este axă de simetrie a elipsei.

(3) Simetricul lui M fat, ă de O, punctul de coordonate (−x,−y) verifică
ecuat, ia elipsei, deci O este centru de simetrie al elipsei.

(4) Intersect, iile elipsei cu axele de coordonate, punctele A(a, 0), A′(−a, 0),
B(0, b), B′(0,−b) se numesc vârfurile elipsei.

2.2. Hiperbola.

Definiţia 3. Fie F , F ′ două puncte ı̂n plan s,i a > 0. Locul geometric al
punctelor M din plan cu proprietatea

|MF +MF ′| = 2a

se numes,te hiperbolă.
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Ecuat, ia hiperbolei

Figura. 2.2 – Hiperbola

Pentru a găsi ecuat, ia carteziană
implicită a hiperbolei alegem ca axă
a absciselor axa focală FF ′, iar ca
axă a ordonatelor mediatoarea se-
gementului FF ′. Prin urmare, ori-
ginea reperului este mijlocul seg-
mentului FF ′, notat ı̂n figura de
mai sus cu punctul O. Fie punctul
M(x, y) apart, inând hiperbolei s, i fo-
carele cu coordonatele F (c, 0), res-
pectiv F ′(−c, 0).

As,adar,

MF =
√

(x− c)2 + y2, MF ′ =
√

(x+ c)2 + y2.

Din definit, ia hiperbolei, punctul M(x, y) apart, ine hiperbolei dacă s, i numai
dacă:

√
(x− c)2 + y2−

√
(x+ c)2 + y2 = ±2a ⇔

√
(x+ c)2 + y2 =

√
(x− c)2 + y2±2a ⇔

x2 + 2cx+ c2 + y2 = x2 − 2cx+ c2 + y2 + 4a2 ± 4a
√

(x− c)2 + y2+ ⇔

(c2 − a2)x2 − a2y2 = a2(c2 − a2)
Notând b2 = c2 − a2 ecuat, ia anterioară devine

b2x2 − a2y2 = a2b2 ⇔ x2

a2
− y2

b2
= 1

ecuat, ie care se numes,te ecuat, ia carteziană implicită a hiperbolei.

Observat, ii

(1) Axele Ox s, i Oy sunt axe de simetrie ale hiperbolei;
(2) Intersect, iile hiperbolei cu axa Ox, punctele A(a, 0), A′(−a, 0), se nu-

mesc vârfurile hiperbolei, iar axa Ox se numes,te axa transversală a
hiperbolei;

2.3. Parabola.

Definiţia 4. Fie o dreaptă fixă din plan s,i un punct fix F /∈ d. Locul
geometric al punctelor M din plan cu proprietatea că distant,a la punctul F
este egală cu distant,a la dreapta d se numes,te parabolă.

Punctul F se numes,te focar, iar dreapta d se numes,te dreaptă directoare.
Distant,a de la focar la dreapta directoare se numes,te parametrul parabolei s, i
se notează cu p.
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Figura. 2.3 – Parabola

Ecuat, ia parabolei
Pentru a găsi ecuat, ia parabolei

alegem ca axă a absciselor perpen-
diculara dusă prin F la d, care in-
tersectează dreapta d ı̂n punctul A
s, i are sensul pozitiv de la directoare
către focar, iar axa ordonatelor este
mediatoarea segmentului AF .

Focarul F are coordonatele (p2 , 0),
iar prin definit, ie un punct oarecare
M(x, y) se află pe parabolă dacă s, i
numai dacă MF = MB unde B este

proiect, ia lui M pe dreapta d s, i are coordonatele (−p
2 , y). Obt, inem:√

x− p

2
+ y2 = x+

p

2
⇔ x2 − px+

p2

4
+ y2 = x2 + px+

p2

4

de unde se obt, ine ecuat, ia carteziană implicită a parabolei: y2 = 2px.

2.4. Cisoida lui Diocles. Se consideră un cerc de rază dată a s, i o tangentă
ı̂ntr-un punct A fixat pe cerc. O secantă oarecare, dusă prin punctul O,
diametral opus lui A, taie cercul ı̂n punctul C s, i tangenta ı̂n B.

Figura. 2.4 – Constructia cisoidei
Figura. 2.5 – Lo-

cul geometric

Definiţia 5. Locul geometric al punctului P care are proprietatea

BP = OC

este curba care poartă numele de cisoida lui Diocles.

Pentru a determina ecuat, ia locului geometric, se consideră punctul O ori-
ginea reperului, axa Ox dreapta OA s, i axa Oy perpendiculara ı̂n O pe OA.
Fie θ unghiul variabil format de secantă cu axa Ox s, i ρ lungimea segmentului
OP .
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Coordonatele x, y ale punctului P sunt:

x = ρ cos θ y = ρ sin θ

Deoarece ρ variază cu θ, trebuie exprimat ρ ı̂n funct, ie de θ. Astfel, obt, inem:

ρ = OP = OB −BP = OB −OC =
2a

cos θ
− 2a cos θ

As,adar,

ρ = 2a
sin2 θ

cos θ
relat, ie care reprezintă ecuat, ia cisoidei ı̂n coordonare polare.

Prin introducerea valorii lui ρ ı̂n expresiile pentru x s, i y, obt, inem:{
x = 2a sin2 θ

y = 2a sin3

θ ,

relat, ii ce exprimă reprezentarea parametrică a cisoidei.
Prin eliminarea ı̂ntre cele două ecuat, ii a parametrului θ, se obt, ine:

y

x
= tan θ, sin2 θ =

tan2 θ

1 + tan2 θ
=

y2

x2 + y2
,

deci:

x = 2a
y2

x2 + y2
⇔ x3 + xy2 − 2ay2 = 0,

relat, ie care constitue reprezentarea implicită a cisoidei.

2.5. Cicloida.

Definiţia 6. Cicloida este curba plană descrisă de un punct fix al unui
cerc, care se rostogoles,te fără alunecare pe o dreaptă fixă, situată ı̂n planul
cercului.

Cercul mobil se numes,te cerc generator, iar dreapta pe care se rostogoles,te
bază sau directoare.

Fie O un punct fix al unui cerc de rază a, tangent ı̂n O la dreapta d. Pentru a
determina ecuat, ia cicloidei se consideră punctul fix O drept origine a reperului,
axa Ox fiind directoarea d, respectiv axa Oy - perpendiculara in punctul O.

Figura. 2.6 – Cicloida
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Reprezentarea parametrică a cicloidei:{
x = aϕ− a sinϕ

y = a− a cosϕ

unde a este raza cercului mobil, iar ϕ este unghiul de rulare.
Etapele construct, iei geometrice cu ajutorul softului Geogebra:

(1) Considerăm axa Ox ca fiind dreata directoare pe care se rotes,te cercul
dat

(2) Fie dreapta de ecuat, ie y = 1
(3) Fie punctul P (a, 1)
(4) Trasăm cercul de centru P s, i rază 1
(5) Ducem perpendiculara prin punctul de intersectie, al cercului cu dreapta

directoare
(6) Intersectând perpendiculara cu C(P, 1) obt, inem punctul B s, i O
(7) Aflăm punctul A′ astfel ı̂ncât masura unghiului A′PO să fie 45 de

grade.
(8) Miscarea punctului P generează traiectoria punctului A′, obt, inându-se

curba cicloidală.

Figura. 2.7
– Etapele

1-6 Figura. 2.8 – Etapa7

2.6. Epicicloida. Cardioida.

Definiţia 7. Epicicloida este curba descrisă de un punct de pe un cerc care
rulează, fără să alunece, pe un alt cerc exterior.

Reprezentarea parametrică a epicicloidei este:{
x = (a+ b) cosϕ− b cos a+bb ϕ

y = (a+ b) sinϕ− b cos a+bb ϕ

unde a este raza cercului fix, b este raza cercului mobil, iar ϕ este unghiul de
rulare a cercului mobil pe cercul fix.

Etapele de construct, ie cu ajutorul softului Geogebra:

(1) Construim cercul fix C(A,R), unde R este raza cercului, iar A originea
sistemului de coordonate

(2) Fie B intersectia cercului construit cu axa Ox
(3) Rotim punctul B fat, ă de centrul cercului cu unghiul −α, obt, inându-se

astfel punctul B′
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(4) Construim cercul C(B′, r), unde r este raza cercului mobil.
(5) Fie semidreapta cu originea ı̂n A, ce trece prin punctul B′. Această

semidreapta intersecteaza cercul C(B′, r) ı̂ punctul C.
(6) Fie cercul de rază r cu centrul ı̂n punctul C
(7) Rotim punctul B′ fat, ă de C cu unghiul −α · k, unde k = R

r . Fie acest
punct, punctul B′′

(8) Mis,carea punctului B′ generează traiectoria punctului B′′, obt, inându-
se astfel curba numită epiciloidă.

Figura. 2.9 – Etapele 1-6 Figura. 2.10 – Etapa 7

Figura. 2.11 – Nefroida
Figura. 2.12 – Epicicloida

cu 3 bucle

Definiţia 8. Cardioida este epicicloida ı̂n care cele două cercuri, cel fix s,i
cel mobil, au raze egale.

Dacă se consideră a = b ı̂n reprezentarea parametrică a epicicloidei, se
obt, ine reprezentarea parametrică a cardioidei:{

x = a(2 cosϕ− cos 2ϕ)

y = a(2 sinϕ− sin 2ϕ)

Prin translatarea reperului xOy ı̂n punctul A, punctul de abscisă x devine
x+ a s, i deci: {

x = 2a cosϕ(1− cosϕ)

y = 2a sinϕ(1− cosϕ)
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Prin eliminarea ı̂ntre cele două ecuat, ii a parametrului
ϕ, se obt, ine:

tanϕ =
y

x
cosϕ =

x√
x2 + y2

,

deci:

x = 2a
x√

x2 + y2
(1− x√

x2 + y2
),

adică:

(x2 + y2 − 2ax)2 − 4a2(x2 + y2) = 0.

Ultima ecuat, ie reprezintă reprezentarea implicită rat, ională a cardioidei.
Pentru realizarea construct, iei se procedează analog etapelor de la curba

epicicloidală, considerându-se R = r, unde R este raza cercului fix, iar r raza
cercului mobil.

2.7. Hipocicloida. Astroida.

Definiţia 9. Hipocicloida este curba descrisă de un punct de pe cerc care
se rostogoles,te, fără să alunece, ı̂n interioriul altui cerc mai mare

Figura. 2.13 – Deltoida
Figura. 2.14 – Hipociclo-

ida cu 5 bucle

Reprezentarea parametrică a hipocicloidei este dată de ecuat, iile:{
x = (a− b) cosϕ+ b cos a−bb ϕ

y = (a− b) sinϕ+ b cos a−bb ϕ

unde a reprezintă raza cercului fix, iar b raza cercului mobil, respectiv ϕ
unghiul de rulare a cercului mobil ı̂n interiorul cercului fix.

Pentru realizarea construct, iei geometrice cu ajutorul softului Geogebra se
lucrează analog etapelor de la curba epicicloidală, t, inând cont de faptul că
cercul mobil se rotes,te ı̂n interiorul cercului fix.

Definiţia 10. Astroida este hipocicloida care are patru vârfuri.



30 Bianca Huza 10

Figura. 2.15 – Astroida

Un cerc cu raza de 1
4 se ı̂nvârte ı̂n inte-

riorul unui cerc de rază 1 s, i un punct de
pe circumferint,a lui delimitează o astroidă.
As,adar dacă considerăm a = 4b ı̂n relat, iile
parametrice ale hipocicloidei obt, inem:{

x = b(3 cosϕ+ 3 cosϕ)

y = b(3 sinϕ+ 3 sinϕ)

care constitue reprezentarea parametrică a
astroidei.

Această reprezentare se mai poate rescrie
s, i sub forma: {

x = 4b cos3 ϕ

y = 4b sin3 ϕ.

Prin eliminarea parametrului ϕ ı̂ntre cele două ecuat, ii, se obt, ine reprezen-
tarea implicită a astroidei:

x
2
3 + y

2
3 = a

2
3 .

Construct, ia geometrică se realizează analog curbei hipocicloidale, t, inând
seama de faptul că R = 4r, unde R este raza cercului fix, iar r este raza
cercului mobil.

BIBLIOGRAFIE

[1] P. Blaga, Construct,ii geometrice, Curs Universitatea Babes, Bolyai, Cluj-Napoca, 2014-
2015.
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