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CAUCHY-SCHWARZ VIA BESSEL SI APLICATII

Valeriu Anisiu

Abstract. The paper presents an integral inequality obtained from two classical
results in Analysis (complete proofs included, adapted to our context), which are
not usually used in our high schools: the Gram-Schmidt orthogonalization and
Bessel’s inequality.
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1. INTRODUCERE

Inegalitatea Cauchy-Schwarz integrala (v. [1], [3]) se exprima sub forma

[ rwear < \//:F \//

unde f, ¢ sunt functii continue definite pe intervalul [a,b]. Vom nota cu C
multimea acestor functii.

C formeaza un spatiu vectorial (operatiile fiind cele uzuale).

Expresia

b
(PS) (f.0) = / f(2)g(x) de

(numita produsul scalar al functiilor f, g in C) apare frecvent in Analiza ma-
tematica gi permite scrierea inegalitatii Cauchy-Schwarz sub forma

g>§ \/<f7f> \% <g7g>

Pe baza proprietatilor integralei functiilor continue sunt ugor de stabilit
urmatoarele proprietati ale produsului scalar:

2. (f,[)=0 <= f=0

3. (f,9) =9, /)

4. <Tfag>:r<f7 >

5. (f+g,h) = {f;h) + (g, 1)

>~

unde f,g,h € C, r € R).
In plus, din ultimele trei proprietiti, pentru fi,gi € Csiry,s;j € R (i €
{1,...,m}, j€{1,...,n}) rezulta relatia
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<Z nfz-,zsa‘gj> = Z ris; (£i» 9;)
—1

i=1 j=1 i=1 j=1

In unele probleme de inegalitati integrale (inclusiv in probleme date la
olimpiadele de matematica) utilizarea unei generalizari a inegalitatii Cauchy-
Schwarz permite solutii mai simple. Vom prezenta o astfel de generalizare si
o aplicatie a acesteia.

2. INEGALITATEA LUI BESSEL

In cele ce urmeazi ne situim in spatiul vectorial C al functiilor reale continue
definite pe intervalul [a, b], spatiu dotat cu produsul scalar (PS).

Doua functii f, g € C se numesc ortogonale daca (f, g) = 0.

O multime finita {f1, f2,..., fn} € C se numeste ortogonald (sau sistem
ortogonal) daca

(fi, i) = 0,Vi,j € {1,...n},i # j.
Daca in plus (f;, fi) = 1, sistemul este numit ortonormat.

Este ugor de vazut ca daca sistemul de functii nenule {f1, fo,..., fn} este
ortogonal, atunci sistemul

{ fi f2 fn }
VLR o f2) N (Fas )

este ortonormat.

Urmatoarele doua rezultate clasice, v. [2] (enuntate in contextul nostru)
sunt importante In multe ramuri ale matematicii, motiv pentru care vom in-
clude si demonstratii, accesibile la nivel de liceu.

TEOREMA 1 (Gram-Schmidt). Dacd {f1, fa,..., fn} este multime liniar in-
dependenta de functii din C atunci exista un sistem ortogonal {g1, g2, ..., gn} C
C astfel incat Vk € {1,2,...n}, gr este combinalie liniara a functiilor

fifoseoo e

Demonstratie. Demonstratia este simpla si se face prin inductie matema-
tica.
_h

VLAY

Presupunem afirmatia adevarata pentru n functii si consideram multimea
liniar independenta {f1, f2,..., fn+1}. Aplicand ipoteza de inductie multimii
{f1, f2,--., fn}, se obtine existenta unui sistem ortogonal {g1, g2,...,9n} CC
ca In enuny. Ramaéne sa aratam ca acest sistem poate fi extins cu Inca un
element gn41.

In acest scop consideram functia h = r1g1 + 1292 + - - - + Tngn + fnt1 unde
r, € R (ke {l,2,...,n}).

Pentru n = 1, se alege g1 =
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Alegem 7, astfel incat (h, gx) = 0, ceea ce revine la

7191, 9k) + T (Gns k) + (fat1, gk) = 0.
Din ortogonalitate obtinem ca dintre primii n termeni, doar cel de ordin k&
poate fi nenul, si anume 7 (gg, gx) = 7. Prin urmare relatia revine la rp =

— (fat1,98) - )
Cu 7y, astfel alesi, sistemul {g1, g2, ..., gn, h} este ortogonal. In plus, h # 0

caci altfel f,41 ar depinde liniar de g1, - , gn, si deci i de fi,..., fn, ceea ce
ar contrazice liniar independenta multimii de functii {f1, f2,..., fnt1}.Vom
putea deci alege g, 11 = W In felul acesta sistemul {91,92, -y Gn, Gnt1}
este ortonormat si f,4+1 este combinatie liniara a functiilor g1, go,...,gn, h si
deci si a functiilor g1, g2, ..., gn, Gnr1- O

De remarcat faptul ca demonstratia este constructivd, ea continand algorit-
mul de obtinere a sistemului ortonormat.

TEOREMA 2 (Bessel). Daca {g1,92,-..,9n} este un sistem ortonormat in C
st f € C atunci

S (fogr)? < )
k=1

Demonstratie. Vom folosi proprietatile amintite in introducere ale produ-
sului scalar.

Notam ri = (f, gr) st h = Zrkgk.
k=1
0<(f=h f=h)=(f.f)=2(f, ) +(h, h) =

(f,f)—2 <f7 Zn’gi> + <Zrigiazrjgj> =
- QZTZ f gz + ZZTZTJ g’bvgj

i=175=1
— ZZT +ZZTZTJ (9i,95)
= 1] 1
IRy Iy e
71'1 =1
Y
=1 "
Rezultd ci » r? < (f, f). O

OBSERVATIA 1. Inegalitatea lui Bessel pentru n = 1 implica inegalitatea
Cauchy-Schwarz.
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Intr-adevir dacd ,g € C sunt nenule, atunci g este un sistem orto-
fg { V{9:9) }

normat si deci

2 2

3. APLICATIE

TEOREMA 3. Fie a,b numere reale fizate si F(a, b) multimea functiilor con-
tinue f :[0,1] — R pentru care fo x)dr =a i fo f2 ydz = b. Atunci
a) Multimea F(a,b) este nevida daca i numai dacd a? S b.

b) Dacd a? < b atunci multimea {fol zf(z)dz: f € f(a,b)} este intervalul

inchis
a b—a? a N /b — a2
2 12 2 12 ’

Demonstratie. a) Daca f € F(a,b), inegalitatea Cauchy-Schwarz (pentru

g = 1) implica
1 1
a2</ lda:/ f?(z)dz = b.
0 0

2

Reciproc, presupunem ca inegalitatea a® < b are loc. Este usor de gasit
in F(a,b) un polinom de gradul I f(z) = a + Pz, si anume pentru o =
a—+/3(b—a?), B =+/12(b— a?).

b) Vom considera produsul scalar uzual (f,g) = [ fg In spatiul vectorial
(real) al functiilor continue definite pe intervalul [0, 1]. Vom aplica procedeul
de ortogonalizare Gram-Schmidt polinoamelor. Se obtine astfel un sistem

ortonormat de polinoame {¢g, ¢1, P2}, unde ¢o(z) = 1, ¢1(x) = V12(z —1/2);
expresia exacta a lui ¢2 nu este necesara.

Notand ¢ = fol xf(x)dz (pentru f € F(a,b)) avem (f, ¢o) = a, (f, ¢1) =
V12(c —a/2).

Utilizdnd inegalitatea lui Bessel pentru sistemul ortonormat {¢o, ¢1}
obtinem

a® +12(c — a/2)*

Deci, ¢ € a_ b—a” b—a” are
i, c 5 ThE +4/ T , si prin urmar
1 a2 a b—a?
{/ xf(x)dz fEf(ab} - —
) 12

Ramane de aratat ca are loc si incluziunea inversa.
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b—a? b—a?
Fie c € g—\/%,g—l—\/% ; trebuie gasita o functie f € F(a,b)

astfel incat fol xf(z)dr = c.
Vom alege in acest scop f = agg + V12(c — a/2)d1 + A2, unde X € R.
Utilizand ortonormalitatea sistemului, rezulta ca f € F(a,b) daca si numai
daca

a4+ 12(c—a/2)* + X2 =b.
Un astfel de \ existd deoarece pentru ¢ din interval avem b — a? — 12(c —
a/2)? > 0.
Am obtinut in final

! a b—a? a b— a?
{/0 xf(x)dx:fé]:(a,b)}: 2—\/7,24_\/7
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